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ОЦIНКИ ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI 1-ПЕРIОДИЧНОГО ГIЛЛЯСТОГО

ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

Встановлено оцiнки швидкостi збiжностi 1-перiодичного гiллястого ланцюгового дробу

спецiального вигляду при умовах: якщо один елемент дробу належить комплекснiй площи-

нi з розрiзом (−∞;−1/4], а сума модулiв iнших елементiв обмежена деяким числом; а також,

якщо елементи належать вiдповiдним параболiчним областям чи об’єднанню цих областей, a

модулi елементiв, починаючи з другого, обмеженi.
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ВСТУП

Теорема Ворпiцького та параболiчнi теореми [10, 12, 14] належать до класичних ознак

збiжностi неперервного дробу

1 +
∞

D
n=1

an

1
, (1)

де an ∈ C. У монографiї [12, с.151] для дробу (1) встановлена оцiнка швидкостi узагаль-

неної збiжностi при належному виборi послiдовностi параболiчних областей елементiв.

Новий пiдхiд до дослiдження класичних ознак збiжностi дробу (1) на основi дробово-

лiнiйних вiдображеннь запропоновано в [6].

Для гiллястого ланцюгового дробу (ГЛД) вигляду

1 +
∞

D
k=1

N

∑
ik=1

ai(k)

1
= 1 +

N

∑
i1=1

ai(1)

1 +
N

∑
i2=1

ai(2)

1 + . . .

, ai(k) ∈ C, (2)

де i(k) = i1, . . . , ik — мультиiндекс (1 ≤ ij ≤ N), N — натуральне число, Д. Боднаром [7,

с.93] доведено багатовимiрний аналог теореми Ворпiцького, встановлено оцiнку швидко-

стi збiжностi ГЛД (2) та аналоги параболiчних теорем [7, с.111]. Т. Антонова [1] встано-

вила багатовимiрне узагальнення теореми про параболiчнi областi збiжностi неперерв-

них дробiв. Р. Дмитришин [9] дослiдив збiжнiсть багатовимiрних g-дробiв у параболiчнiй
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областi та встановив оцiнку швидкостi збiжностi цих дробiв у деякiй обмеженiй областi,

яка мiститься в параболi.

Х. Кучмiнська одержала ряд аналогiв [11, теореми 6.10-6.12, 6.15] цих ознак для двови-

мiрних неперервних дробiв вигляду

∞

D
k=1

ai,i

Φi
, Φi = 1 +

∞

D
j=1

aj+i,j

1
+

∞

D
j=1

ai,i+j

1
, ai,j ∈ C. (3)

О. Сусь встановила аналог ознаки Ворпiцького для дробу (3).

Для ГЛД спецiального вигляду

1 +
∞

D
k=1
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ai(k)

1
= 1 +

i0

∑
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ai(1)

1 +
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i2=1

ai(2)

1 + . . .

, ai(k) ∈ C, (4)

де 1 ≤ ik ≤ ik−1, i0 = N, О. Баран [5] довела збiжнiсть та встановила оцiнку швидкостi

збiжностi дробу (4), якщо всi його елементи задовольняють умови |ai(k)| ≤ t(1−t)
ik−1

(
t ∈

[0; 1/2]
)
. У роботах [2, 3, 4] Т. Антонова дослiдила круговi та параболiчнi областi збiжностi

дробу (4) та встановила оцiнки швидкостi збiжностi при певних додаткових умовах на

елементи цього дробу.

1 ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

Об’єктом наших дослiджень є 1-перiодичний ГЛД спецiального вигляду, який отри-

муємо з (4), якщо покласти: ai(k) = cik
(1 ≤ ik ≤ ik−1, k ≥ 1), тобто

(
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D
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−1

, (5)

де cj — комплекснi числа (j = 1, N), N — фiксоване натуральне число.

Означення 1. Пiдхiдним дробом n-го порядку 1-перiодичного ГЛД (5) називають вираз

Fn =

(
1 +

n

D
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cik

1

)−1

, n ≥ 1; F0 = 1.

Означення 2. Вираз вигляду

R
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n
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∑
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1
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∑
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cj2

1 + . . .
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cjn−1

1 +
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∑
jn=1

cjn

1

назвемо n-тим залишком q-го порядку 1-перiодичного ГЛД (5), q = 1, N, n ≥ 1, j0 = q,

R
(q)
0 = 1, R

(0)
n = 1.
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Повторюючи схему доведення теореми 4.1 [13, c.47], в якiй встановлено оцiнку швид-

костi збiжностi зворотного гранично-перiодичного дробу, отримуємо для 1-перiодично-

го неперервного дробу наступне твердження.

Твердження 1. Нехай елементи cn неперервного дробу

1 +
∞

D
n=1

cn

1
(6)

однаковi (cn = c) i c ∈ G, де G =
{

z ∈ C :
∣∣∣arg

(
z + 1

4

)∣∣∣ < π

}
. Тодi справджується оцiнка

рiзницi двох пiдхiдних дробiв

| fn − fm| ≤ Mpm+1, n > m ≥ 0,

де M =
2|x|

1 − p
, p =

∣∣∣∣∣
y

x

∣∣∣∣∣, x =
1 +

√
1 + 4c

2
, y =

1 −
√

1 + 4c

2
— притягувальна та вiдповiдно

вiдштовхувальна точки дробово-лiнiйного вiдображення t(ω) = 1 + c
ω

.

Твердження 2. Нехай для залишкiв дробу (5) виконуються нерiвностi

|R(q)
n | ≥ gn > 0, n ≥ 0; q = 2, N; g−1 = 1. (7)

Тодi при n > m ≥ 0 справджується оцiнка

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm

[
m

∑
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Ck
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k
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]
, (8)

де
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N

∑
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|cj|. (9)

Доведення. Враховуючи, що Fn =
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R
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)
, n ≥ k > l ≥ 0, q = 2, N, i умови

(7), маємо
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Через m крокiв одержимо оцiнку

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm

[ ∣∣∣R(1)
m − R

(1)
n

∣∣∣+
∑

N
j1=2 |cj1 |

gn−1 · gm−1

∣∣∣R(1)
n−1 − R

(1)
m−1

∣∣∣

+ . . . +
∑

N
j1=2 ∑

j1
j2=2 . . . ∑

jm−1
jm=2 |cj1 ||cj2 | . . . |cjm |

∏
m
r=1 gm−rgn−r

∣∣∣R(1)
n−m − R

(1)
0
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+
∑

N
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j2=2 . . . ∑

jm−1
jm=2 ∑
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jm+1=2 |cj1 ||cj2 | . . . |cjm ||cjm+1

|
∏

m+1
r=1 gm−r · gn−r

]
.

Враховуючи рiвнiсть (9), при s = 1, m + 1 одержимо

N

∑
j1=2

j1

∑
j2=2

. . .
js−1

∑
js=2

|cj1 ||cj2 | . . . |cjs | = ∑
k2+...+kN=s

|c2|k2 . . . |cN |kN ≤
(

N

∑
j=2

|cj|
)s

= Cs

i оцiнку (8).

Теорема 1. Нехай елементи cj дробу (5) задовольняють умови

c1 ∈ G =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣arg

(
z +

1

4

)∣∣∣∣∣ < π

}
,

N

∑
j=2

|cj| = C ≤
µ2

4
,

де µ = 1
2

(
|1 +

√
1 + 4c1| − |1 −

√
1 + 4c1|

)
.

Тодi справджуються такi оцiнки швидкостi збiжностi:

1) якщо C <

µ2

4
, то

|F − Fm| ≤ L1
pm+1

1 − pm+1
2

p1 − p2
, m > 0, p1 6= p2;

|F − Fm| ≤ L1(m + 1)pm+1, m > 0, p1 = p2 = p;

2) якщо C =
µ2

4
, то

|F − Fm| ≤ L2
1

m + 1
, m > 0,

де L1 =
4|1 +

√
1 + 4c1|

µ(1 − p1)(1 − p2)
, L2 =

4|1 +
√

1 + 4c1|(p1 + (1 − p1)
2)

µ2(1 − p1)3
, p1 =

∣∣∣∣∣
1 −

√
1 + 4c1

1 +
√

1 + 4c1

∣∣∣∣∣,

p2 =
1 −

√
1 − 4C/µ2

1 +
√

1 − 4C/µ2
, F — значення дробу (5).

Доведення. Встановимо оцiнки знизу для |R(q)
n |, n ≥ 0, q = 1, N. Враховуючи, що c1 ∈ G,

при n ≥ 0 маємо

|R(1)
n | =

∣∣∣∣∣
xn+2

1 − yn+2
1

xn+1
1 − yn+1

1

∣∣∣∣∣ ≥ |x1|(1 − p1) =
1

2

(
|1 +

√
1 + 4c1| − |1 −

√
1 + 4c1|

)
= µ,
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де p1, x1, y1 визначенi аналогiчно, як p, x, y у твердженнi 1. Зауважимо, що µ = 0 лише

тодi, коли числа 1 +
√

1 + 4c1 та 1 −
√

1 + 4c1 є комплексно-спряженими. Цей випадок

виключений умовою теореми.

Методом математичної iндукцiї по n доведемо, що для будь-якого фiксованого q,

2 ≤ q ≤ N, справджуються оцiнки

|R(q)
n | ≥ gn, n ≥ 0, (10)

де gn = µ +
n

D
k=1

− C

µ
, n ≥ 0.

При n = 0 одержимо R
(q)
0 = 1 ≥ µ = g0.

Нехай нерiвностi (10) виконуються для кожного n = k. Тодi при n = k + 1 маємо

|R(q)
k+1| =

∣∣∣∣∣R
(1)
k+1 +

q

∑
j=2

cj

R
(j)
k

∣∣∣∣∣ ≥ µ −
q

∑
j=2

|cj|
|R(j)

k |
≥ µ −

∑
q
j=2 |cj|
gk

≥ µ −
C

gk
= gk+1.

Для оцiнки швидкостi збiжностi ГЛД (5) використаємо нерiвнiсть (8). Оскiльки c1 ∈ G,

то згiдно з твердженням 1 маємо |R(1)
n−r − R

(1)
m−r| ≤ M1 pm−r+1

1 , n > m ≥ 0, r ≥ 0, де

M1 = 2|x1|/(1 − p1).

Позначимо f̂n — n-тий пiдхiдний дрiб 1-перiодичного неперервного дробу (6) при

c = −C/µ2; x2 =
1+
√

1−4C/µ2

2 , y2 =
1−
√

1−4C/µ2

2 — притягувальна та вiдштовхувальна

точки дробово-лiнiйного вiдображення t(ω) = 1 + −C/µ2

ω
. Тодi маємо f̂n =

xn+2
2 − yn+2

2

xn+1
2 − yn+1

2

,

gn = µ · f̂n, n ≥ 0, та x2 · y2 = C/µ2.

1. Оцiнимо вирази
Ck

∏
k
r=1 gn−r · gm−r

зверху при k = 1, m + 1. Нехай 1 ≤ k ≤ m, тодi

Ck

∏
k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
(C/µ2)k

∏
k
r=1

(
f̂n−r · f̂m−r

) ≤
1

1 − p2

(
y2

x2

)k

= M
(1)
2 pk

2,

де M
(1)
2 =

1

1 − p2
, p2 = y2/x2. Аналогiчну оцiнку отримаємо при k = m + 1, де M

(2)
2 =

µx2

1 − p2
. Оскiльки µ ≤ 1 i x2 ≤ 1, то M2 = max{M

(1)
2 , M

(2)
2 } =

1

1 − p2
.

Якщо p1 6= p2, то

|Fn − Fm| ≤
4

µ2

(
m

∑
k=0

M1 pm−k+1
1 · M2 pk

2 + M2 pm+1
2

)
≤ L1

pm+1
1 − pm+1

2

p1 − p2
,

де L1 =
4M1M2

µ2
.

Якщо p1 = p2 = p, то

|Fn − Fm| ≤
4

µ2

(
m

∑
k=0

M1 pm−k+1
1 · M2 pk

2 + M2 pm+1
2

)
≤ L1(m + 1)pm+1.



192 БУБНЯК М.М.

2. Нехай
C

µ2
=

1

4
. Враховуючи, що f̃n =

n + 2

2(n + 1)
— n-тий пiдхiдний дрiб 1-перiодичного

неперервного дробу (6), де c = −1/4, при 1 ≤ k ≤ m маємо

Ck

∏
k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
(C/µ2)k

∏
k
r=1

(
f̃n−r · f̃m−r

) =
(n − k + 1)(m − k + 1)

(n + 1)(m + 1)
.

Аналогiчно при k = m + 1 одержимо

Cm+1

∏
m+1
r=1 (gn−r · gm−r)

=
µ(C/µ2)m+1

∏
m+1
r=1 f̃n−r · ∏

m
r=1 f̃m−r

= M2
n − m

(n + 1)(m + 1)
,

де M2 =
µ

2
≤

1

2
.

Отже, |Fn − Fm| ≤
4M1 M2

µ2
· ∑

m
k=0 pm−k+1

1 (n − k + 1)(m − k + 1) + (n − m)

(n + 1)(m + 1)
.

Перейшовши до границi при n → ∞, отримаємо оцiнку з пункту 2 для |F − Fm|.

Теорема 2. Нехай елементи cj, j = 1, N, дробу (5) задовольняють умову cj ∈ Pj(γ), де

Pj(γ) =

{
z ∈ C : |z| − Re

(
ze−γi

)
≤ 2lj cos2 γ

2

}
, −π < γ < π, lj =

1

2N

(
1 −

j

2N

)
.

Тодi

1. Дрiб (5) збiгається.

2. Областю значень дробу (5) є круг K =
{

z ∈ C :
∣∣∣z − e−iγ/2

cos γ/2

∣∣∣ ≤ 1
cos γ/2

}
.

3. Крiм цього, якщо |cj| <
(

1 − j
2N

)2
cos2 γ/2, j = 2, N, то справджується оцiнка швид-

костi збiжностi

|F − Fm| ≤ L · CN−1
m+N−1 · pm+1, m ≥ 0, (11)

де L =
4M1

cos2 γ/2
; M1 =

|1 +
√

1 + 4c1|(1 + p1)

(1 − p1)2
; p = max

j=1,N
{pj}; p1 =

∣∣∣∣∣
1 −

√
1 + 4c1

1 +
√

1 + 4c1

∣∣∣∣∣;

pj =
|cj|

(
1 − j

2N

)2
cos2 γ/2

, j = 2, N; F — значення дробу (5).

Доведення. Пункти 1 та 2 доведенi у теоремi 2 [8]. Встановимо оцiнки знизу для |R(j)
n |,

n ≥ 0; j = 1, N. Оскiльки cj ∈ Pj(γ), j = 1, N, то R
(j)
n ∈ Vj(γ), де

Vj(γ) =
{

z ∈ C : Re
(

ze−iγ/2
)
≥
(

1 − j
2N

)
cos γ/2

}
.

Отже, |R(j)
n | ≥

(
1 − j

2N

)
cos γ/2.
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Оскiльки R
(j)
n 6= 0, n ≥ 0; j = 1, N, то для оцiнки швидкостi збiжностi дробу (5) вико-

ристаємо нерiвнiсть

|Fn+m − Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ ·
∣∣∣R(N)

n

∣∣∣
∑

k1+···+kN=n+1

k j>0(j=1,N)

|c1|k1 |c2|k2 . . . |cN |kN

N

∏
j=1

k j

∏
r=1

(∣∣∣R(j)
m+sj−r

∣∣∣ ·
∣∣∣R̂(j)

sj−r

∣∣∣
), (12)

де sj = n −
N

∑
l=j+1

kl ; R̂
(q)
n =

{
R
(q)
n , якщо n ≥ 0

1, якщо n = −1
, яка випливає з формули рiзницi пiдхi-

дних дробiв Fn+m та Fn, n > 0, m > 0.

Враховуючи твердження 1 i c1 ∈ P1(γ) ⊂ G, де G =
{

z ∈ C :
∣∣∣arg

(
1
4 + z

)∣∣∣ < π

}
, маємо

|c1|k1

∏
k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ ·
∣∣∣R̂(1)

s1−r

∣∣∣
≤ M1 pk1

1 , 1 ≤ k1 ≤ n + 1.

Позначимо Ψj =
|cj|∣∣∣R(j)

sj+m−r

∣∣∣ ·
∣∣∣R̂(j)

sj−r

∣∣∣
, тодi Ψj ≤

|cj|
(

1 − j
2N

)2
cos2 γ/2

= pj < 1, j = 2, N,

∏
k j

j=1 Ψj ≤ p
k j

j , 1 ≤ kj ≤ m, i ∏
m+1
j=1 Ψj =

(
1 − j

2N

)
cos(γ/2) · pm+1

j , kj = m + 1. Враховуючи,

що M2 = max {1; (1 − j/(2N)) cos γ/2} = 1, маємо оцiнку

|Fn+m − Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ ·
∣∣∣R(N)

n

∣∣∣
∑

k1+k2+...+kN=n+1

M1 pk1
1 pk2

2 . . . pkN
N ≤ L · CN−1

n+N−1 · pn+1,

де L = 4M1
cos2 γ/2

. Перейшовши до границi при m → ∞, одержимо (11).

Встановимо оцiнку швидкостi збiжностi в об’єднаннi параболiчних областей, якi по-

будованi за схемою запропонованою в роботi [8], тобто

G1 = {ω ∈ C : | arg(ω + l1)| < π} (13)

та

Gs = Gs(c1, c2, . . . , cs−1) =
⋃

γ∈[Γs−1
1 ,Γs−1

2 ]

Ps(γ), (14)

Ps(γ) =
{

z ∈ C : |z| − Re(ze−γi) ≤ 2ls cos2 γ

2

}
, −π < γ < π, ls =

1

2N

(
1 −

s

2N

)
,

де [Γs−1
1 , Γs−1

2 ] =
s−1⋂
j=1

[γ
j
1, γ

j
2], s = 2, N, i γ

j
1 = arccos

(
Aj+Bj

Cj

)
, якщо виконується умова

cos αj ≤1− 2lj

|cj| , i γ
j
1=− arccos

(
Aj+Bj

Cj

)
, якщо ця умова не виконується; γ

j
2 = arccos

(
Aj−Bj

Cj

)
,

αj = arg cj, Aj = (|cj| − lj)(lj + |cj| cos αj), Bj = |cj|| sin αj|
√

2|cj|lj(1 + cos αj), Cj = l2
j + |cj|2 +

2|cj|lj cos αj.
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Теорема 3. Нехай елементи cj, j = 1, N, дробу (5) задовольняють умову cj ∈ Gj, де Gj

визначаються згiдно з формулами (13)–(14). Тодi

1. Дрiб (5) збiгається.

2. Областю значень дробу (5) є об’єднання кругiв K(ΓN
1 )
⋃

K(ΓN
2 ).

3. Крiм цього, якщо |cj| < νj, j = 2, N, де νj =
(

1 − j
2N

)2
min2{cos(ΓN

1 /2); cos(ΓN
2 /2)},

то справджується оцiнка швидкостi збiжностi

|F − Fm| ≤ L · CN−1
m+N−1 · pm+1, m ≥ 0, (15)

де L = M1/νN ; M1 =
|1 +

√
1 + 4c1|(1 + p1)

(1 − p1)2
; p = max

j=1,N
{pj}; p1 =

∣∣∣∣∣
1 −

√
1 + 4c1

1 +
√

1 + 4c1

∣∣∣∣∣;

pj = |cj|/νj (j = 2, N); F — значення дробу (5).

Доведення. Пункти 1 та 2 доведенi в теоремi 3 [8]. Встановимо оцiнки знизу для |R(j)
n |,

n ≥ 0; j = 1, N. Оскiльки cj ∈ Gj, j = 1, N, то R
(j)
n ∈ ⋃

γ∈[ΓN
1 ;ΓN

2 ]

Vj(γ), де

Vj(γ) =
{

z ∈ C : Re
(

ze−γi/2
)
≥
(

1 − j
2N

)
cos γ

2

}
.

Отже, справджуються оцiнки |R(j)
n | ≥ √

νj.

Аналогiчно як у попереднiй теоремi використаємо нерiвнiсть (12) для оцiнки швид-

костi збiжностi дробу (5). Враховуючи, що
|c1|k1

∏
k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ ·
∣∣∣R̂(1)

s1−r

∣∣∣
≤ M1 pk1

1 , 1 ≤ k1 ≤

m + 1, та Ψj ≤
|cj|
νj

= pj < 1, j = 2, N, одержимо оцiнку (15).

Отриманi умови збiжностi вiдрiзняються вiд ранiше встановлених тим, що маємо зна-

чно ширшу область для вибору елемента c1, яка у випадку неперевного дробу є макси-

мально можливою. Встановлено оцiнки швидкостi збiжностi при додаткових умовах на

елементи 1-перiодичного гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду.
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Bubniak M.M. Truncation-error bounds for the 1-periodic branched continued fraction of special form. Car-

pathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 187–195.

Truncation-error bounds for the 1-periodic continued fraction of special form are established

at the following conditions: if first element of the fraction belongs to complex plain with the cut

(−∞;−1/4] and the sum of modules of other elements is limited by a certain number; if elements

belong to their respective parabolic regions or union of that parabolic regions and all their modules,

except of the first one, are limited.

Key words and phrases: 1-periodic branched continued fraction of special form, Worpitsky’s cri-

terion, union of parabolic regions.

Бубняк М.М. Оценки скорости сходимости 1-периодической ветвящейся цепной дроби специального

вида // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C. 187–195.

Установлены оценки сходимости 1-периодической ветвящейся непрерывной дроби специ-

ального вида при условиях: если первый элемент дроби принадлежит комплексной плоскости

с разрезом (−∞;−1/4] и сумма модулей остальных элементов ограничена некоторым числом;

если элементы принадлежат соответствующим параболическим областям или объединению

параболических областей и модули элементов, начиная со второго, ограничены.

Ключевые слова и фразы: 1-периодическая ветвящаяся цепная дробь специального вида,

критерий Ворпицкого, объединение параболических областей.


