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РЕГУЛЯРНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ

ДИФУЗIЙНО-ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ З УЗАГАЛЬНЕНИМИ ФУНКЦIЯМИ В

ПРАВИХ ЧАСТИНАХ

Доведено однозначну розв’язнiсть першої крайової задачi для рiвняння

u
(β)
t − a(t)uxx = F(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T],

з дробовою похiдною u
(β)
t Рiмана-Лiувiлля порядку β ∈ (0, 2), додатним гладким коефiцiєн-

том a(t), узагальненими функцiями в правих частинах та встановлено деякi достатнi умови
регулярностi його розв’язку за змiнною t.

Ключовi слова i фрази: похiдна дробового порядку, узагальнена функцiя, крайова задача,
вектор-функцiя Ґрiна.
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ВСТУП

У данiй статтi встановлюємо однозначну розв’язнiсть першої крайової задачi для рiв-
няння

u
(β)
t − a(t)uxx = F(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T], (1)

з дробовою похiдною u
(β)
t Рiмана-Лiувiлля порядку β ∈ (0, 2), додатним гладким коефi-

цiєнтом a(t), узагальненими функцiями в правих частинах та знаходимо деякi достатнi
умови регулярностi розв’язку за змiнною t.

Вiдомо [12], що узагальненi розв’язки рiвнянь з частинними похiдними та сталими
коефiцiєнтами у випадку правої частини F(x, t) = F0(x) · δ(t) (δ(t) — дельта-функцiя
Дiрака, крапкою позначено прямий добуток узагальнених функцiй) є нескiнченно дифе-
ренцiйовними за змiнною t в узагальненому сенсi: значення (u(·, t), ϕ(·)) розв’язку u(x, t)

на довiльнiй основнiй функцiї ϕ(x) є нескiнченно диференцiйовною функцiєю змiнної t.
На прикладi дифузiйно-хвильового рiвняння показуємо, що подiбною властивiстю во-

лодiють розв’язки крайових задач для рiвнянь з дробовою похiдною за змiнною t: у ви-
падку узагальненої функцiї F(x, t) = F0(x) · g(t) регулярнiсть за змiнною t узагальненого
розв’язку першої крайової задачi для рiвняння (1) визначається властивостями функцiй
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a(t) та g(t), зокрема, при неперервних a(t) та g(t) розв’язок u(x, t) задачi також є узагаль-
неною функцiєю, неперервною за змiнною t.

Цей результат використовувається для доведення розв’язностi деяких обернених кра-
йових задач для такого рiвняння з заданими узагальненими функцiями у правих части-
нах.

1 ОСНОВНI ПОЗНАЧЕННЯ ТА ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

Використовуємо такi позначення: Q0 = (0, l) × (0, T], C+[0, T] — клас неперервних
на [0, T] та обмежених знизу додатним числом функцiй, C∞

+ [0, T] = C∞[0, T] ∩ C+[0, T],
D(RN) (N = 1, 2), D(0, l), D[0, l] — простори нескiнченно диференцiйовних функцiй з
компактними носiями вiдповiдно в R

N, (0, l), [0, l] [10, c. 13], D(Q0) = {v ∈ C∞(Q0) :
( ∂

∂t)
kv|t=T = 0, k = 0, 1, . . . }, D′(RN), D′(0, l), D′[0, l], D′(Q0) — простори лiнiйних не-

перервних функцiоналiв (узагальнених функцiй) вiдповiдно на D(RN), D(0, l), D[0, l],
D(Q0), (F, ϕ) — значення F ∈ D

′(RN) на основнiй функцiї ϕ ∈ D(RN), а також значе-
ння F ∈ D′(0, l) на ϕ ∈ D(0, l), F ∈ D′[0, l] на ϕ ∈ D[0, l], F ∈ D′(Q0) на ϕ ∈ D(Q0),
D′(Q0) ∩ C[0, T] = {F ∈ D′(Q0) | (F(x, ·), ϕ(x)) ∈ C[0, T] ∀ϕ ∈ D(0, l)} — клас узагальне-
них функцiй iз D′(Q0), неперервних за змiнною t ∈ [0, T] [12].

Позначимо через ∗̂ операцiю згортки узагальненої функцiї g та основної функцiї ϕ

[10, с. 111], тобто (g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x + ξ)). Нехай f ∗ g ∈ D
′(R) — згортка узагальне-

них функцiй f , g ∈ D′(R), що на кожну основну функцiю ϕ ∈ D(R) дiє за правилом
( f ∗ g, ϕ) = ( f , g∗̂ϕ); f (x) · g(t) ∈ D′(R2) — прямий добуток узагальнених функцiй f , g ∈
D′(R), тобто узагальнена функцiя, що на кожну основну функцiю ϕ ∈ D(R2) дiє за пра-
вилом ( f · g, ϕ) = ( f (x), (g(t), ϕ(x, t))).

Зауважимо, що у випадку g ∈ L1(0, T) маємо

( f · g, ϕ) =
(

f (x),
∫ T

0
g(t)ϕ(x, t)dt

)
=

∫ T

0
g(t)

(
f (x), ϕ(x, t)

)
dt ∀ϕ ∈ D(R2).

Використаємо функцiю (див. [12]) fλ ∈ D
′
+(R) = { f ∈ D

′(R) : f = 0 при t < 0}:

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
при λ > 0

i fλ(t) = f ′1+λ(t) при λ ≤ 0, де Γ(λ) — гама-функцiя, θ(t) — одинична функцiя Хевiсайда.
Правильнi наступнi спiввiдношення fλ ∗ fµ = fλ+µ, fλ∗̂ fµ = fλ+µ.

Нагадаємо, що похiдну v
(β)
t (x, t) Рiмана-Лiувiлля функцiї v(x, t) порядку β > 0 визна-

чають за формулою

v
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ v(x, t);

регуляризовану похiдну дробового порядку [1],[2] за формулами:

D
β
t v(x, t) =

1
Γ(1 − β)

∫ t

0

vτ(x, τ)

(t − τ)β
dτ =

1
Γ(1 − β)

[ ∂

∂t

∫ t

0

v(x, τ)

(t − τ)β
dτ − u(x, 0)

tβ

]

=v
(β)
t (x, t)− f1−β(t)v(x, 0), при β ∈ (0, 1),

D
β
t v(x, t) =

1
Γ(2 − β)

∫ t

0

vττ(x, τ)

(t − τ)β−1 dτ = v
(β)
t (x, t)− f1−β(t)v(x, 0)− f2−β(t)vt(x, 0),

при β ∈ (1, 2).
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Нехай C2,β(Q0) = {v ∈ C(Q̄0) | vxx, D
β
t v ∈ C(Q0)}. Введемо оператори

L : (Lv)(x, t) ≡ v
(β)
t (x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q0, v ∈ D′(Q0),

Lreg : (Lregv)(x, t) ≡ D
β
t v(x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q0, v ∈ C2,β(Q0),

L̂ : (L̂v)(x, t) ≡ f−β∗̂v(x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q0, v ∈ D(Q0),

та функцiйний простiр

X(Q0) = {v ∈ D(Q0) : v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ∈ [0, T]}.

Як у [9] показуємо, що для v ∈ C2,β(Q0), ψ ∈ X(Q̄0) правильна формула Ґрiна
∫

Q0

v(y, τ)(L̂ψ)(y, τ)dydτ =
∫

Q0

(Lregv)(y, τ)ψ(y, τ)dydτ

+
∫ T

0
a(τ)

[
v(0, τ)ψy(0, τ)− v(l, τ)ψy(l, τ)

]
dτ

+
∫ l

0
v(y, 0)dy

∫ T

0
f1−β(τ)ψ(y, τ)dτ +

∫ l

0
vτ(y, 0)dy

∫ T

0
f2−β(τ)ψ(y, τ)dτ.

Розглянемо першу крайову задачу

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T], (2)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ [0, l], (3)

ut(x, 0) = F2(x), x ∈ [0, l], (4)

для рiвняння (1) при β ∈ (0, 2) (умова (4) вiдсутня у випадку β ∈ (0, 1]) за одного з насту-
пних припущень:

(A) a ∈ C∞
+ [0, T], F ∈ D′(Q0), Fj ∈ D′[0, l], j = 1, 2,

(B) a ∈ C+[0, T], F(x, t) = F0(x) · g(t), g ∈ C[0, T], Fj ∈ D
′[0, l], j = 0, 1, 2.

Розв’язком задачi (1)–(4) за припущення (A) (або (B)) називається функцiя u ∈ D
′(Q0),

що задовольняє тотожнiсть

(u, L̂ψ) = (F, ψ) +
2

∑
j=1

(
Fj,

∫ T

0
fj−β(t)ψ(·, t)dt

)
∀ ψ ∈ X(Q̄0). (5)

2 ВЛАСТИВОСТI СПРЯЖЕНИХ ОПЕРАТОРIВ ҐРIНА

Означення. Вектор-функцiя (G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y, τ), G2(x, t, y, τ)), така що при достат-
ньо гладких g0, g1, g2 функцiя

v(x, t) =
∫ t

0
dτ

∫

Ω0

G0(x, t, y, τ)g0(y, τ)dy +
2

∑
j=1

∫ l

0
Gj(x, t, y, 0)gj(y)dy, (x, t) ∈ Q0, (6)

є класичним (класу C2,β(Q0)) розв’язком першої крайової задачi

D
β
t u − a(t)uxx = g0(x, t), (x, t) ∈ Ω0 × (0, T],

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T],

u(x, 0) = g1(x), ut(x, 0) = g2(x), x ∈ [0, l],

називається вектор-функцiєю Ґрiна цiєї задачi.
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З означення випливає, що
(LG0)(x, t, y, τ) = δ(x − y, t − τ), (x, t), (y, τ) ∈ Q0;
Gj(0, t, y, τ) = Gj(l, t, y, τ) = 0, y ∈ (0, l), t, τ ∈ (0, T], j = 0, 1, 2;
G1(x, 0, y, 0) = δ(x − y), ∂

∂t G2(x, 0, y, 0) = δ(x − y), x, y ∈ (0, l).
Як при доведеннi леми 1 iз [9] показуємо, що

Gj(x, t, y, 0) = fj−β(t) ∗ G0(x, t, y, 0), (x, t) ∈ Q0, y ∈ (0, l), j = 0, 1, 2. (7)

Теорема 1. При a ∈ C+[0, T] вектор-функцiя Ґрiна першої крайової задачi (1)–(4) iснує.

Доведення. Враховуючи формулу (7), достатньо довести iснування головної функцї Ґрiна
G0(x, t, y, τ). Як у [4], [7] для задачi Кошi та у [5] для загальних параболiчних крайових
задач, її iснування можна довести методом Левi, використовуючи вiдомий фундамен-
тальний розв’язок даного рiвняння зi сталим коефiцiєнтом a [3].

Iснування функцї G0(x, t, y, τ) можна також довести методом рядiв Фур’є. Справдi,
вибираючи у формулi Ґрiна за функцiї ψk ∈ X(Q0) розв’язки рiвнянь

(L̂ψk)(y, t) = ϕk(x, t, y, τ),

де послiдовнiсть ϕk(x, t, y, τ) (k → ∞) є дельта-видною, iз формули Ґрiна пiсля граничного
переходу при k → ∞ одержуємо зображення (6) розв’язку задачi (1)–(4), де G0(x, t, y, τ)

(границя послiдовностi ψk у D′(R2)) як функцiя (y, τ) є розв’язком задачi

(L̂y,τG0)(x, t, y, τ) = δ(x − y, t − τ), (x, t), (y, τ) ∈ Q0,

G0(x, t, 0, τ) = G0(x, t, l, τ) = 0, G0(x, t, y, T) = G0τ(x, t, y, T) = 0.
(8)

Шукаємо G0 у виглядi

G0(x, t, y, τ) =
∞

∑
m=1

Sm(x, t, τ)ωm(y), (9)

де ωm(y) — ортонормованi власнi функцiї стацiонарної крайової задачi

ω
′′
m + λmωm = 0, y ∈ (0, l), ωm(0) = ωm(l) = 0.

Пiдставляючи (9) у рiвняння задачi (8), матимемо

∞

∑
m=1

[
f−β(τ)∗̂Sm(x, t, τ) + λma(τ)Sm(x, t, τ)

]
ωm(y) =

∞

∑
m=1

(δ(x − y), ωm(y))ωm(y)δ(t − τ),

звiдки, враховуючи, що (δ(x − y), ωm(y)) = ωm(x) , одержуємо задачi для Sm(x, t, τ):

f−β(τ)∗̂Sm(x, t, τ) + λma(τ)Sm(x, t, τ) = ωm(x)δ(t − τ),

Sm(x, t, T) = Smτ(x, t, T) = 0, m = 1, 2, . . . .
(10)

Кожна з задач (10) зводиться до лiнiйного iнтегрального рiвняння

Sm(x, t, τ) + λm fβ(τ)∗̂(a(τ)Sm(x, t, τ)) = fβ(t − τ)ωm(x). (11)

Методом послiдовних наближень знаходимо його розв’язок у виглядi рiвномiрно збiж-
ного при x ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T, ряду

Sm(x, t, τ)=
[

fβ(t−τ)+
∞

∑
p=0

(−λm)
pfβ(τ)∗̂

(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

︸ ︷︷ ︸
p

fβ(t−τ)
)))))]

ωm(x).



РЕГУЛЯРНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З УЗАГАЛЬНЕНИМИ ФУНКЦIЯМИ В ПРАВИХ ЧАСТИНАХ 283

Зокрема, у випадку a(τ) = a = const > 0 матимемо

Sm(x, t, τ) =
∞

∑
p=0

(−aλm)
p f(p+1)β(t − τ)ωm(x)

=(t − τ)β−1
∞

∑
p=0

[−aλm(t − τ)β]p

Γ(pβ + β)
ωm(x) = (t − τ)β−1Eβ

(
− aλm(t − τ)β

)
ωm(x),

де Eβ(z) = Eβ−1(z, β) =
∞

∑
p=0

zp

Γ(pβ+β)
— функцiя Мiттаг-Лефлера [2], що при великих |z|

має оцiнку Eβ(z) ≤ C
|z| , C = C(β) — деяка додатна стала. Тодi збiжнiсть ряду (9) випливає

з рiвномiрної збiжностi ряду

C

a(t − τ)

∞

∑
m=0

|ωm(x)ωm(y)|
λm

, x, y ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T.

В загальному випадку, при a0 ≤ a(t) ≤ A0 для всiх t ∈ [0, T] оцiнюємо у виразi для
Sm(x, t, τ) суму двох сусiднiх доданкiв:

λ2k
m fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ) fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

︸ ︷︷ ︸
2k

fβ(t − τ)
))))

− λ2k+1
m fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ) fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

︸ ︷︷ ︸
2k+1

fβ(t − τ)
))))

≤λ2k
m

[
A2k

0 f(2k+1)β(t − τ)− λma2k+1
0 f(2k+2)β(t − τ)

]

≤λ2k
m

[
c2k f(2k+1)β(t − τ)− λmc2k+1 f(2k+2)β(t − τ)

]

при деякому c < a0 та всiх λm ≥ A2k
0 −c2k

a2k+1
0 −c2k+1 ·

f(2k+1)β(t−τ)

f(2k+2)β(t−τ)
=

A2k
0 −c2k

a2k+1
0 −c2k+1 ·

Γ(2kβ+2β)

Γ(2kβ+β)(t−τ)β . За-

уважимо, що згiдно з [11, c. 67] Γ(2kβ+2β)
Γ(2kβ+β)

= O((2kβ)β) для великих k. Тодi при великих

λm(t − τ)β матимемо

|Sm(x, t, τ)| ≤ (t − τ)β−1Eβ(−cλm(t − τ)β)|ωm(x)|, x ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T.

Отже, при a ∈ C+[0, T] матимемо аналогiчну до випадку сталої функцiї a оцiнку розв’яз-
ку рiвняння (11) при великих λm(t− τ)β , а звiдси рiвномiрну при x, y ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T,
збiжнiсть ряду (9). Головна функцiя Ґрiна задачi (1)–(4) iснує.

Наслiдок 1. Правильнi оцiнки

|Gi(x, t + ∆t, y, τ, a)− Gi(x, t, y, τ, a)| ≤ Mi(x, t, y, τ, a)|∆t|γ , (x, t), (y, τ) ∈ Q0, (12)

де 0 < γ < 1, невiд’ємнi функцiї Mi(x, t, y, τ, a) мають такi ж оцiнки, як Gi(x, t, y, τ, a),
i = 0, 1, 2, вiдповiдно iз замiною β на β − γ.

Доведення. Використовуючи зображення (9), матимемо

G0(x, t + ∆t, y, τ, a)− G0(x, t, y, τ, a) =
∞

∑
m=1

[Sm(x, t + ∆t, τ, a)− Sm(x, t, τ, a)]ωm(y). (13)
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Для функцiй Zm(x, t, τ, ∆t, a) = Sm(x, t+∆t, τ, a)−Sm(x, t, τ, a) одержуємо iнтегральнi рiв-
няння

Zm(x, t, τ, ∆t, a) + λm fβ(τ)∗̂(a(τ)Zm(x, t, τ, ∆t, a)) = [ fβ(t + ∆t − τ)− fβ(t − τ)]ωm(x)

вигляду (11). Оскiльки fβ(t + ∆t − τ)− fβ(t − τ) = f−λ(t) ∗ [ fβ+λ(t + ∆t − τ)− fβ+λ(t − τ)],
при 1 − β < λ < 1, якщо β ∈ (0, 1), та λ < 2 − β, якщо β ∈ (1, 2), маємо β + λ − 1 = γ ∈
(0, 1) та β − γ = 1 − λ > 0, то враховуючи нерiвнiсть

|(t + ∆t − τ)γ − (t − τ)γ| = (t − τ)γ
∣∣∣
(

1 +
∆t

t − τ

)γ
− 1

∣∣∣ ≤ |∆t|γ,

одержуємо

| fβ(t + ∆t − τ)− fβ(t − τ)| ≤ f1−λ(t − τ)|∆t|γ = fβ−γ(t − τ)|∆t|γ .

Як в доведеннi теореми 1 знаходимо функцiї Zm(x, t, y, τ, ∆t, a), що матимуть такi ж
оцiнки, як розв’язки рiвнянь (11) iз замiною β на β − γ та множником |∆t|γ. Враховуючи
зображення (13), одержуємо оцiнку (12) при j = 0. Iншi оцiнки в наслiдку одержуємо з
таких самих мiркувань та враховуючи спiввiдношення (7).

Використовуватимемо надалi позначення Gj(x, t, y, τ, a) замiсть Gj(x, t, y, τ), j = 0, 1, 2.
Згiдно з методом Левi, для функцiй G0(x, t, y, τ, a) та Gj(x, t, y, 0, a) правильнi такi ж оцiн-
ки, як для параметриксiв G(x − y, t − τ, a(τ)), fj−β(t) ∗ G(x − y, t, 0, a(0)), j = 1, 2, вiдповiд-
но [4], [7], [8].

Згiдно з [3], фундаментальна функцiя G(x, t, a) оператора L зi сталим коефiцiєнтом
a > 0 має вигляд

G(x, t, a) =
π−1/2tβ−1

|x| H2,0
1,2

( |x|2
4atβ

∣∣∣(β, β)

(1, 1) (1/2, 1)

)
,

де Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)

(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
— H-функцiя Фокса [6].

Використовуючи властивостi H-функцiй Фокса (як у [9]), метод Левi та враховуючи
результати [13], знаходимо оцiнки для компонент вектор-функцiї Ґрiна та їх похiдних.
При [a(t)]−1 ≤ R для всiх t ∈ [0, T] матимемо

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
G0(x, t, y, τ, a)

∣∣∣ ≤ C∗
k R

k+1
2 (t − τ)

β(1−k)
2 −1, |x − y|2 < 4(t − τ)β/R,

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
G0(x, t, y, τ, a)

∣∣∣ ≤ Ck(t − τ)β−1

|x − y|k+1 , |x − y|2 > 4(t − τ)β/R, k = 0, 1, 2, . . . ,

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
Gj(x, t, y, 0, a)

∣∣∣ ≤ C∗
jkR

k+1
2 tj−1−(k+1) β

2 , |x − y|2 < 4tβ/R,

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
Gj(x, t, y, 0, a)

∣∣∣≤
Ĉjktj−1

|x − y|
(R|x − y|2

4tβ

)1−j+k+1
2

2−β
e
−c
(

R|x−y|2
4tβ

) 1
2−β

≤CjkR
− 1

2−β |x−y|−1− 2
2−β t

j−1+ β
2−β ,

|x − y|2 > 4tβ/R, j = 1, 2, c = (2 − β)ββ(2−β),

Ck, C∗
k , Cjk, C∗

jk, Ĉjk (j = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . . ) — деякi додатнi сталi.
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Використовуватимемо спряженi оператори Ґрiна

(Ĝ0 ϕ)(y, τ) =
∫ T

τ
dt

∫ l

0
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x, t)dx,

(Ĝj ϕ)(y) =
∫ T

0
dt

∫ l

0
Gj(x, t, y, 0, a)ϕ(x, t)dx, ϕ ∈ D(Q̄0), j = 1, 2.

Як у [9] доводимо, що для кожної ψ ∈ X(Q̄0)

(Ĝ0(L̂ψ))(y, τ) = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄0,

(Ĝj(L̂ψ))(y) =
∫ T

0
fj−β(t)ψ(y, t)dt, y ∈ [0, l], j = 1, 2, (14)

а при a ∈ C∞
+ [0, T]

Ĝ0 : D(Q̄0) → X(Q̄0), Ĝj : D(Q̄0) → C∞[0, l], j = 1, 2. (15)

Теорема 2. За припущення (А) iснує єдиний розв’язок u ∈ D′(Q0) першої крайової задачi
(1)–(4). Розв’язок визначений за формулою

(u, ϕ) = (F, Ĝ0 ϕ) +
2

∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ) ∀ ϕ ∈ D(Q̄0). (16)

Теорема доводиться за схемою доведення теореми 1 у [9] iз використанням наведених
вище властивостей (14) та (15) спряжених операторiв Ґрiна.

Введемо оператори

(Ĝ0 ϕ)(y, t, τ) =
∫ l

0
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx,

(Ĝj ϕ)(y, t) =
∫ l

0
Gj(x, t, y, 0, a)ϕ(x)dx, j = 1, 2, ϕ ∈ D[0, l].

Лема 1. Нехай a ∈ C+[0, T]. Тодi при max
t∈[0,T]

[a(t)]−1 ≤ R, довiльних 0 ≤ τ < t ≤ T правильнi

оцiнки ∣∣∣
( ∂

∂y

)k
(Ĝ0 ϕ)(y, t, τ)

∣∣∣ ≤ c0‖ϕ‖Ck [0,l] · (t − τ)β/2−1[
√

R + (t − τ)β/2],

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
(Ĝj ϕ)(y, t)

∣∣∣ ≤ cj‖ϕ‖Ck [0,l] · tj−1, j = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . . ,
(17)

а також

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
(Ĝ0 ϕ)(y, t, τ)

∣∣∣ ≤ c∗0
√

R‖ϕ‖Ck−1[0,l] · (t − τ)β/2−1,

∣∣∣
( ∂

∂y

)k
(Ĝj ϕ)(y, t)

∣∣∣ ≤ c∗j ‖ϕ‖Ck−1[0,l] · [
√

Rtj−1−β/2 + tj−1], j = 1, 2, k = 1, 2, . . . ,
(18)

cj, c∗j (j = 0, 1, 2) — додатнi сталi.
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Доведення. Використовуючи оцiнки головної функцiї Ґрiна, при ϕ ∈ C[0, l] для всiх t ∈
[0, T] знаходимо

∣∣∣
∫ l

0
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx

∣∣∣

≤
( ∫

|x−y|<2(t−τ)β/2/
√

R

∣∣∣G0(x, t, y, τ, a)
∣∣∣dx +

∫

|x−y|>2(t−τ)β/2/
√

R

∣∣∣G0(x, t, y, τ, a)
∣∣∣dx

)
· ‖ϕ‖C[0,l])

≤
( ∫

|x−y|<2(t−τ)β/2/
√

R
C∗

0 R
1
2 (t − τ)

β
2−1dx +

∫

|x−y|>2(t−τ)β/2/
√

R

C0(t − τ)β−1

|x − y| dx
)
· ‖ϕ‖C[0,l]

≤
(
2C∗

0 (t − τ)β−1 + l
C0

2

√
R(t − τ)β/2−1)‖ϕ‖C[0,l] ≤ c0‖ϕ‖C[0,l] · (t − τ)

β
2 −1[

√
R + (t − τ)

β
2 ],

c0 = const > 0 i при ϕ ∈ C[0, l] для всiх (y, τ) ∈ Q0, t ∈ [0, T] функцiї (G0 ϕ)(y, t, τ) (y ∈ [0, l],
0 ≤ τ < t ≤ T) є неперервними.

Оскiльки
∣∣∣
∫ l

0
∂

∂y G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ l

0 G0(x, t, y, τ, a)ϕ′(x)dx
∣∣∣ при ϕ ∈ C1[0, l], то з

попередньої оцiнки одержуємо

∣∣∣ ∂

∂y

∫ l

0
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx

∣∣∣ ≤ c0‖ϕ‖C1 [0,l] · (t − τ)
β
2−1[

√
R + (t − τ)

β
2 ], (19)

i при ϕ ∈ C1[0, l] для всiх (y, τ) ∈ Q0, t ∈ [0, T] функцiї ∂
∂y(G0 ϕ)(y, t, τ) (y ∈ [0, l], 0 ≤ τ <

t ≤ T) є неперервними.
З iншого боку, застосовуючи оцiнку похiдної функцiї G0(x, t, y, τ, a), при ϕ ∈ C[0, l] для

всiх t ∈ [0, T] матимемо

∣∣∣
∫ l

0

( ∂

∂y

)
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx

∣∣∣

≤
( ∫

|x−y|<2(t−τ)β/2/
√

R
C∗

1 R(t − τ)−1dx +
∫

|x−y|>2(t−τ)β/2/
√

R

C1(t − τ)β−1

|x − y|2 dx
)
· ‖ϕ‖C[0,l]

≤ c∗0
√

R‖ϕ‖C[0,l] · (t − τ)
β
2−1, c∗0 = const > 0.

(20)
Iз оцiнок (19) та (20) за допомогою iнтегрування частинами знаходимо вiдповiдно оцiн-

ки (17) та (18) для Ĝ0 ϕ.
При ϕ ∈ C[0, l], j = 1, 2, оцiнимо

∣∣∣
∫ l

0

( ∂

∂y

)k
Gj(x, t, y, 0, a)ϕ(x)dx

∣∣∣ ≤
[ ∫ y+ 2tβ/2√

R

y− 2tβ/2√
R

C∗
jkR

k+1
2 tj−1−(k+1) β

2 dx

+
∫

|x−y|> 2tβ/2√
R

Cjkt
j−1+ β

2−β

R
1

2−β |y − x|1+
2

2−β

dx

]
· ‖ϕ‖C[0,l] ≤ c∗jk[

√
R

k
tj−1− kβ

2 + tj−1] · ‖ϕ‖C[0,l],

c∗jk = const > 0, k = 0, 1, 2, . . . , а, отже, при ϕ ∈ C[0, l] функцiї (Gj ϕ)(y, τ) неперервнi в Q0,
j = 1, 2.

Використовуючи одержанi оцiнки при k = 0 (k = 1) та iнтегрування частинами, як
вище, знаходимо оцiнки (17) (вiдповiдно (18)) для випадку j = 1, 2.
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Теорема 3. За припущення (B) iснує єдиний розв’язок u ∈ D′(Q0)∩ C[0, T] першої крайо-
вої задачi (1)–(4), вiн визначений за формулою

(
u(·, t), ϕ(·)

)
=

∫ t

0
g(τ)

(
F0(·), (Ĝ0 ϕ)(·, t, τ)

)
dτ +

2

∑
j=1

(
Fj(·), (Ĝj ϕ)(·, t, τ)

)

∀ ϕ ∈ D[0, l], t ∈ [0, T].

(21)

Доведення. Тепер F(x, t) = F0(x) · g(t) — прямий добуток узагальнених функцiй F0 ∈
D′[0, l], g ∈ C[0, T]. Ясно, що така узагальнена функцiя належить D′(Q0) (навiть F ∈
D

′(Q0)∩C[0, T], оскiльки для g ∈ C[0, T] та довiльної ϕ ∈ D[0, l] функцiя (F0(x)· g(t), ϕ(x))

= (F0, ϕ)g(t) є неперервною на [0, T]). Тому за теоремою 2 при a ∈ C∞
+ [0, T] iснує єдиний

розв’язок u ∈ D′(Q0) першої крайової задачi (1)–(4), визначений за формулою (16). По-
кажемо iснування розв’язку u ∈ D′(Q0) ∩ C[0, T] цiєї задачi за припущення (B) та що для
нього правильне зображення (21).

Узагальненi функцiї в обмеженiй областi мають скiнченний порядок сингулярностi
[10]: iснують такi цiлi числа k0, k1, k2 та функцiї g0k, g1k, g2k ∈ L1(0, l), що

(Fj(y), ϕ(y)) =

k j

∑
k=0

∫ l

0
gjk(y)

( ∂

∂y

)k
ϕ(y)dy ∀ ϕ ∈ D[0, l], j = 0, 1, 2. (22)

Використовуючи зображення (22) та лему 1, переконуємося, що для довiльної ϕ ∈
D[0, l] функцiї у правiй частинi формули (21)

∫ t

0
g(τ)(F0(y), (Ĝ0 ϕ)(y, t, τ))dτ =

k0

∑
k=0

∫ t

0
g(τ)

[ ∫ l

0
g0k(y)

( ∂

∂y

)k
(Ĝ0 ϕ)(y, t, τ)dy

]
dτ,

(Fj(y), (Ĝ0 ϕ)(y, t)) =

k j

∑
k=0

∫ l

0
gjk(y)

( ∂

∂y

)k
(Ĝj ϕ)(y, t)dy, j = 1, 2,

неперервнi на [0, T], та правильнi оцiнки

∣∣∣
∫ t

0
g(τ)(F0(y), (Ĝ0 ϕ)(y, t, τ))dτ

∣∣∣

≤ c0

k0

∑
k=0

‖ϕ‖Ck [0,l] ·
∫ t

0
|g(τ)|

[ ∫ l

0
|g0k(y)|dy

][
(t − τ)β−1 +

√
R(t − τ)β/2−1

]
dτ ≤ b0tβ/2,

|(Fj(y), (Ĝ0 ϕ)(y, t))| ≤ cj

k j

∑
k=0

‖ϕ‖Ck [0,l] · tj−1
∫ l

0
|gjk(y)|dy = bjt

j−1, j = 1, 2,

bj (j = 0, 1, 2) — деякi додатнi сталi. Отже, права частина у формулi (21) визначена та
функцiя (21) неперервна за змiнною t ∈ [0, T].

Покажемо, що функцiя (21) задовольняє тотожнiсть (5). За лемою 1 при довiльних
0 ≤ τ < t ≤ T, ϕ ∈ D[0, l], маємо (Ĝj ϕ)(·, t, τ) ∈ D[0, l], а також (Ĝj(L̂ψ))(·, t, τ) ∈ D[0, l]

для кожної ψ ∈ X(Q0), та визначено (u, L̂ψ) =
∫ T

0

(
u(·, t), (L̂ψ)(·, t)

)
dt. Згiдно з форму-

лою (21),



288 ЛОПУШАНСЬКИЙ А.О.

∫ T

0

(
u(·, t), (L̂ψ)(·, t)

)
dt

=
∫ T

0

( ∫ t

0
g(τ)

(
F0(y), (Ĝ0(L̂ψ))(y, t, τ)

)
dτ

)
dt +

2

∑
j=1

∫ T

0

(
Fj(y), (Ĝj(L̂ψ))(y, t, τ)

)
dt

=
(

F0(y),
∫ T

0

( ∫ t

0
g(τ)(Ĝ0(L̂ψ))(y, t, τ)dτ

)
dt
)
+

2

∑
j=1

∫ T

0

(
Fj(y), (Ĝj(L̂ψ))(y, t, τ)

)
dt

=
(

F0(y),
∫ T

0
g(τ)

( ∫ T

τ
Ĝ0(L̂ψ)(y, t, τ)dt

)
dτ

)
+

2

∑
j=1

(
Fj(y),

∫ T

0
(Ĝj(L̂ψ))(y, t, τ)dt

)

=
(

F0(y) · g(τ), (Ĝ0(L̂ψ))(y, τ)
)
+

2

∑
j=1

(
Fj, Ĝj(L̂ψ)

)
.

Скориставшись формулами (14) (правильними при a ∈ C+[0, T]), одержуємо

(u, L̂ψ) = (F0(y) · g(τ), ψ(y, τ)) +
2

∑
j=1

(
Fj,

∫ T

0
fj−β(t)ψ(·, t)dt

)
∀ ψ ∈ X(Q̄0),

тобто тотожнiсть (5). За означенням функцiя (21) є розв’язком задачi (1)–(4) шуканого
класу. Єдинiсть розв’язку задачi доводиться як у [9].

Наслiдок 2. За умов теореми 3 також усi похiднi
(

∂
∂x

)k
u, k = 1, 2, . . . , розв’язку задачi

неперервнi за змiнною t ∈ [0, T]: (
(

∂
∂x

)k
u(x, ·), ϕ(x)) ∈ C[0, T] для кожної ϕ ∈ D(0, l).

Зауваження 1. Для рiвняння (1) з загальнiшим вiльним членом — узагальненою функ-
цiєю F ∈ D′(Q0) ∩ C[0, T] (замiсть F0 · g), при Fj ∈ D′[0, l], j = 1, 2, та навiть a ∈ C∞

+ [0, T]

таким способом не можемо довести, що розв’язок задачi (1)–(4) належить D′(Q0)∩C[0, T].
Справдi, тепер використовуємо зображення

(F(y, τ), ϕ(y, τ)) =
K0

∑
k=0

P0

∑
p=0

∫ T

0
dτ

∫ l

0
g0kp(y, τ)

( ∂

∂y

)k( ∂

∂τ

)p
ϕ(y, τ)dy ∀ ϕ ∈ D(Q0)

iз деякими g0kp ∈ L1(Q0), k = 0, . . . , K0, p = 0, . . . , P0. Однак при P0 > 0 та ϕ ∈ D[0, l]

функцiї
(

∂
∂τ

)p
(Ĝ0 ϕ)(y, t, τ) мають загалом неiнтегровнi особливостi.

Зауваження 2. Розглянуто задачi в одновимiрному просторовому випадку. Результати
поширюються на випадок Q0 = Ω × (0, T], де Ω — обмежена область в R

N, N ≥ 2.

REFERENCES

[1] Caputo M. Linear models of dissipation whose Q is almost frequency independent–II. Geophys. J. R. Astr. Soc. 1967,
13, 529–539. doi:10.1111/j.1365-246X.1967.tb02303.x

[2] Djrbashian M. M. Integral transformations and representations of functions in complex domain. Nauka,
Moscow, 1999. (in Russian)

[3] Sheng D. J. Time- and space-fractional partial differential equations. J. Math. Phys. 2005, 46 (1), 13504–13511.
doi:10.1063/1.1819524



РЕГУЛЯРНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З УЗАГАЛЬНЕНИМИ ФУНКЦIЯМИ В ПРАВИХ ЧАСТИНАХ 289

[4] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory of differential and pseudo-
differential equations of parabolic type. Birkhauser Verlag, Basel-Boston-Berlin, 2004.

[5] Ivasyshen S.D. Green matrices of parabolic boundary value problems. Vyshcha shkola, Kyiv, 1990. (in
Russian)

[6] Kilbas A.A., Saigo M. H-Transforms: theory and applications. In: Prudnikov A.P., Dunkl C.F., Glaeske
H.-J., Saigo M. (Eds.) Analytical Methods and Special Functions, 9. Chapman and Hall/CRC, London-
Washington, 2004.

[7] Kochubei A.N. Fractional-order diffusion. Differential Equations 1990, 26, 485–492. (in Russian)

[8] Kochubei A.N., Eidelman S.D. Equations of one-dimensional fractional-order diffusion. Dop. NAS of Ukraine
2003, 12, 11–16. (in Russian)

[9] Lopushans’ka H.P., Lopushans’kyi А.О. Space–time fractional Cauchy problem in spaces of generalized functions.
Ukrainian Math. J. 2013, 64 (8), 1215-1230. doi:10.1007/s11253-013-0711-z (translation of Ukr. Mat. Zhurn.
2012, 64 (8), 1067–1079)

[10] Shilov G.Е. Mathematical Analysis. Nauka, Moscow, 1965. (in Russian)

[11] Titchmarsh Е. The Theory of Functions. Oxford University Press, USA, 1976.

[12] Vladimirov V.S. Equations of Mathematical Physics. Nauka, Moskow, 1981. (in Russian)

[13] Voroshylov A.A., Kilbas A.A. Conditions of the existence of classical solution of the Cauchy problem for diffusion-

wave equation with Caputo partial derivative. Dokl. Ak. Nauk 2007, 414 (4), 1–4. (in Russian)

Надiйшло 18.09.2013

Lopushanskyj A.O. Regularity of the solutions of the boundary value problems for diffusion-wave equation

with generalized functions in right-hand sides. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 279–
289.

We prove the unique solvability of the first boundary value problem of equation

u
(β)
t − a(t)∆u = F(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T],

with Riemann-Liouville fractional derivative u
(β)
t of the order β ∈ (0, 2), positive smooth coeffi-

cient a(t) and generalized functions in right-hand sides. We obtain some sufficient conditions of the
regularity of its solution as variable t.

Key words and phrases: fractional derivative, generalized function, boundary value problem,
Green vector-function.

Лопушанский А.О. Регулярность решений краевых задач для диффузионно-волнового уравнения с

обобщенными функциями в правых частях // Карпатские математические публикации. — 2013.
— Т.5, №2. — C. 279–289.

Доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи для уравнения

u
(β)
t − a(t)uxx = F(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T],

с дробной производной u
(β)
t Римана-Лиувилля порядка β ∈ (0, 2), положительным гладким

коэффициентом a(t), обобщенными функциями в правых частях и установлено некоторые
достаточные условия регулярности ее решения по переменной t.

Ключевые слова и фразы: производная дробного порядка, обобщенная функция, краевая
задача, вектор-функция Грина.


