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ПРО ЗРОСТАННЯ ОДНОГО КЛАСУ ЦIЛИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

У термiнах узагальнених порядкiв дослiджено зв’зок мiж зростанням цiлого ряду Дiрiхле

F(s) =
∞

∑
n=1

an exp{sλn} i зростанням цiлих рядiв Дiрiхле Fj(s) =
∞

∑
n=1

an,j exp{sλn}, 1 ≤ j ≤ 2,

якщо коефiцiєнти an повязанi з коефiцiєнтами an,j певними спiввiдношеннями.
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ВСТУП

Для цiлої функцiї f (z) =
∞

∑
n=0

anzn нехай ̺[ f ] — її порядок, а σ[ f ] — тип. Використовую-

чи формули Адамара для знаходження цих величин, Е. Келис [1] довiв двi такi теореми.

Теорема А. Нехай функцiї f1(z) =
∞

∑
n=0

an,1zn i f2(z) =
∞

∑
n=0

an,2zn є скiнченного поряд-

ку, мають регулярне зростання (в розумiннi рiвностi порядку ̺[ f ] та нижнього порядку

λ[ f ]) i послiдовностi (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|) є неспадними для n ≥ n0. Тодi, якщо

ln (1/|an |) = (1 + o(1))
√

ln (1/|an,1|) ln (1/|an,2|) при n → ∞, то функцiя f має регулярне

зростання i ̺[ f ] =
√

̺[ f1]̺[ f2 ].

Теорема Б. Нехай цiлi функцiї f1 i f2 з теореми А мають однаковий порядок

̺[ f1] = ̺[ f2] = ̺ ∈ (0,+∞) i типи σ[ f1] = σ1, σ[ f2] = σ2. Припустимо, що an,1 6= 0 i

|an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1 |) для всiх n ≥ n0, де l — повiльно змiнна функцiя. Тодi, якщо

|an| = (1 + o(1))
√

|an,1||an,2| при n → ∞, то функцiя f має порядок ̺[ f ] = ̺ i тип σ[ f ] ≤√
σ1σ1.

Зауважимо, що дещо ранiше Р. Срiвастава [4,5] намагався довести теорему Б без умов

an,1 6= 0 i |an,2| ≥ |an,1|/l(1/|an,1 |) для всiх n ≥ n0, а теорему А — без умови неспадання

послiдовностей (|an,1/an+1,1|) та (|an,2/an+1,2|). На помилковiсть таких тверджень було

вказано в Math. Rev., 1963, Vol. 25, №2204, №2206.

Метою нашої статтi є узагальнення теорем А i Б на випадок цiлих рядiв Дiрiхле скiн-

ченного узагальненого порядку за М.М. Шереметою, причому замiсть двох цiлих фун-

кцiй f1 i f2 розглядатимемо n ≥ 2 цiлих рядiв Дiрiхле.
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Отже, нехай Λ = (λn) — зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел, S(Λ) —

клас цiлих рядiв Дiрiхле

F(s) =
∞

∑
n=1

an exp{sλn}, s = σ + it, (1)

iз заданою послiдовнiстю показникiв (λn), а M(σ, F) = sup{|F(σ + it)| : t ∈ R}.

Через L позначимо клас додатних неперервних на (−∞,+∞) функцiй α таких, що

α(x) = α(x0) для −∞ < x ≤ x0 i α(x) ↑ +∞ при x0 ≤ x → +∞. Будемо говорити, що

a ∈ L0, якщо a ∈ L i α((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞. Нарештi, α ∈ Lпз, якщо

α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0,+∞), тобто α — повiльно

зростаюча функцiя. Зрозумiло, що Lпз ⊂ L0.

Для α ∈ L i β ∈ L узагальненими порядком ̺αβ[F] i нижнiм порядком λαβ[F] цiлого

ряду Дiрiхле (1) називаються величини

̺α,β[F] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F))

β(σ)
, λα,β[F] = lim

σ→∞

α(ln M(σ, F))

β(σ)
.

Важливим у наших дослiдженнях є наступний отриманий в [3] результат.

Лема 1. Нехай 0 < p < +∞, α ∈ L i β ∈ L — неперервно диференцiйовнi функцiї i

виконується одна з умов:

а) α ∈ L0, β(ln x) ∈ L0,
β−1(cα(x))

ln x
→ 1

p
(x → +∞) для кожного c ∈ (0,+∞) i

ln n = o(λn) (n → ∞);

б) α ∈ Lпз, β ∈ L0, ̺α,β[F] < +∞,
β−1(cα(x))

ln x
= O(1) (x → +∞) i ln n = o(λnβ−1(cα(λn)))

(n → ∞) для кожного c ∈ (0,+∞).

Тодi

̺α,β[F] = kα,β[F] =: lim
n→∞

α(λn/p)

β

(

1

p
+

1

λn
ln

1

|an|

) ,

а якщо крiм цього α(λn+1/p) = (1 + o(1))α(λn /p) i
ln |an| − ln |an+1|

λn+1 − λn
ր +∞ при

n0 ≤ n → ∞, то

λα,β[F] = κα,β[F] =: lim
n→∞

α(λn/p)

β

(

1

p
+

1

λn
ln

1

|an|

) .

Зауважимо, що для того, щоб λα,β[F] ≥ κα,β[F] досить, щоб α(λn+1/p) = (1+ o(1))α(λn /p)

при n → ∞.

1 УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ А

Припустимо, що Fj ∈ S(Λ) (2 ≤ j ≤ m) i

Fj(s) =
∞

∑
n=1

an,j exp{sλn}. (2)

Теорему А узагальнює така теорема.



302 КУЛЯВЕЦЬ Л.В., МУЛЯВА О.М.

Теорема 1. Нехай α ∈ Lпз та β ∈ L0 — неперервно диференцiйовнi функцiї,

β−1(cα(x))

ln x
= O(1)

при x → +∞ i ln n = o(λnβ−1(cα(λn))) при n → ∞ для кожного c ∈ (0,+∞), а всi функцiї

(2) мають регулярне αβ-зростання (тобто λα,β[Fj] = ̺α,β[Fj] < +∞), послiдовностi

ln |an,j | − ln |an+1,j|
λn+1 − λn

ր +∞

при n0 ≤ n → ∞ i α(λn+1) = (1 + o(1))α(λn) при n → ∞. Тодi, якщо

β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)ωj

, n → ∞, (3)

де ωj > 0 i
m

∑
j=1

ωj = 1, то функцiя (1) має регулярне αβ-зростання i

̺α,β[F] =
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj .

Доведення. Оскiльки α ∈ Lпз, β ∈ L0 i λα,β[Fj] = ̺α,β[Fj] = ̺j < +∞, то

α(λn+1/p) = (1 + o(1))α(λn/p),

β

(

1

p
+

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

при n → ∞ для будь-якого p ∈ (0,+∞), i отже, за лемою 1

lim
n→∞

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)

=
1

̺j
.

Тому з (3) отримуємо

lim
n→∞

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= lim
n→∞

1

α(λn)

m

∏
j=1

β

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)ωj

= lim
n→∞

m

∏
j=1

(

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

))ωj

=
m

∏
j=1

(

lim
n→∞

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

))ωj

=
m

∏
j=1

(

1

̺j

)ωj

,

тобто

lim
n→∞

α(λn)

β

(

1

λn
ln

1

|an|

) =
m

∏
j=1

̺
ωj

j .

Використовуючи лему 1 i зауваження до неї, звiдси легко одержуємо, що
m

∏
j=1

̺
ωj

j = λα,β[F] ≤ ̺α,β[F] =
m

∏
j=1

̺
ωj

j ,

тобто функцiя F має регулярне αβ-зростання i ̺α,β[F] =
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj . Теорему 1

доведено.
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Якщо виберемо α(x) = ln x i β(x) = x для x ≥ x0, то з означення узагальнених поряд-

ку та нижнього порядку випливають вiдповiдно означення R-порядку ̺R[F] та нижнього

R-порядку λR[F], а з теореми 1 отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 1. Нехай ln n = o(λn ln λn) i ln λn+1 = (1 + o(1)) ln λn при n → ∞, всi функцiї

(2) мають регулярне зростання (тобто λR[Fj] = ̺R[Fj] < +∞) i послiдовностi

ln |an,j | − ln |an+1,j|
λn+1 − λn

ր +∞

при n0 ≤ n → ∞. Тодi, якщо

ln
1

|an|
= (1 + o(1))

m

∏
j=1

lnωj
1

|an,j|
, n → ∞, (4)

де ωj > 0 i
m

∑
j=1

ωj = 1, то функцiя (1) має регулярне зростання i ̺R[F] =
m

∏
j=1

̺R[Fj]
ωj .

Якщо у степеневому розвиненнi цiлої функцiї f зробимо замiну z = es, то отримаємо

цiлий ряд Дiрiхле (1). При цьому ̺R[F] = ̺[ f ], λR[F] = λ[ f ], а з наслiдку 1 випливає

наступне твердження.

Наслiдок 2. Нехай f (z) =
∞

∑
k=0

akzk, а цiлi функцiї fj(z) =
∞

∑
k=0

ak,jz
k (2 ≤ j ≤ m) мають

регулярне зростання i послiдовностi (|ak,j/ak+1,j|) ր +∞ при k0 ≤ k → ∞. Тодi за умови

(4) функцiя f має регулярне зростання i ̺[ f ] =
m

∏
j=1

̺[ fj ]
ωj .

Теорема А випливає з наслiдку 2 за умов m = 2 i ωj = 1/2.

2 УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ Б

Припустимо, що, як у теоремi 1, α ∈ Lпз та β ∈ L0 — неперервно диференцiйовнi

функцiї. Для того, щоб отримати узагальнення теореми Б, крiм узагальненого порядку

̺α,β[F] ∈ (0,+∞) введемо (узагальнений) тип за формулою

Tα,β[F] = lim
σ→+∞

ln M(σ, F)

α−1(̺α,β[F]β(σ))
.

Оскiльки Tα,β[F] = ̺α1,β1
[F], де α1(x) = x i β1(x) = α−1(̺α,β[F]α(x)) для x ≥ x0, то ми

можемо застосувати лему 1. Зауважимо, що α1 ∈ L0, а використовуючи теорему Лагран-

жа, неважко показати, що β1(ln x) ∈ L0 за умови
ln β1(x)

x
= O(1) при x → +∞, тобто за

умови
ln α−1(̺α,β[F]β(x))

x
= O(1)

при x → +∞, яка рiвносильна умовi

ln α−1(x)

β−1(x/̺α,β[F])
= O(1), x → +∞. (5)
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З iншого боку, оскiльки α1(x) = x, то умова
β−1

1 (cα1(x))

ln x
→ 1

p
(x → +∞) для кожного

c ∈ (0,+∞) рiвносильна умовi
β−1

1 (x)

ln x
→ 1

p
(x → +∞), тобто для p = ̺α,β[F] рiвносильна

умовi
ln α−1(x)

β−1(x/̺α,β[F])
→ ̺α,β[F], x → +∞. (6)

Оскiльки з (6) випливає (5), то з леми 1 випливає наступна лема.

Лема 2. Нехай функцiї α ∈ Lпз та β ∈ L0 неперервно диференцiйовнi i ̺α,β[F] ∈ (0,+∞).

Тодi за умов (6) i ln n = o(λn) (n → ∞) правильна рiвнiсть

Tα,β[F] = lim
n→∞

λn

̺α,β[F]α−1

(

̺α,β[F]β

(

1

̺α,β[F]
+

1

λn
ln

1

|an|

)) .

Наступна теорема узагальнює теорему Б.

Теорема 2. Нехай функцiї α ∈ Lпз, β ∈ L0 неперервно диференцiйовнi, виконується

умова (6), α(x) = (1 + o(1)) ln x при x → +∞ i ln n = o(λn) (n → ∞). Нехай всi ряди

Дiрiхле (2) мають однаковий узагальнений порядок ̺α,β[Fj] = ̺ ∈ (0,+∞) i типи Tα,β[Fj] ∈
(0,+∞). Припустимо, що коефiцiєнти ряду Дiрiхле (1) задовольняють умову

α−1

(

̺β

(

1

̺
+

1

λn
ln

1

|an|

))

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

α−1

(

̺β

(

1

̺
+

1

λn
ln

1

|an,j |

))ωj

(7)

при n → ∞, де ωj — додатнi числа i
m

∑
j=1

ωj = 1. Тодi, якщо an,1 6= 0 для всiх n ≥ n0 i

β

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)

≤ (1 + o(1))β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

, n → ∞, (8)

для всiх 2 ≤ j ≤ m, то ряд Дiрiхле (1) має узагальнений порядок ̺α,β[F] = ̺ i тип Tα,β[F] ≤
m

∏
j=1

Tα,β[Fj]
ωj .

Доведення. Оскiльки α(x) = (1+ o(1)) ln x (x → +∞), то ln α−1(x) = (1+ o(1))x (x → +∞)

i з (7) з огляду на умову β ∈ L0 отримуємо

β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))
m

∑
j=1

ωjβ

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)

, n → ∞.

Тому

1

̺α,β[F]
= lim

n→∞

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= lim
n→∞

1

α(λn)

m

∑
j=1

ωjβ

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)

≥
m

∑
j=1

ωj lim
n→∞

1

α(λn)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

=
m

∑
j=1

ωj

̺
=

1

̺
.
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З iншого боку, з огляду на умову (8)

1

̺α,β[F]
= lim

n→∞

1

α(λn)

(

ω1β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

+
m

∑
j=2

ωjβ

(

1

λn
ln

1

|an,j|

))

≤ lim
n→∞

1

α(λn)

(

ω1β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

+ (1 + o(1)
m

∑
j=2

λjβ

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

)

=
1

̺
.

Нарештi, з огляду на лему 2 i умову (7)

1

Tα,β[F]
= lim

n→∞

̺α,β[F]

λn
α−1

(

̺α,β[F]β

(

1

̺α,β[F]
+

1

λn
ln

1

|an|

))

= lim
n→∞

̺α,β[F]

λn

m

∏
j=1

α−1

(

̺β

(

1

̺
+

1

λn
ln

1

|an,j|

))ωj

≥
m

∏
j=1

lim
n→∞

(

̺α,β[F]

λn
α−1

(

̺β

(

1

̺
+

1

λn
ln

1

|an,j |

)))ωj

=
m

∏
j=1

(

1

Tα,β[Fj]

)ωj

,

тобто Tα,β[F] ≤
m

∏
j=1

Tα,β[Fj]
ωj .

Якщо виберемо α(x) = ln x i β(x) = x для x ≥ x0, то з означення Tα,β[F] випливає

означення R-типу TR[F], а з теореми 2 отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 3. Нехай ln n = o(λn) (n → ∞), а всi ряди Дiрiхле (2) мають однаковий

R-порядок ̺R[Fj] = ̺ ∈ (0,+∞) i R-типи TR[Fj] ∈ (0,+∞). Припустимо, що коефiцiєнти

ряду Дiрiхле (1) задовольняють умову |an| = (1 + o(1))
m

∏
j=1

|an,j|ωj при n → ∞, де ωj — до-

датнi числа i
m

∑
j=1

ωj = 1. Тодi, якщо an,1 6= 0 для всiх n ≥ n0 i ln
1

|an,j |
≤ (1 + o(1)) ln

1

|an,1|
при n → ∞ для всiх 2 ≤ j ≤ m, то ряд Дiрiхле (1) має R-порядок ̺ i R-тип TR[F] ≤
m

∏
j=1

TR[Fj]
ωj .

З наслiдку 3 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 4. Нехай f (z) =
∞

∑
k=0

akzk, а цiлi функцiї fj(z) =
∞

∑
k=0

ak,jz
k (2 ≤ j ≤ m) мають

однаковий порядок ̺[ fj ] = ̺ ∈ (0,+∞) i типи σ[ fj ] ∈ (0,+∞). Припустимо, що |an| =
(1 + o(1))

m

∏
j=1

|an,j|ωj при n → ∞, де ωj — додатнi числа i
m

∑
j=1

ωj = 1. Тодi, якщо an,1 6= 0

для всiх n ≥ n0 i ln
1

|an,j|
≤ (1 + o(1)) ln

1

|an,1|
при n → ∞ для всiх 2 ≤ j ≤ m, то ̺[ f ] = ̺ i

σ[ f ] ≤
m

∏
j=1

σ[ fj ]
λj .

Зауважимо, що якщо |an,j | ≥ |an,1|/lj(1/|an,1 |), де lj — повiльно змiннi функцiї, то

ln lj(x) = o(ln x) при x → +∞ i, отже, ln
1

|an,j |
≤ (1 + o(1)) ln

1

|an,1|
при n → ∞.

Тому за умов n = 2 i ωj = 1/2 з наслiдку 4 випливає теорема Б.
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3 ЦIЛI РЯДИ ДIРIХЛЕ СКIНЧЕННОГО МОДИФIКОВАНОГО УЗАГАЛЬНЕНОГО ПОРЯДКУ

Неперервної диференцiйовностi функцiй α та β i умов на похiдну функцiї β−1(cα(x))

у доведених вище теоремах можна позбутись, якщо дещо модифiкувати узагальненi по-

рядки.

Для α ∈ L i β ∈ L модифiкованими узагальненими R-порядком ̺αβ[F] i нижнiм

R-порядком λαβ[F] цiлого ряду Дiрiхле (1) називаються величини

̺α,β[F] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

ln M(σ, F)

σ

)

, λα,β[F] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

ln M(σ, F)

σ

)

.

В [2] отримано наступний результат.

Лема 3. Нехай або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, i для кожного c ∈ (0,+∞)

виконується ln n = o(λnβ−1(cα(λn))) (n → ∞). Тодi ̺α,β[F] = kα,β[F], а якщо крiм цього

ln |an| − ln |an+1|
λn+1 − λn

ր +∞ при n0 ≤ n → ∞ i
β−1(cα(λn+1))

β−1(cα(λn))
→ 1 при n → ∞, то λα,β[F] =

kα,β[F].

Для модифiкованих узагальнених порядкiв правильна наступна теорема.

Теорема 3. Нехай або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, а цiлi ряди Дiрiхле (2)

мають модифiкованi узагальненi порядки ̺α,β[Fj] ∈ (0,+∞) i ln n = o(λnβ−1(αc(λn)))

(n → ∞) для кожного c ∈ (0,+∞). Припустимо, що коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле (1)

задовольняють умову

β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)ωj

, n → ∞, (9)

де ωj — додатнi числа i
m

∑
j=1

ωj = 1. Тодi:

1) якщо |an,1| > 0 i

ln β

(

1

λn
ln

1

|an,j |

)

≤ (1 + o(1)) ln β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

, j = 2, 3, . . . , m, (10)

при n → ∞, то

lim
σ→+∞

1

ln β(σ)
ln α

(

ln M(σ, F)

σ

)

= 1 (11)

i ̺α,β[F] ≤
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj ;

2) якщо
ln |an,j | − ln |an+1,j|

λn+1 − λn
ր +∞ при n0 ≤ n → ∞ i

β−1(cα(λn+1))

β−1(cα(λn))
→ 1 при n → ∞

для кожних c ∈ (0,+∞) та j = 1, 2, . . . , m, а функцiї Fj мають регулярне модифiкова-

не αβ-зростання, тобто λα,β[Fj] = ̺α,β[Fj], то функцiя F має регулярне модифiковане

αβ-зростання i ̺α,β[F] =
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj .
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Доведення. Оскiльки ̺α,β[Fj] ∈ (0,+∞), то lim
σ→+∞

1

ln β(σ)
ln α

(

ln M(σ, F)

σ

)

. Вiдомо [5], що

якщо h ∈ L0, то h є RO-зростаючою функцiєю [4, c. 86], тобто для кожного l ∈ [1,+∞)

i всiх x ≥ x0 правильна нерiвнiсть 1 ≤ h(lx)/h(x) ≤ M(l) < +∞, звiдки випливає, що

ln h ∈ Lпз. Тому, використовуючи лему 3 з ln α i ln β замiсть α i β, за умови ln n =

o(λnβ−1(αc(λn))) (n → ∞) для кожного c ∈ (0,+∞) отримуємо рiвнiсть

lim
n→∞

1

ln α(n)
ln β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

= 1

для кожного j = 1, 2, . . . , m, а з огляду на (9)

lim
n→∞

1

ln α(n)
ln β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= lim
n→∞

1

ln α(n)

m

∑
j=1

ωj ln β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

≥
m

∑
j=1

ωj lim
n→∞

1

ln α(n)
ln β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

= 1.

З iншого боку, з огляду на (10)

lim
n→∞

1

ln α(n)
ln β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= lim
n→∞

1

ln α(n)

(

ω1 ln β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

+
m

∑
j=2

ωj ln β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

))

≤ lim
n→∞

1

ln α(n)

m

∑
j=1

ωj ln β

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

= 1,

тобто lim
n→∞

ln α(n)

ln β

(

1

λn
ln

1

|an|

) = 1 i за лемою 3 правильна рiвнiсть (11).

Далi, оскiльки з умови ln n = o(λnβ−1(αc(λn))) (n → ∞) для кожного c ∈ (0,+∞)

випливає умова ln n = o(λnβ−1(cα(λn))) (n → ∞) для кожного c ∈ (0,+∞), то за лемою 3

з (9) маємо

1

̺α,β[ f ]
= lim

n→∞

1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= lim
n→∞

m

∏
j=1

(

1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|a(j)
n |

))ωj

≥
m

∏
j=1

lim
n→∞

(

1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|a(j)
n |

))ωj

=
m

∏
j=1

(

1

̺α,β[Fj]

)ωj

,

тобто отримуємо нерiвнiсть ̺α,β[F] ≤
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj . Твердження 1) доведено.

Оскiльки λα,β[Fj] = ̺α,β[Fj], то за лемою 3 маємо
1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

→ 1

̺α,β[Fj]
при

n → ∞ для кожного j = 1, 2, . . . , m. Тому з (9) отримуємо

1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

(

1

α(n)
β

(

1

λn
ln

1

|an,j|

))ωj

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

(

1

̺αβ[Fj]

)ωj

, n → ∞,
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звiдки за лемою 3 випливає, що функцiя F має регулярне модифiковане αβ-зростання i

правильна рiвнiсть ̺α,β[F] =
m

∏
j=1

̺α,β[Fj]
ωj . Теорему 3 повнiстю доведено.

Якщо виберемо α(x) = β(x) = ln x, то ̺α,β[F] = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F)

ln σ
− 1 = ̺l [F]− 1, де

̺l [F] називається логарифмiчним порядком. Зрозумiло, що ̺l [F] ≥ 1, а функцiї α(x) =

β(x) = ln x не задовольняють умови леми 1 i застосувати теорему 1 у цьому випадку

неможливо. Проте, застосовуючи теорему 3, прийдемо до наступного наслiдку.

Наслiдок 5. Нехай цiлi ряди Дiрiхле (2) мають логарифмiчнi порядки ̺l [Fj] ∈ (1,+∞) i

ln n = o(λn ln λn) (n → ∞). Припустимо, що коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле (1) задо-

вольняють умову

ln

(

1

λn
ln

1

|an|

)

= (1 + o(1))
m

∏
j=1

lnωj

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

, n → ∞, (12)

де ωj — додатнi числа i
m

∑
j=1

ωj = 1. Тодi:

1) якщо |an,1| > 0 i

ln ln

(

1

λn
ln

1

|an,j|

)

≥ (1 + o(1)) ln ln

(

1

λn
ln

1

|an,1|

)

, n → ∞, (13)

для всiх j = 2, 3, . . . , m, то lim
σ→+∞

ln ln ln M(σ, F)

ln ln σ
= 1 i ̺l [F]− 1 ≤

m

∏
j=1

(̺l [Fj]− 1)ωj ;

2) якщо
ln |an,j| − ln |an+1,j|

λn+1 − λn
ր +∞ при n0 ≤ n → ∞ для всiх j = 1, 2, . . . , m i

λn+1

λn
→ 1

при n → ∞ а функцiї Fj мають регулярне логарифмiчне зростання, то функцiя F має

регулярне логарифмiчне зростання i ̺l [F]− 1 =
m

∏
j=1

(̺l [Fj]− 1)ωj .

Справдi, з умови ln n = o(λn ln λn) (n → ∞) випливає умова ln n = o(λn exp{lnc λn},

(n → ∞), а з умови
λn+1

λn
→ 1 (n → ∞) — умова

exp{c ln λn+1}
exp{c ln λn}

→ 1, (n → ∞),

а оскiльки ̺l [F] > 1, то рiвностi

lim
σ→+∞

ln ln ln M(σ, F)

ln ln σ
= 1

i

lim
σ→+∞

1

ln ln σ
ln ln

ln M(σ, F)

σ
= 1

є рiвносильними. Тому з теореми 3 легко отримуємо висновки наслiдку 5.

Якщо ж виберемо α(x) = x i β(x) = ln x, то ̺αβ[F] = T[F] =: lim
σ→+∞

ln M(σ, F)

σ ln σ
i λαβ[F] =

t[F] =: lim
σ→+∞

ln M(σ, F)

σ ln σ
, а з теореми 3 отримуємо наступне твердження.
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Наслiдок 6. Нехай для цiлих рядiв Дiрiхле (2) T[Fj ] ∈ (0,+∞) i ln n = o(λ2
n) (n → ∞).

Припустимо, що коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле (1) задовольняють умову (12). Тодi:

1) якщо |an,1| > 0 i виконується умова (13), то ̺l [F] = 1 i T[F] ≤
m

∏
j=1

T[Fj]
ωj ;

2) якщо λn+1 − λn → 0 при n → ∞,
ln |an,j| − ln |an+1,j|

λn+1 − λn
ր +∞ при n0 ≤ n → ∞ i

t[Fj] = T[Fj] для всiх j = 1, 2, . . . , m, то t[F] = T[F] =
m

∏
j=1

T[Fj]
ωj .
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In terms of generalized orders it is investigated a relation between the growth of an entire Dirich-

let series F(s) =
∞

∑
n=1

an exp{sλn} and the growth of entire Dirichlet series Fj(s) =
∞

∑
n=1

an,j exp{sλn},

1 ≤ j ≤ 2, provided the coefficients an are connected with the coefficients an,j by some correlations.
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В терминах обобщенных порядков исследована связь между ростом целого ряда Дирихле

F(s) =
∞

∑
n=1

an exp{sλn} и ростом целых рядов Дирихле Fj(s) =
∞

∑
n=1

an,j exp{sλn}, 1 ≤ j ≤ 2, если

коэффициенты an связаны с коэффициентами an,j некоторыми соотношениями.

Ключевые слова и фразы: ряд Дирихле, обобщённый порядок.


