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ПРО НЕПЕРЕРВНIСТЬ KC-ФУНКЦIЙ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В ПЛОЩИНI СIДРА

Показано, що площина Сiдра M — це σ-метризовний простiр, який не має розвинення. У
кожної квазiнеперервної функцiї f : X → M множина C( f ) точок неперервностi залишкова
в X. Дослiджено множину C( f ) для функцiй f : X × Y → M, якi квазiнеперервнi вiдносно
першої змiнної i неперервнi вiдносно другої змiнної.
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ВСТУП

Площина Сiдра M, що була введена Дж. Сiдром [2, приклад 9.1] i узагальнена в пра-
цi [10], — це вичерпний i неметризовний простiр. В останнi роки активiзувалося вивчен-
ня множини C( f ) точок неперервностi нарiзно неперервних вiдображень зi значеннями
у просторах, близьких до метризовних (див. [8] i вказану там лiтературу), отож надiйшла
черга i до вiдображень зi значеннями в M. Так у [12] було дослiджено множину C( f )

для нарiзно неперервних вiдображень f : X1 × ... × Xn → M, визначених на добутках
зв’язних топологiчних просторiв. Застосований там метод полягав у тому, що на осно-
вi зв’язностi образу f (X1 × ... × Xn) доводилося, що f набуває значень в однiй з компо-
нент зв’язностi простору M, а всi вони гомеоморфнi числовiй прямiй R. Мiж тим, при
дослiдженнi множини C( f ) у нарiзно неперервних вiдображень зi значеннями в R, чи за-
гальнiше, в метризовних просторах Z, спочатку вивчають її для так званих KC-функцiй
f : X × Y → Z, якi квазiнеперервнi вiдносно першої i неперервнi вiдносно другої змiн-
них, а потiм розглядають функцiю f (x1, ..., xn) вiд n змiнних як функцiю f (x, y) вiд двох
змiнних x = (x1, ..., xn−1) i y = xn, адже часто нарiзно неперервнi вiдображення вияв-
ляються квазiнеперервними. Тому природно виникло питання про множину C( f ) для
KC-функцiй f : X ×Y → M, яке i дослiджується у цiй працi. Крiм того, добре вiдомо [13],
що у квазiнеперервних функцiй f : X → Y зi значеннями в метризовному просторi Y

множина C( f ) залишкова в X. Тому постало питання: чи буде C( f ) залишковою множи-
ною i для квазiнеперервних вiдображень f : X → M? З допомогою властивостi злiчен-
ностi ланцюжкiв чи iнакше властивостi Суслiна [11], [3, c.103] ми доводимо структурну
теорему для квазiнеперервних вiдображень f : X → M, з якої легко виводиться зали-
шковiсть множини C( f ) для таких вiдображень. Ця ж властивiсть вiдiграє важливу роль
i в дослiдженнi на сукупну неперервнiсть KC-функцiй f : X × Y → M. Попереднi версiї
отриманих тут результатiв були анонсованi в тезах [9].
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У працях [5–7] були отриманi загальнi теореми про сукупну неперервнiсть нарiзно не-
перервних вiдображень та їх аналогiв зi значеннями в сильно σ-метризовних просторах,
σ-метризовних просторах та просторах Мура. Щоб ними скористатися, постало питання:
у який з цих класiв входить площина Сiдра? Тут ми з’ясовуємо, що площина Сiдра M є
σ-метризовним простором, але не має розвинення, отже, не є простором Мура. Питання
про те, чи буде M сильно σ-метризовним залишається вiдкритим. З того, що M — це σ-
метризовний простiр, випливає [5], що для довiльного топологiчного простору у кожного
квазiнеперервного вiдображення f : X → M множина C( f ) буде залишковою.

1 КВАЗIНЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В M

Функцiя f : X → Y називається квазiнеперервною в точцi x0, якщо для довiльного околу
V точки y0 = f (x0) у просторi Y i для довiльного околу U точки x0 в X iснує така вiдкрита
непорожня множина G в просторi X, що G ⊆ U i f (G) ⊆ V, i просто квазiнеперервною,
якщо вона є такою у кожнiй точцi простору X. Множину A в топологiчному просторi X

ми називатимемо квазiвiдкритою, якщо A ⊆ intA.
Наступне твердження є характеризацiєю квазiнеперервностi.

Твердження 1.1. Функцiя f : X → Y буде квазiнеперервною тодi i тiльки тодi, коли про-
образ f−1(V) довiльної вiдкритої множини V в просторi Y є квазiвiдкритою множиною в
просторi X.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f — квазiнеперервне вiдображення, V — довiльна вiдкри-
та множина в просторi Y. Покладемо A = f−1(V) i покажемо, що множина A є квазiвiд-
критою в просторi X. Для цього з’ясуємо, що A ⊆ intA. Вiзьмемо x0 ∈ A i покажемо, що
x0 ∈ intA. Ясно, що y0 = f (x0) ∈ V. Оскiльки множина V вiдкрита, то вона є околом
точки y0. Нехай U — довiльний окiл точки x0 в X. З квазiнеперервностi функцiї f випли-
ває, що iснує така вiдкрита непорожня множина G в просторi X, що G ⊆ U i f (G) ⊆ V.
Оскiльки множина G вiдкрита i G ⊆ f−1(V) = A, то G ⊆ intA. Отже, ∅ 6= G ⊆ U ∩ intA.
З того, що U — довiльний окiл точки x0, отримуємо, що x0 ∈ intA. Отже, множина A

квазiвiдкрита.
Достатнiсть. Нехай f : X → Y — таке вiдображення, що для довiльної вiдкритої

множини V в просторi Y її прообраз f−1(V) є квазiвiдкритою множиною в просторi X.
Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ X i доведемо, що f квазiнеперервне в точцi x0. Нехай V —
довiльний вiдкритий окiл точки y0 = f (x0) в просторi Y i U — довiльний вiдкритий окiл
точки x0 в просторi X. За припущенням, прообраз A = f−1(V) — квазiвiдкрита множина
в просторi X. Оскiльки y0 ∈ V, то x0 ∈ A. Множина A квазiвiдкрита, тобто A ⊆ intA, а
значить, x0 ∈ intA. Тому U ∩ intA 6= ∅. Покладемо G = U ∩ intA. Множина G вiдкрита,
непорожня, G ⊆ U i G ⊆ intA ⊆ A, а, отже, f (G) ⊆ V. Тому вiдображення f квазiнепе-
рервне в точцi x0.

Ми будемо використовувати наступний добре вiдомий результат з [13].

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Y — метризовний простiр i f : X → Y —
квазiнеперервне вiдображення. Тодi C( f ) — залишкова множина.
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Нагадаємо, що площиною Сiдра M ми називаємо топологiчний простiр, що складає-
ться з точок пiвплощини R × [0,+∞), топологiчна структура на якому вводиться так:
множина W буде околом точки p = (x, y) з y > 0 в M, якщо iснує таке ε ∈ (0, y), що
Wε(p) = {x} × (y − ε, y + ε) ⊆ W, i околом точки p = (x, 0) в M, якщо iснує таке ε > 0, що
Wε(p) = ((x − ε, x + ε)× [0, ε)) \ ({x} × (0, ε)) ⊆ W.

Позначимо Mx = {x} × (0,+∞), де x ∈ R i L0 = R × {0}, i зауважимо, що вiдображе-
ння ϕ : R → L0, для якого ϕ(x) = (x, 0), i всi вiдображення ψx : (0,+∞) → Mx такi, що
ψx(y) = (x, y), є гомеоморфiзмами. В [12] було показано, що площина Сiдра M подається
у виглядi

M = L0 ⊔
⊔

x∈R

Mx (1)

диз’юнктного об’єднання своїх вiдкрито-замкнених зв’язних пiдпросторiв Mx та замкне-
ного зв’язного пiдпростору L0, якi є разом з тим компонентами зв’язностi площини Сiдра.

Нам буде потрiбне таке просте твердження.

Лема 1.1. Нехай (An)∞

n=1, (Bn)∞

n=1 i (Cn)∞

n=1 — три послiдовностi пiдмножин топологiчного

простору X, причому X =
∞⊔

n=1
An i для кожного n виконуються наступнi умови Cn ⊆ Bn ⊆

An, An \ Bn — нiде не щiльнi множини в X, а множини Cn залишковi в Bn. Тодi множина

C =
∞⊔

n=1
Cn є залишковою в X.

Доведення. За умовою для кожного n рiзниця Bn \ Cn є множиною першої категорiї в Bn,

а значить, i в X. Тому i множина L =
∞⊔

n=1
(Bn \ Cn) — це множина першої категорiї в X.

Iнше об’єднання M =
∞⊔

n=1
(An \ Bn) — це теж множина першої категорiї в X. Зрозумiло,

що X =
∞⊔

n=1
An =

∞⊔
n=1

Bn ⊔ M =
∞⊔

n=1
Cn ⊔ L ⊔ M = C ⊔ L ⊔ M, причому L ⊔ M — це множина

першої категорiї в X. Тому C — залишкова в X.

Кажуть, що топологiчний простiр X має властивiсть злiченностi ланцюжкiв чи iнакше
властивiсть Суслiна, якщо довiльна диз’юнктна система вiдкритих непорожнiх множин
простору X є не бiльш, нiж злiченна.

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр з властивiстю злiченностi ланцюжкiв i
f : X → M — квазiнеперервне вiдображення, Au = f−1(Mu) для кожного u ∈ R,
B = f−1(L0), G = intB i Gu = intAu. Тодi:

(i) множина E = {u ∈ R : Gu 6= ∅} не бiльш нiж злiченна, множина W = G ⊔ (
⊔

u∈E
Gu)

вiдкрита i залишкова в X i f (G) ⊆ L0, а f (Gu) ⊆ Mu для кожного u ∈ R;

(ii) множина C( f ) залишкова в X.

Доведення. (i) Оскiльки множини Mu вiдкритi в M, то за твердженням 1.1 Au — квазiвiд-
критi в X. Множини Gu вiдкритi, i оскiльки f (Gu) ∩ f (Gv) ⊆ Mu ∩ Mv = ∅ при u 6= v,
то Gu ∩ Gv = ∅, якщо u 6= v. Крiм того, Gu ⊆ Au ⊆ Gu. Зауважимо, що Au 6= ∅ тодi i
тiльки тодi, коли Gu 6= ∅. Оскiльки множини Gu утворюють систему вiдкритих попарно
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диз’юнктних множин в X, а простiр X має властивiсть злiченностi ланцюжкiв, то множи-
на E = {u ∈ R : Gu 6= ∅} не бiльш нiж злiченна.

Покажемо тепер, що G ⊆ B. Якби це було не так, то iснував би такий елемент x0,
що x0 ∈ G i x0 /∈ B. Тодi y0 = f (x0) /∈ L0. А значить, y0 ∈ Mu0 для деякого u0 ∈ R.
Множина Mu0 вiдкрита в M, отже, є околом кожної своєї точки, зокрема, точки y0. Тому,
оскiльки множина G є околом точки x0, а функцiя f квазiнеперервна, iснує така вiдкрита
i непорожня множина H, що мiститься в G i f (H) ⊆ Mu0 . З того, що H ⊆ G ⊆ B, випливає,
що H ∩ B 6= ∅. Але це неможливо, бо f (H) ⊆ Mu0 , f (B) ⊆ L0 i Mu0 ∩ L0 = ∅. Отримана
суперечнiсть показує, що G ⊆ B.

Iз зображення площини Сiдра M у виглядi (1) випливає, що X = B ⊔ (
⊔

u∈E
Au). Множи-

на W = G ⊔ (
⊔

u∈E
Gu) вiдкрита, як об’єднання вiдкритих множин.

Зауважимо, що

B \ G ⊆ B \ intB = fr B i Au \ Gu ⊆ Gu \ Gu = fr Gu.

Множини frB i frGu нiде не щiльнi як межi замкненої i вiдкритих множин. Тому i рiзницi
B \ G та Au \ Gu — це нiде не щiльнi множини. Оскiльки X \ W = (B \ G) ⊔

⊔
u∈E

(Au \ Gu)

i множина E не бiльш нiж злiченна, то X \ W — це множина першої категорiї. Таким
чином, W — вiдкрита залишкова множина в просторi X. Включення f (G) ⊆ L0 випливає
з того, що G ⊆ B = f−1(L0), так само f (Gu) ⊆ Mu, бо Gu ⊆ Au = f−1(Mu).

(ii) Оскiльки множини G та Gu вiдкритi, то звуження g = f |G i gu = f |Gu
будуть ква-

зiнеперервними разом з f . При цьому g(G) ⊆ L0 i gu(Gu) ⊆ Mu, отже, g i gu набувають
значень у метризовних просторах L0 i Mu. За теоремою 1 множина C(g) буде залишко-
вою в G, а множини C(gu) — залишковi в Gu для всiх u ∈ E. На основi вiдкритостi G i
Gu матимемо, що C(g) = C( f ) ∩ G i C(gu) = C( f ) ∩ Gu для кожного u ∈ E. При цьому
множини B \ G i Au \ Gu нiде не щiльнi, отже, за лемою 1.1 множина

C = C(g) ⊔ (
⊔

u∈E

C(gu))

є залишковою в X. Але

C = (C( f ) ∩ G) ⊔ (
⊔

u∈E

(C( f ) ∩ Gu)) = C( f ) ∩ W ⊆ C( f ),

отже, i множина C( f ) залишкова в X.

2 KC-ФУНКЦIЇ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В M

Наведемо деякi позначення i означення, якi нам будуть потрiбнi в цьому пунктi.
Для функцiї f : X × Y → Z i точки p = (x, y) ∈ X × Y покладемо f x(y) = fy(x) =

f (x, y). Функцiя f : X × Y → Z називається KC-функцiєю, якщо для кожного x ∈ X фун-
кцiя f x : Y → Z неперервна i для кожного y ∈ Y функцiя fy : X → Z квазiнеперервна.
Сукупнiсть усiх таких функцiй ми позначаємо символом KC(X × Y, Z).

Система V непорожнiх вiдкритих множин називається псевдобазою топологiчного про-
стору X, якщо для кожної непорожньої вiдкритої в X множини G iснує такий елемент
V ∈ V , що V ⊆ G. Якщо у просторi X є не бiльш нiж злiченна псевдобаза, то вiн сепара-
бельний, а кожний сепарабельний простiр має властивiсть злiченностi ланцюжкiв.

Нам знадобиться теорема, яка випливає з результатiв працi [4].
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Теорема 3. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — метризовний простiр i
f ∈ KC(X × Y, Z). Тодi:

(i) якщо Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то для кожного y ∈ Y множина
Cy( f ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C( f )} залишкова в X;

(ii) якщо Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина CY( f ) = {x ∈ X :
{x} × Y ⊆ C( f )} залишкова в X.

Теорема 4. Нехай X — топологiчний простiр, який має не бiльш нiж злiченну псевдобазу,
Y — зв’язний берiвський простiр i f : X × Y → M — KC-функцiя. Au = {x ∈ X : f x(Y) ⊆

Mu} для u ∈ R, B = f−1(L0), Gu = intAu i H = intB. Тодi:

(i) Au = f−1
y0

(Mu) для довiльного y0 ∈ Y i кожного u ∈ R;

(ii) B = A × Y для деякої множини A ⊆ X i H = G × Y, де G = intA, причому H ⊆ B;

(iii) множина E = {u ∈ R : Gu 6= ∅} не бiльш, нiж злiченна, а множина W = G ⊔ (
⊔

u∈E
Gu)

вiдкрита i залишкова в X, при цьому f (G × Y) ⊆ L0, а f (Gu × Y) ⊆ Mu для кожного
u ∈ E;

(iv) якщо Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то для кожного y ∈ Y множина
Cy( f ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C( f )} залишкова в X;

(v) якщо Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина CY( f ) = {x ∈ X :
{x} × Y ⊆ C( f )} залишкова в X.

Доведення. (i) Вiзьмемо y0 ∈ Y, u ∈ R i доведемо, що Au = f−1
y0

(Mu). Покажемо спершу,
що Au ⊆ f−1

y0
(Mu). Вiзьмемо деяку точку x0 ∈ Au. Для неї f x0(Y) ⊆ Mu, зокрема, fy0(x0) =

f x0(y0) ∈ Mu, отже, x0 ∈ f−1
y0

(Mu). Покажемо тепер, що f−1
y0

(Mu) ⊆ Au. Вiзьмемо x0 ∈

f−1
y0

(Mu), тодi z0 = fy0(x0) = f x0(y0) ∈ f x0(Y). Функцiя f x0 неперервна, простiр Y зв’язний,
отже, образ f x0(Y) є зв’язною множиною. Оскiльки Mu — компонента зв’язностi i z0 ∈

Mu ∩ f x0(Y), то обов’язково мусить f x0(Y) ⊆ Mu. Отже, x0 ∈ Au.
(ii) Покажемо, що B = A × Y, де A — деяка множина в X. Справдi, нехай p0 =

(x0, y0) ∈ B, тодi f (p0) ∈ L0. Перевiримо, що {x0} × Y ⊆ B. Будемо мiркувати вiд су-
противного. Припустимо, що iснує така точка y1 ∈ Y, що (x0, y1) /∈ B. Тодi f (x0, y1) /∈ L0,
а значить, iснує такий iндекс u1 ∈ R, що f (x0, y1) ∈ Mu1 . Оскiльки Mu1 — компонента
зв’язностi площини Сiдра M i Mu1 ∩ f x0(Y) 6= ∅, а множина f x0(Y) зв’язна, то обов’язко-
во f x0(Y) ⊆ Mu1 . Але f x0(y0) = f (p0) ∈ L0, отже, f x0(y0) /∈ Mu1 , а значить, f x0(Y) * Mu1 ,
що приводить до суперечностi. Тепер зрозумiло, що для множини A = prX(B) будемо
мати, що A × Y = B. Тодi B = A × Y i H = intB = G × Y, де G = intA.

Покажемо тепер, що H ⊆ B. Припустимо, що це не так, тобто iснує точка p0 =

(x0, y0) ∈ H \ B. Оскiльки p0 /∈ B, то z0 = f (p0) /∈ L0, а, отже, iснує iндекс u0 ∈ R, такий,
що z0 ∈ Mu0 . Оскiльки p0 ∈ H i множина H вiдкрита в X × Y, то iснують такi околи Ũ i Ṽ

точок x0 i y0 у просторах X i Y вiдповiдно, що Ũ × Ṽ ⊆ H. З неперервностi вiдображення
f x0 у точцi y0 i вiдкритостi Mu0 в площинi Сiдра випливає, що iснує такий вiдкритий окiл
V точки y0 в просторi Y, що f x0(V) ⊆ Mu0 i V ⊆ Ṽ. Оскiльки fy(x0) ∈ Mu0 для кожного
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y ∈ V, то з квазiнеперервностi fy у точцi x0 випливає, що для кожного y ∈ V iснує така
вiдкрита непорожня в X множина Oy, що Oy ⊆ Ũ i fy(Oy) ⊆ Mu0 .

За умовою простiр X має не бiльш нiж злiченну псевдобазу U = {Un : n ∈ N}. Для
кожного номера n розглянемо множини

Bn = {y ∈ V : Un ⊆ Oy}.

Ясно, що
⋃

n∈N

Bn = V, бо U — це псевдобаза в X, а множини Oy вiдкритi в X. Оскiльки про-

стiр Y берiвський, то його вiдкрита непорожня множина V є множиною другої категорiї
в Y. Тому iснує такий номер m, що множина Bm десь щiльна, тобто intBm 6= ∅. Покладемо
V0 = V ∩ intBm i B0 = V0 ∩ Bm. Оскiльки V0 — вiдкрита множина в X, V0 ⊆ Bm, то V0 ⊆ B0.

Крiм того, множина Ṽm = intBm вiдкрита i непорожня в Y i Ṽm ⊆ Bm. Тому Ṽm ⊆ Ṽm ∩ Bm,
отже, Ṽm ∩ Bm 6= ∅. Але Bm ⊆ V, тому Ṽm ∩ Bm ⊆ Ṽm ∩ V = V0, звiдки випливає, що
множина V0 вiдкрита i непорожня, а тому B0 6= ∅. До того ж ясно, що V0 ⊆ V.

Покладемо U0 = Um. Для кожного y ∈ B0 будемо мати, що y ∈ Bm, а значить, U0 =

Um ⊆ Oy, звiдки випливає, що fy(U0) ⊆ fy(Oy) ⊆ Mu0 . Це показує, що f (U0 × B0) ⊆ Mu0 .
Для кожного x ∈ U0 вiдображення f x : Y → M неперервне, отже,

f x(V0) ⊆ f x(B0) ⊆ f x(B0) ⊆ f ({x} × B0) ⊆ f (U0 × B0) ⊆ Mu0 = Mu0 .

Тому, f (U0 × V0) =
⋃

x∈U0

f x(V0) ⊆ Mu0 . Множина O = U0 × V0 вiдкрита i непорожня.

Взявши довiльний елемент y ∈ B0, ми отримаємо, що U0 = Um ⊆ Oy ⊆ Ũ, адже y ∈ Bm.
Крiм того, V0 ⊆ V ⊆ Ṽ. Таким чином, O ⊆ Ũ × Ṽ ⊆ H ⊆ B. Тому O ∩ B 6= ∅, отже, iснує
точка p ∈ O ∩ B, для якої f (p) ∈ L0. Але це неможливо, бо f (O) ⊆ Mu0 , а Mu0 ∩ L0 = ∅.

(iii) Зауважимо, що вiдкритi множини Gu диз’юнктнi, бо такими є множини Au, тому
множина E не бiльш нiж злiченна, адже простiр X має властивiсть злiченностi ланцюжкiв,
бо вiн має не бiльш нiж злiченну псевдобазу. За умовою теореми, Gu ⊆ Au для кожного
u ∈ E i f (Au × Y) ⊆ Mu, тому f (Gu × Y) ⊆ f (Au × Y) ⊆ Mu. Оскiльки G × Y = H ⊆ B =

A × Y, то f (G × Y) ⊆ f (A × Y) ⊆ L0. Множина W = G ⊔
⊔

u∈E
Gu вiдкрита, як об’єднання

вiдкритих множин. Зауважимо, що з умови (i) та твердження 1.1 випливає, що множини
Au є квазiвiдкритими, а тому Au ⊆ Gu. Звiдси маємо, що Au \ Gu ⊆ Gu \ Gu = frGu.
Подiбним чином, A \ G = A \ intA ⊆ A \ intA = frA. Оскiльки множини frGu та frA є
нiде не щiльними, то такими ж будуть i їх пiдмножини A \ G та Au \ Gu для кожного
u ∈ R. Iз зображення площини Сiдра (1) випливає, що X = A ⊔ (

⊔
u∈E

Au). Тому X \ W =

(A ⊔
⊔

u∈E
Au) \ (G ⊔

⊔
u∈E

Gu) = (A \ G) ⊔ (
⊔

u∈E
Au \ Gu) — множина першої категорiї, як

злiченне об’єднання нiде не щiльних множин. Отже, множина W є залишковою в X.
(iv) Нехай простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi. Розглянемо вiдображе-

ння gu = f |Gu×Y та g = f |G×Y , якi є KC-функцiями, як звуження KC-функцiї на вiдкриту
множину. При цьому gu(Gu × Y) ⊆ Mu i g(G × Y) ⊆ L0, тобто вiдображення g та gu набу-
вають значень у метризовних просторах Mu та L0. За теоремою 3 (i) маємо, що множини
Cy(gu) та Cy(g) є залишковими в Gu та G вiдповiдно. Множини Gu та G вiдкритi, отже,
Cy(gu) = Cy( f ) ∩ Gu i Cy(g) = Cy( f ) ∩ G. Оскiльки множини A \ G та Au \ Gu є нiде не
щiльними, то за лемою 1.1 множина C = Cy(g) ⊔ (

⊔
u∈E

Cy(gu)) є залишковою в X. Крiм то-

го, C = (Cy( f ) ∩ G) ⊔ (
⊔

u∈E
(Cy( f ) ∩ Gu) = Cy( f ) ∩ W, отже, C ⊆ Cy( f ). Звiдси випливає, що

множина Cy( f ) сама є залишковою в X.
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(v) Нехай простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi. Розглянувши тi ж вiд-
ображення gu = f |Gu×Y та g = f |G×Y , якi є KC-функцiями, як звуження KC-функцiї на
вiдкриту множину, i мiркуючи аналогiчно до доведення властивостi (iv), на основi твер-
дження (ii) теореми 3 можна довести, що множина CY( f ) є залишковою в просторi X.

3 ПЛОЩИНА СIДРА I σ-МЕТРИЗОВНI ПРОСТОРИ ТА ПРОСТОРИ МУРА

Нагадаємо, що топологiчний простiр Z називається σ-метризовним
(
сильно σ-

метризовним
)
, якщо iснує така зростаюча послiдовнiсть його замкнених метризовних

пiдпросторiв Zn, що Z =
∞⋃

n=1
Zn

(
i для кожної збiжної в Z послiдовностi точок zk iснує

таке n, що {zk : k ∈ N} ⊆ Zn
)
. Така послiдовнiсть пiдпросторiв (Zn)∞

n=1 називається ви-

черпуванням σ-метризовного чи сильно σ-метризовного простору Z.

Теорема 5. Площина Сiдра M — це σ-метризовний простiр з вичерпуванням Zn =

{(x, y) ∈ M : x ∈ R i y = 0 або y ≥ 1
n}.

Доведення. Розглянемо пiдпростори L0 = R × {0} i Mx,n = {x} × [ 1
n ,+∞) площини Сi-

дра M. Очевидно, що простiр L0 гомеоморфний до R, а простори Mx,n гомеоморфнi до
[ 1

n ,+∞), отже, як L0, так i Mx,n — це метризовнi простори. Ясно, що

Zn = L0 ⊔
⊔

x∈R

Mx,n,

причому з означення топологiчної структури простору M легко випливає, що Zn — це
пряма сума просторiв L0 i Mx,n, де x ∈ R. Але пряма сума метризовних просторiв теж
буде метризовним простором [3, c. 384, теорема 4.2.1], отже, всi пiдпростори Zn простору
M метризовнi. Крiм того, вони, очевидно, замкненi i Zn ⊆ Zn+1 для кожного n. Таким
чином, послiдовнiсть (Zn)∞

n=1 — це вичерпування σ-метризовного простору M.

Зауважимо, що побудована в теоремi 5 послiдовнiсть просторiв Zn не буде вичерпу-
ванням M як сильно σ-метризовного простору. Справдi, легко перевiрити, що послiдов-
нiсть точок zk = (1

k , 1
k ) збiгається до точки 0 = (0, 0) в M, але {zk : k ∈ N} * Zn для

кожного номера n. Авторам невiдомо, чи буде M сильно σ-метризовним простором.
З теореми 5 i теореми 2 статтi [5] негайно випливає такий результат

Теорема 6. Для кожного топологiчного простору X у довiльного квазiнеперервного вiд-
ображення f : X → M множина C( f ) залишкова в X.

Нагадаємо, що розвиненням топологiчного простору Z називається така послiдовнiсть
його вiдкритих покриттiв Wn, що для кожного z ∈ Z послiдовнiсть множин

stWn
(z) =

⋃
{W : z ∈ W ∈ Wn}

утворює базу околiв точки z в Z. Простiр Мура — це регулярний простiр з розвиненням.

Теорема 7. Площина Сiдра M не має розвинення, отже, не є простором Мура.

Доведення. Справдi, M як вичерпний гаусдорфовий простiр [2] буде паракомпактом [1],
а кожний паракомпакт є колективно нормальним простором [3, c. 453, теорема 5.1.18].
Якби у M було розвинення, то за метризацiйним критерiєм Бiнґа [3, c. 488, теорема 5.4.1]
простiр M мав би бути метризовним, а це не так [2, 10].
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We show that the Ceder plane M is a σ-metrizable space, which does not have a development.
For every quasicontinuous mapping f : X → M the continuity point set C( f ) is residual. We
investigate the continuity point set C( f ) of a mapping f : X × Y → M, which is quasicontinuous
with respect to the first variable and continuous with respect to the second one.
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Маслюченко В.К., Мироник О.Д. О непрерывности KC-функций со значениями в плоскости Сидра

// Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №2. — C. 329–336.

Показано, что плоскость Сидра M — это σ-метризуемое пространство, у которого нет из-
мельчения. У каждой квазинепрерывной функции f : X → M множество C( f ) точек непре-
рывности будет остаточным в X. Исследовано множество C( f ) для функций f : X × Y → M,
квазинепрерывных по первой переменной и непрерывных по второй.

Ключевые слова и фразы: непрерывность, квазинепрерывность, KC-функция.


