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Дослiджено значення радiусiв кругiв з центром у початку координат, якi є простими
множинами абсолютної збiжностi гiллястих ланцюгових дробiв спецiального вигляду.

Об’єктом дослiдження є гiлляcтий ланцюговий дрiб (ГЛД) вигляду

b0 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

, (1)

де b0, ai(k) — комплекснi сталi, i0 = N — кiлькiсть гiлок розгалужень, i(k) — мультиiн-
декс, i(k) ∈ I,

I = {i(k) : i(k) = i1i2...ik; 1 ≤ ik ≤ ik−1; k = 1, 2, ...} .

Пiдхiдними дробами n-го порядку (n-ми апроксимантами) ГЛД (1) називаються ви-
рази

f0 = b0, fn = b0 +
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

, n = 1, 2, ....

ГЛД (1) називається збiжним, якщо iснує скiнченна границя f = lim
n→∞

fn. Число f

вважається значенням збiжного ГЛД (1). ГЛД (1) збiгається абсолютно, якщо збiгає-

ться ряд
∞∑
k=1

|fk − fk−1|.

Послiдовнiсть
{
Ei(k)

}
непорожнiх множин Ei(k) ⊆ C, i(k) ∈ I, називається послiдов-

нiстю множин збiжностi (абсолютної збiжностi), якщо за умови

ai(k) ∈ Ei(k), i(k) ∈ I,
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ГЛД (1) збiгається (збiгається абсолютно). Якщо Ei(k) = E для всiх i(k) ∈ I, то E

називається простою множиною збiжностi (абсолютної збiжностi) ГЛД (1).
Напевно, найвiдомiшою простою множиною збiжностi звичайних ланцюгових (не-

перервних) дробiв є круг Ворпiцького [4] — круг з центром у початку координат i

радiусом
1

4
. Встановленi значення радiусiв простих кругових множин збiжностi для де-

яких багатовимiрних узагальнень неперервних дробiв — ГЛД загального вигляду [3],
двовимiрних неперервних дробiв [5], iнтегральних ланцюгових дробiв [6]. У данiй роботi
розглядається питання про радiуси простих кругових (з центром у початку координат)
множин абсолютної збiжностi ГЛД вигляду (1).

Твердження 1. [1] ГЛД (1) збiгається абсолютно, якщо iснують такi додатнi сталi
ti(k), i(k) ∈ I, що для всiх можливих мультиiндексiв виконується умова

∣∣ai(k)∣∣ ≤ ti(k)

1−
ik∑

ik+1=1

ti(k+1)

 , i(k) ∈ I.

Для доведення твердження 1 використовується метод мажорант i оцiнка

∣∣∣Q(n)
i(k)

∣∣∣ ≥ Q
(n)

i(k) ≥ 1−
ik∑

ik+1=1

ti(k+1), i(k) ∈ I, n = 1, 2, . . . , 1 ≤ k ≤ n, (2)

де Q
(n)
i(k), Q

(n)

i(k) — скiнченнi ГЛД вигляду

Q
(k)
i(k) = Q

(k)

i(k) = 1, Q
(n)
i(k) = 1 +

n

D
p=k+1
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1

, Q
(n)

i(k) = 1 +
n

D
p=k+1

ip−1∑
ip=1

−
∣∣ai(p)∣∣
1

,

k = 1, 2, . . . , n > k,

якi називаються залишками ГЛД (1) i ГЛД

b0 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−
∣∣ai(k)∣∣
1

вiдповiдно.
З твердження 1 випливає, що послiдовнiсть множин

Ei(k) =

z : z ∈ C, |z| ≤ ti(k)

1−
ik∑

ik+1=1

ti(k+1)

 , i(k) ∈ I,

де ti(k) — деякi додатнi числа, такi, що
ik−1∑
ik=1

ti(k) < 1, i(k) ∈ I, є послiдовнiстю множин

абсолютної збiжностi ГЛД (1), а радiус круга з центром у початку координат, що є
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простою множиною абсолютної збiжностi ГЛД (1) з N гiлками розгалужень, можна
визначити з умови

RN = inf
i(k)∈I

ti(k)

1−
ik∑

ik+1=1

ti(k+1)

 .

Якщо ti(k) =
1

2ik−1

, i(k) ∈ I, твердження 1 перетворюється на аналог ознаки Ворпi-

цького для ГЛД (1) [2]. У цьому випадку шуканий радiус дорiвнює

RN = min
1≤ik−1≤N

1

2ik−1

· 1
2
=

1

4N
,

як i для ГЛД загального вигляду з N гiлками розгалужень, для яких константа
1

4N
є непокращуваною [3]. Якщо ti(k) = tik , i(k) ∈ I, то радiус круга з центром у початку
координат, який є простою множиною абсолютної збiжностi ГЛД (1), можна визначити
з умови

RN = min
1≤k≤N

tk

(
1−

k∑
p=1

tp

)
. (3)

Твердження 2. Радiус простої кругової з центром у початку координат множини аб-
солютної збiжностi ГЛД (1) — це N -й член послiдовностi {Rk}, де

0 < R1 ≤
1

4
, Rk+1 =

Rk

(Rk + 1)2
, k = 1, 2, . . . . (4)

Доведення. Нехай {rk} — послiдовнiсть таких додатних чисел, що

0 < r1 < 1, rk+1 =
rk (1− rk)

rk (1− rk) + 1
, k = 1, 2, . . . , (5)

i

t1 = rN , tp = rN−p+1

p−1∏
l=1

(1− rN−l+1), p = 2, . . . , N. (6)

Зауважимо, що

1−
k∑

p=1

tp =
k∏

p=1

(1− rN−p+1), k = 1, . . . , N. (7)

Дiйсно,

1− t1 = 1− rN , 1− t1 − t2 = 1− rN − rN−1 (1− rN) = (1− rN−1) (1− rN) .

Припускаючи, що рiвнiсть (7) справджується для деякого значення k, 1 ≤ k < N ,
отримаємо

1−
k+1∑
p=1

tp = 1−
k∑

p=1

tp − tk+1 =
k∏

p=1

(1− rN−p+1)− rN−k

k∏
p=1

(1− rN−p+1) =
k+1∏
p=1

(1− rN−p+1),
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тобто рiвнiсть (7) справджується для значення k + 1, отже, справджується i для всiх
значень k, 1 ≤ k ≤ N .

Покажемо, що

tk

(
1−

k∑
p=1

tp

)
= rN (1− rN) , k = 1, . . . , N. (8)

Iз спiввiдношень (5) випливає, що

0 < rk+1 < 1, rk (1− rk) =
rk+1

1− rk+1

, k = 1, 2, . . . . (9)

Перевiримо правильнiсть рiвностi (9) для k = 1, 2 :

t1 (1− t1) = rN (1− rN) ,

t2 (1− t1 − t2) = rN−1 (1− rN) · (1− rN−1) (1− rN) = rN (1− rN) .

Нехай рiвнiсть (8) справджується для деякого значення k, 1 ≤ k < N . Тодi з (6), (8) i
(9) випливає, що

tk+1

(
1−

k+1∑
p=1

tp

)
= rN−k

k∏
l=1

(1− rN−l+1) ·
k+1∏
l=1

(1− rN−l+1)

= rN−k (1− rN−k)
k∏

l=1

(1− rN−l+1)
2 =

rN−k+1

1− rN−k+1

(1− rN−k+1)
2
k−1∏
l=1

(1− rN−l+1)
2

= rN−k+1

k−1∏
l=1

(1− rN−l+1) ·
k∏

l=1

(1− rN−l+1) = tk

(
1−

k∑
p=1

tp

)
= rN (1− rN) .

Таким чином, рiвнiсть (8) справджується для всiх значень k, 1 ≤ k ≤ N .
Нехай елементи послiдовностi {Rk} визначаються у такий спосiб:

Rk = rk (1− rk) , k = 1,2,. . . ,

де послiдовнiсть {rk} означена за допомогою спiввiдношень (5). Тодi

0 < R1 = r1 (1− r1) ≤
1

4
,

Rk+1 = rk+1 (1− rk+1) =
rk (1− rk)

rk (1− rk) + 1
· 1

rk (1− rk) + 1
=

Rk

(Rk + 1)2
, k = 1,2,. . . .

Враховуючи рiвностi (3), (8), доходимо висновку про правильнiсть твердження 2.

Твердження 3. Для елементiв послiдовностi {Rm}, якi визначаються спiввiдношен-
нями (4), справджується оцiнка

1

2(m− 1) +
1

R1

+
m∑
k=2

1

2k

≤ Rm ≤ 1

2(m+ 1) +R1

, m = 2, 3, . . . . (10)



Про простi круговi множини абсолютної збiжностi ГЛД 169

Доведення. Використовуємо метод математичної iндукцiї. Покажемо спочатку, що

1

Rm

≥ R1 + 2(m+ 1), m = 2, 3, , . . . . (11)

Перевiримо правильнiсть нерiвностi (11) для m = 2. Iз спiввiдношень (4) випливає,
що

1

R2

= R1 +
1

R1

+ 2 ≥ R1 + 4 + 2 = R1 + 2 · 3,

тобто для m = 2 нерiвнiсть (11) справджується. Припускаючи, що нерiвнiсть (11) справ-
джується для деякого m = k i використовуючи (4), одержимо

1

Rk+1

= Rk +
1

Rk

+ 2 ≥ Rk +R1 + 2(k + 1) + 2 > R1 + 2((k + 1) + 1),

а це означає, що нерiвнiсть (11) справджується для всiх m = 2, 3, . . . .
З iншого боку,

1

R2

= R1 +
1

R1

+ 2 ≤ 1

4
+

1

R1

+ 2 =
1

R1

+ 2(2− 1) +
1

2 · 2
,

тобто для m = 2 справджується нерiвнiсть

1

Rm

≤ 1

R1

+ 2(m− 1) +
m∑
k=2

1

2k
. (12)

Припускаючи, що нерiвнiсть (12) справджується для деякого значення m > 2 i врахо-
вуючи (4), (11), одержимо

1

Rm+1

= Rm +
1

Rm

+ 2 ≤ Rm +
1

R1

+ 2(m− 1) +
m∑
k=2

1

2k
+ 2 ≤

≤ 1

R1 + 2(m+ 1)
+

1

R1

+ 2m+
m∑
k=2

1

2k
<

1

R1

+ 2((m+ 1)− 1) +
m+1∑
k=2

1

2k
,

отже, нерiвнiсть (12) справджується для довiльних m = 2, 3, . . . . З нерiвностей (11),
(12) випливає правильнiсть нерiвностi (10).

Зауваження. Оскiльки

RN − 1

4N
≥ 1

2(N − 1) +
N∑
k=2

1

2k
+

1

R1

− 1

4N
>

1
9

4
(N − 1) +

1

R1

− 1

4N
, N ≥ 2,

то за умови R1 >
4

7N + 9
виконується нерiвнiсть RN >

1

4N
, тобто радiус круга з

центром у початку координат, який є простою множиною абсолютної збiжностi ГЛД
вигляду(1) з N гiлками розгалужень, може бути бiльшим, нiж радiус круга з центром
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у початку координат, який є простою множиною абсолютної збiжностi ГЛД загального
вигляду з N гiлками розгалужень.

Значення Rk, k = 2, 3, . . . , якi визначаються спiввiдношеннями (4), залежать вiд R1,

Rk <
1

4
, а функцiя f(x) =

x

(x+ 1)2
монотонно зростає для 0 < x < 1. Тому

Rk (R1) ≤ Rk

(
1

4

)
= R∗

k, k = 2, 3, . . . ,

де {R∗
k} – послiдовнiсть додатних чисел, що визначаються у такий спосiб:

R∗
1 =

1

4
, R∗

k+1 =
R∗

k

(R∗
k + 1)2

, k = 1, 2, . . . . (13)

Згiдно з твердженням 3 правильною є така оцiнка:

1

2(N + 1) +
N∑
k=2

1

2k

≤ R∗
N ≤ 4

8(N + 1) + 1
, N = 2, 3, . . . .

Твердження 4. ГЛД вигляду

1 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−R

1ik
, R > 0, (14)

з N гiлками розгалуження (i0 = N) збiгається тодi i лише тодi, коли

R ≤ R∗
N , (15)

де {R∗
k} — послiдовнiсть додатних чисел, що визначаються рiвностями (13). Значення

ГЛД (14) дорiвнює
(1− r1) (1− r2) . . . (1− rN) ,

де

rN =
1−

√
1− 4R

2
, (16)

rk =
1

2

(
1−

√
1− 5rk+1

1− rk+1

)
, k = N − 1, N − 2, . . . , 1 . (17)

Доведення. За умов (15), (13) для ГЛД (14) виконуються умови тверджень 1 i 2. Тому,
враховуючи твердження 2 i зауваження, доходимо висновку про достатнiсть умов (15),
(13) для збiжностi ГЛД (14).

n-й пiдхiдний дрiб ГЛД (14), n = 0, 1, . . . , дорiвнює його деякому залишку, а саме:

f̃n = 1 +
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−R

1ik
= 1 +

n+1

D
p=2

ip−1∑
ip=1

−R

1ip
= Q̃

(n+1)
i(1) , i1 = i0 . (18)
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Розв’язуючи рiвняння (17) вiдносно rk+1, отримаємо

rk+1 =
rk (1− rk)

rk (1− rk) + 1
,

отже, за умов (16), (17) для r1, r2, . . . , rN виконуються спiввiдношення (5).
Оскiльки для ГЛД (14) справджуються умови тверджень 1 i 2, то для його залишкiв

є правильною оцiнка типу (3). Враховуючи рiвностi (6), (7) i (18), одержимо

f̃n ≥ (1− r1) (1− r2) . . . (1− rN) . (19)

Доведення необхiдностi проводимо за iндукцiєю по кiлькостi розгалужень ГЛД ви-
гляду (14). Позначимо через fk,m k-й пiдхiдний дрiб ГЛД вигляду (14) з m гiлками
розгалуження.

У випадку m = 1 ГЛД (14) перетворюється на звичайний неперервний дрiб

1 +
∞

D
k=1

−R

1k
, R > 0,

який збiгається тодi i лише тодi, коли R ≤ R∗
1 =

1

4
[4], причому

lim
k→∞

fk,1 =
1 +

√
1− 4R

2
= 1− r1,

де r1 =
1−

√
1− 4R

2
.

Якщо m ≥ 2, тодi

fk+1,m = fk+1,m−1 −
R

fk,m
, k = 0, 1, . . . , m = 2, 3, . . . ,

або
fk+1,m +

R

fk,m
= fk+1,m−1, k = 0, 1, . . . , m = 2, 3, . . . . (20)

Припустимо, що ГЛД (14) з m = 2 збiгається. Тодi

lim
k→∞

(
fk+1,2 +

R

fk,2

)
= lim

k→∞
fk+1,1,

отже, R ≤ 1

4
, i можна записати, що R = r2 (1− r2), де r2 =

1−
√
1− 4R

2
, i lim

k→∞
fk+1,1 =

1− r2. З урахуванням припущення про збiжнiсть ГЛД (14) з m = 2 доходимо висновку,

що F2 = lim
k→∞

fk,2 6= 0 при R ≤ 1

4
, а F2 є дiйсним коренем рiвняння

F 2
2 − (1− r2)F2 + r2 (1− r2) = 0. (21)

Дискримiнант рiвняння (21)

D = (1− r2)
2 − 4r2 (1− r2) = (1− r2) (1− 5r2)
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буде невiд’ємним за вище наведених припущень лише тодi, коли

r2 ≤ r∗2 =
1

5
,

а
r∗2 (1− r∗2) =

4

25
= R∗

2.

У випадку D > 0 рiвняння (21) має два коренi:

1− r2 −
√
(1− r2) (1− 5r2)

2
;
1− r2 +

√
(1− r2) (1− 5r2)

2
.

Нехай

r1 =
1

2

(
1−

√
1− 5r2
1− r2

)
.

Тодi у випадку D > 0 менший з коренiв рiвняння дорiвнює (1− r2) r1, а бiльший –
(1− r2) (1− r1) .

Враховуючи нерiвнiсть (19), доходимо висновку, що

F2 = lim
k→∞

fk,2 ≥ (1− r2) (1− r1) ,

отже,

F2 = (1− r2) (1− r1) =
1− r2 +

√
(1− r2) (1− 5r2)

2
.

Таким чином, твердження 4 правильне для ГЛД вигляду (14) з двома гiлками роз-
галужень (i0 = 2).

Припустимо, що твердження 4 правильне для ГЛД (14) з m гiлками розгалужень,
m ≥ 2. Розглянемо необхiднi умови збiжностi ГЛД вигляду (14), кiлькiсть гiлок розга-
лужень якого дорiвнює m+1. Використовуючи (20) i мiркуючи аналогiчно, як у випадку
m = 2, маємо

R ≤ R∗
m, lim

k→∞

(
fk+1,m+1 +

R

fk,m+1

)
= lim

k→∞
fk+1,m = Fm =

m+1∏
k=2

(1− rk) ,

де

rm+1 =
1−

√
1− 4R

2
, rk =

1

2

(
1−

√
1− 5rk+1

1− rk+1

)
, k = m, . . . , 2 .

Значення Fm+1 = lim
k→∞

fk,m+1 — дiйсний корiнь рiвняння

F 2
m+1 −

m+1∏
k=2

(1− rk)Fm+1 + rm+1 (1− rm+1) = 0,

дискримiнант якого дорiвнює

D =
m+1∏
k=2

(1− rk)
2 − 4rm+1 (1− rm+1) . (22)
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Для елементiв послiдовностi {rk} i довiльного натурального числа m справджується
рiвнiсть

m∏
k=l

(1− rk)
2 =

1− rl
rl

rm (1− rm) , 1 ≤ l ≤ m. (23)

Дiйсно, при m = l рiвнiсть (23) очевидна:

(1− rm)
2 =

1− rm
rm

rm (1− rm) .

Якщо рiвнiсть (23) справджується для деякого значення l, 2 ≤ l ≤ m, то

m∏
k=l−1

(1− rk)
2 = (1− rl−1)

2 1− rl
rl

rm (1− rm) =

= (1− rl−1)
2 1

rl−1 (1− rl−1)
rm (1− rm) =

(1− rl−1)

rl−1

rm (1− rm) ,

отже, рiвнiсть (23) справджується для всiх l, 1 ≤ l ≤ m.
Тому

rm+1 (1− rm+1) =
r2

1− r2

m+1∏
k=2

(1− rk)
2 . (24)

Пiдставляючи рiвнiсть (24) у вираз (22), отримаємо

D =
m+1∏
k=2

(1− rk)
2

(
1− 4

r2
1− r2

)
≥ 0 ⇒ r2 ≤ r∗2 ≤

1

5
,

Rm+1 = rm+1 (1− rm+1) ≤ r∗m+1

(
1− r∗m+1

)
≤ R∗

m+1.

Враховуючи оцiнку (19), доходимо висновку, що

Fm+1 =
1

2

m+1∏
k=2

(1− rk)

(
1−

√
1− 5r2
1− r2

)
=

m+1∏
k=1

(1− rk) ,

отже, твердження 4 правильне i для ГЛД вигляду (14), кiлькiсть гiлок розгалужень
якого дорiвнює m+ 1.

Таким чином, N -й член послiдовностi {R∗
m}, яка визначається спiввiдношеннями

(13), — це максимально можливий радiус круга з центром у початку координат, який є
множиною абсолютної збiжностi ГЛД (14) з N гiлками розгалужень.
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