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З допомогою теореми про апроксимацiю одиничного оператора у банаховому просторi
Cu(Y ) всiх неперервних функцiй g : Y → R, заданих на метризовному компактi Y , з
рiвномiрною нормою доведено, що для топологiчного простору X, метризовного компакта
Y , всюди щiльного в Cu(Y ) лiнiйного пiдпростору L i нарiзно неперервної функцiї f :

X × Y → R iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних функцiй fn : X × Y → R, що
fx
n = f(x, ·) ∈ L i fx

n → fx в Cu(Y ) для кожного x ∈ X.

1 Вступ

Для топологiчного простору Y символом C(Y ) ми позначаємо векторний простiр всiх
неперервних функцiй g : Y → R, а через Cp(Y ) — локально опуклий простiр (C(Y ), Tp) з
топологiєю Tp поточкової збiжностi. Для компактного простору Y через Cu(Y ) познача-
ємо банахiв простiр (C(Y ), ‖·‖), де ‖g‖ = max

y∈Y
|g(y)|, а через Tu — топологiю рiвномiрної

збiжностi на C(Y ), що породжена максимум-нормою ‖ · ‖.
Нехай X — топологiчний простiр, Y — компактний простiр i α = p або u. Неперервне

вiдображення ϕ : X → Cα(Y ) будемо називати α-неперервним. Якщо β = p або u, то
неперервне вiдображення A : Cα(Y ) → Cβ(Y ) ми називаємо αβ-неперервним. У працi
[2] була поставлена проблема αβ: для яких пiдпросторiв L простору C(Y ) для кожного
α-неперервного вiдображення ϕ : X → C(Y ) iснує така послiдовнiсть β-неперервних
вiдображень ϕn : X → L, що ϕn(x) → ϕ(x) на X у просторi Cu(Y ). У нiй же була
отримана ствердна вiдповiдь на проблему (uu) для всюди щiльних лiнiйних пiдпросторiв
L простору Cu(Y ), який має базис Шаудера.

Тут ми показуємо, що, використавши конструкцiю з працi [1], для всюди щiльних
в Cu(Y ) лiнiйних пiдпросторiв L, можна отримати ствердну вiдповiдь i на сильнiшу
проблему (pu) для довiльного метризовного компакта Y .
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Далi, в [2] було зауважено, що для довiльного всюди щiльного лiнiйного пiдпростору
L банахового простору E з базисом Шаудера iснує така послiдовнiсть лiнiйних неперерв-
них операторiв An : E → L, що Ang → g в E для кожного g ∈ E. Тут, використовуючи
деякi результати з теорiї наближень, для довiльного сепарабельного банахового про-
стору E i його всюди щiльного лiнiйного пiдпростору L ми будуємо таку послiдовнiсть
неперервних операторiв An : E → L (не обов’язково лiнiйних), що Ang → g в E для
кожного g ∈ E.

Отриманi тут результати iстотно доповнюють працю [2]. Їх ми застосовуємо i до
апроксимацiї нарiзно неперервних функцiй.

2 Апроксимацiя одиничного оператора в просторi C(Y )

pu-неперервними операторами

В працi [1] доведено (теорема 2, iмплiкацiя (i) ⇒ (ii)), що для кожного метризов-
ного компакта Y iснує така послiдовнiсть скiнченновимiрних лiнiйних pu-неперервних
операторiв Tn : C(Y ) → C(Y ), що Tng → g у просторi Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ).

З допомогою наступної леми ми зможемо покращити цей результат.

Лема 2.1. Нехай L — скрiзь щiльний лiнiйний пiдпростiр нормованого простору E,
M — скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр E, J : M → E — тотожне вкладення i
ε > 0. Тодi iснує такий лiнiйний неперервний оператор U : M → E, що U(M) ⊆ L i
‖J − U‖ ≤ ε.

Доведення. Нехай dimM = m i x1, . . . , xm — базис в M . Для кожного x ∈ M iснує

такий єдиний набiр ξ1, . . . , ξm скалярiв, що x =
m∑
k=1

ξkxk. Функцiя ‖x‖∞ = max
k=1,...,m

|ξk|

є нормою на M , яка еквiвалентна [6, c.157] звуженню на M вихiдної норми ‖ · ‖ про-
стору E, зокрема, iснує така константа C > 0, що ‖x‖∞ ≤ C‖x‖ для кожного x ∈ M .
Оскiльки L = E, то для кожного k = 1, . . . ,m iснує таке yk ∈ L, що ‖xk − yk‖ ≤ ε

Cm
.

Для кожного x =
m∑
k=1

ξkxk ∈ M покладемо Ux =
m∑
k=1

ξkyk. Зрозумiло, що U : M → E —

лiнiйний оператор, для якого U(M) ⊆ L. Оскiльки простiр M скiнченновимiрний, то
лiнiйний оператор U буде автоматично неперервним (це негайно випливає з iзоморфно-
стi всiх скiнченновимiрних нормованих просторiв однакової вимiрностi [7, c.128]). Для

x =
m∑
k=1

ξkxk ∈ M будемо мати

‖(J − U)x‖ = ‖
m∑
k=1

ξk(xk − yk)‖ ≤
m∑
k=1

|ξk|‖xk − yk‖ ≤ ε

Cm
· ‖x‖∞ ·m =

ε‖x‖∞
C

≤ ε‖x‖,

отже, ‖J − U‖ ≤ ε.

Теорема 1. Нехай Y — метризовний компакт i L — скрiзь щiльний лiнiйний пiдпро-
стiр простору Cu(Y ). Тодi iснує така послiдовнiсть лiнiйних pu-неперервних операторiв
An : C(Y ) → C(Y ), що imAn ⊆ L i dim imAn < ∞ для кожного n, причому Ang → g в
Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ).
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Доведення. Використавши згаданий вище результат з [1], побудуємо таку послiдовнiсть
скiнченновимiрних лiнiйних pu-неперервних операторiв Tn : C(Y ) → C(Y ), що Tng → g

в Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ). За побудовою простiр Mn = imTn скiнченновимiрний.
Нехай Jn : Mn → Cu(Y ) — тотожне вкладення. Застосовуючи лему 1 до банахового
простору E = Cu(Y ), для кожного n визначимо такий лiнiйний неперервний оператор
Un : Mn → Cu(Y ) (Mn надiляється топологiєю, iндукованою з Cu(Y )), що ‖Jn−Un‖ ≤ 1

n

i imUn ⊆ L.
Покладемо An = UnTn i покажемо, що послiдовнiсть операторiв An є шуканою.

Справдi, imAn ⊆ imUn = Un(Mn) ⊆ L. Тому imAn ⊆ L i образ imAn скiнченновимiрний,
адже таким є простiр Mn. Оператори An лiнiйнi (як композицiя таких операторiв) i pu-
неперервнi, адже Tn — pu-неперервний, а Un — uu-неперервний.

Нехай g ∈ C(Y ). Покажемо, що ‖Ang − g‖ → 0. Справдi, послiдовнiсть елементiв
Tng збiжна в Cu(Y ) до g, а значить, обмежена в Cu(Y ), тобто iснує таке число γ > 0,
що ‖Tng‖ ≤ γ для кожного n. В такому разi

‖Ang − g‖ = ‖UnTng − JnTng + Tng − g‖ ≤ ‖(Un − Jn)Tng‖+ ‖Tng − g‖

≤ ‖Un − Jn‖‖Tng‖+ ‖Tng − g‖ ≤ γ

n
+ ‖Tng − g‖ = αn.

Оскiльки αn → 0 при n → ∞, то i ‖Ang − g‖ → 0, що i треба було довести.

3 Апроксимацiя нарiзно неперервних функцiй

Подамо тут деякi застосування теореми 1.

Теорема 2. Нехай Y — метризовний компакт, X — довiльний топологiчний простiр, L
— скрiзь щiльний лiнiйний пiдпростiр банахового простору Cu(Y ) i ϕ : X → Cp(Y ) —
p-неперервне вiдображення. Тодi iснує така послiдовнiсть u-неперервних вiдображень
ϕn : X → L, що ϕn(x) → ϕ(x) в Cu(Y ) для кожного x ∈ X.

Доведення. Нехай (An)
∞
n=1 — послiдовнiсть, побудована в теоремi 1 для пiдпростору L.

Вiдображення ϕn = An ◦ϕ : X → L будуть u-неперервними, оскiльки ϕ — p-неперервне,
а An — pu-неперервнi. Далi, ϕn(x) = Anϕ(x) → ϕ(x) у Cu(Y ) для кожного x ∈ X.

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр, Y — метризовний компакт, L — скрiзь
щiльний лiнiйний пiдпростiр банахового простору Cu(Y ) i f : X × Y → R — нарi-
зно неперервна функцiя. Тодi iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних функцiй
fn : X × Y → R, що fx

n = fn(x, ·) ∈ L i fx
n → fx в Cu(Y ) для кожного x ∈ X.

Доведення. Асоцiйоване з функцiєю f вiдображення ϕ : X → Cp(Y ), ϕ(x) = fx = f(x, ·),
буде неперервним, тобто p-неперервним, оскiльки f — нарiзно неперервна функцiя
[2, теорема 1]. За теоремою 2 iснує така послiдовнiсть u-неперервних вiдображень
ϕn : X → C(Y ), що ϕn(x) → ϕ(x) в Cu(Y ) для кожного x ∈ X. Функцiї fn(x, y) =

ϕn(x)(y) будуть сукупно неперервними за теоремою 2 з [2]. До того ж fx
n = ϕn(x) →

ϕ(x) = fx у просторi Cu(Y ) для кожного x ∈ X.
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4 Апроксимацiя одиничного оператора в сепарабельному
банаховому просторi

Другий основний результат статтi спирається на наступну елементарну лему, в якiй
використовується поняття строго опуклої норми (див. [4, с.21] або [3, c.25]).

Лема 4.1. Нехай (E, ‖·‖) — сепарабельний банаховий простiр. В такому разi iснує така
строго опукла норма ‖ · ‖0 на E, що ‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤ 2‖x‖ для кожного x ∈ E.

Доведення. Вiдомо [5, гл V, §3, теорема 1], що iснує iзометричний iзоморфiзм J : E → P

сепарабельного банахового простору E на замкнений лiнiйний пiдпростiр P просто-

ру Cu[0, 1], норму якого позначимо тут символом ‖ · ‖∞. Норма ‖g‖2 =
( 1∫

0

g2(y)dy
) 1

2

на C[0, 1] породжена скалярним добутком, а тому строго опукла. Тодi i функцiя
‖g‖0 = ‖g‖∞ + ‖g‖2 є строго опуклою нормою на C[0, 1], як i її звуження на P . То-
му формула ‖x‖0 = ‖Jx‖0 визначає строго опуклу норму на E, причому для ко-
жного x ∈ E справджуються нерiвностi ‖x‖0 = ‖Jx‖∞ + ‖Jx‖2 ≥ ‖Jx‖∞ = ‖x‖,
‖x‖0 = ‖Jx‖∞ + ‖Jx‖2 ≤ 2‖Jx‖∞ = 2‖x‖.

Вiдомi i кращi теореми про перенормування (наприклад, теорема Троянського [3,
c.128]), але нам досить доведеного результату.

Теорема 4. Нехай L — скрiзь щiльний лiнiйний пiдпростiр сепарабельного нормованого
простору E. Тодi iснує така послiдовнiсть неперервних операторiв An : E → L, що
Anx → x в E для кожного x ∈ E.

Доведення. Оскiльки кожна лiнiйна скрiзь щiльна множина в лiнiйному нормованому
просторi є такою ж i в поповненнi цього простору, то не втрачаючи загальностi, вва-
жаємо, що E — сепарабельний банахiв простiр. Нехай ‖ · ‖ — норма в E, а L — лiнiйна
скрiзь щiльна множина в E.

Нехай, спочатку, норма ‖·‖ — строго опукла. Оскiльки пiдпростiр сепарабельного ме-
тричного простору є сепарабельним метричним простором, а вiдношення скрiзь щiльно-
стi є транзитивним, то iснує така послiдовнiсть точок xn ∈ L, що множина {xn : n ∈ N}
скрiзь щiльна в E. Для кожного номера n ∈ N позначимо через Ln лiнiйну оболонку
елементiв x1, . . . , xn. Тодi для кожного x ∈ E iснує елемент найкращого наближення
в Ln, який ми позначимо Anx (його iснування випливає з того, що Ln — скiнченно-
вимiрний пiдпростiр [4, твердження 1.3.1], а єдинiсть — з того, що норма в E строго
опукла [4, твердження 1.3.3]). Оскiльки множина {xn : n ∈ N} скрiзь щiльна в E, то
‖x − Anx‖ = inf

y∈Ln

‖x − y‖ → 0 при n → ∞. При цьому оператори An неперервнi як

проекцiї на скiнченновимiрний пiдпростiр [4, твердження 1.2.2].
Нехай тепер E — довiльний сепарабельний банахiв простiр. За лемою 4.1 iснує така

строго опукла норма ‖·‖0 на E, яка еквiвалентна вихiднiй нормi ‖·‖. За доведеним iснує
така послiдовнiсть операторiв An : E → L, неперервних у банаховому просторi (E, ‖·‖0),
що ‖Anx−x‖0 → 0 при n → ∞ для всiх x ∈ E. Оскiльки норми ‖ · ‖ i ‖ · ‖0 еквiвалентнi,
то оператори An неперервнi i в банаховому просторi (E, ‖ · ‖) та ‖Anx − x‖ → 0 при
n → ∞ для всiх x ∈ E.
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Using a theorem on the approximation of the identity in the Banach space Cu(Y ) of all

continuous functions g : Y → R, defined on a metrizable compact Y with the uniform norm,

we prove that for a topological space X, a metrizable compact Y , a linear subspace L of Y

dense in Cu(Y ) and a separately continuous function f : X × Y → R there exists a sequence

of jointly continuous functions fn : X × Y → R such that fx
n = f(x, ·) ∈ L and fx

n → fx in

Cu(Y ) for each x ∈ X.

Волошин Г.А., Маслюченко В.К., Нестеренко О.Н. Об апроксимации отображений со
значениями в пространстве непрерывных функций // Карпатские математические пуб-
ликации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 23–27.

С помощью теоремы об апроксимации единичного оператора в банаховом простран-
стве Cu(Y ) всех непрерывных функций g : Y → R, заданных на метризируемом компакте
Y с равномерной нормой, доказано, что для топологического пространства X, метризи-
руемого компакта Y , всюду плотного в Cu(Y ) линейного подпространства L и раздельно
непрерывной функции f : X × Y → R существует такая последовательность совокупно
непрерывных функций fn : X × Y → R, что fx

n = f(x, ·) ∈ L и fx
n → fx в Cu(Y ) для

каждого x ∈ X.


