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При допомозi парадетермiнантiв трикутних матриць дослiджуються формальнi експо-
ненцiальнi та логарифмiчнi ряди.

Вступ

Центральним методом комбiнаторного аналiзу є метод генератрис [1], [3], який базу-
ється на формальних операцiях з формальними степеневими рядами. Сьогоднi вiдомi
ефективнi рекурсивнi алгоритми таких операцiй (див. [2], стор. 569–582), проте вони
не дозволяють знайти явного вигляду загальних членiв їх результатiв. Застосування
апарату парадетермiнантiв трикутних матриць до дослiдження формальних операцiй
з рядами [4] дозволяє заповнити вказану прогалину.

В багатьох випадках розв’язання задач перелiку в комбiнаторному аналiзi iстотно
спрощується, якщо в ролi генератриси використовуються експоненцiальнi чи логариф-
мiчнi формальнi степеневi ряди.

Метою цiєї статтi є застосування апарату парадетермiнантiв та параперманентiв
трикутних матриць до дослiдження операцiй з формальними експоненцiальними та
логарифмiчними степеневими рядами.

1 Операцiї з експоненцiальними формальними степеневими рядами

Нехай A(z), B(z), X(z) – вiдповiднi позначення формальних факторiальних степене-
вих рядiв:

∞∑
i=0

ai
zi

i!
,

∞∑
i=0

bi
zi

i!
,

∞∑
i=0

xi
zi

i!
, a0 = b0 = x0 = 1.

Тодi справедливе наступне твердження:
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Твердження 1.1. Якщо

X(z) =
A(z)

B(z)
, (1)

то

xi =
i−1∑
j=0

(−1)j

(
i

j

)
(ai−j − bi−j) ·

〈
(j − r + 1)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s6j

, i = 1, 2, . . . . (2)

Тут i нижче ми вважаємо, що
〈

(0− r + 1)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s60

= 1, i = 1, 2, . . . .

Доведення. Iз рiвностi (1) випливає справедливiсть системи рiвнянь

ai =

(
i

0

)
bi +

(
i

1

)
x1bi−1 + . . . +

(
i

i− 1

)
xi−1b1 +

(
i

i

)
xi, i = 1, 2, . . .

Доведемо, що розв’язком цiєї системи рiвнянь є xi, що задається рiвнiстю (2).
Очевидно, що при i = 1 твердження – iстинне. Доведемо його iстиннiсть при i =

m + 1, якщо при i = 1, 2, . . . ,m воно – iстинне. Нехай
〈

(j − r + 1)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s6j

= Bj,

тодi

xm+1 = am+1 − bm+1 −
∑m

i=1

(
i

m+1

)
bm−i+1 · xi =

am+1 − bm+1 −
∑m

i=1

(
i

m+1

)
bm−i+1

∑i−1
j=0(−1)j

(
i
j

)
(ai−j − bi−j) ·Bj =

am+1 − bm+1 − (am − bm)b1B0

(
m
0

)(
m+1

m

)
+

(am−1 − bm−1)(b1B1

(
m
1

)(
m+1

m

)− b2B0

(
m−1

0

)(
m+1
m−1

)
)− . . . +

(−1)m(a1 − b1)(b1Bm−1

(
m

m−1

)(
m+1

m

)−
b2Bm−2

(
m−1
m−2

)(
m+1
m−1

)
+ . . . + (−1)m−1bmB0

(
1
0

)(
m+1

1

)
=

(am+1 − bm+1)B0 −
(

m+1
0

)
(am − bm)B1 + . . . + (−1)m

(
m+1

m

)
(a1 − b1)Bm =∑m

j=0(−1)j
(

m+1
j

)
(am−j+1 − bm−j+1)Bj.

Твердження 1.2. Якщо X(z) = 1
A(z)

, то

xi = (−1)i

〈
(i− r + 1)

(s− r + 1)
· as−r+1

as−r

〉

16r6s6i

, i = 1, 2, . . . . (3)

Доведення. З рiвностi X(z) = 1
A(z)

випливає система рiвнянь

(
i

0

)
ai +

(
i

1

)
ai−1x1 + . . . +

(
i

i− 1

)
a1xi−1 +

(
i

i

)
xi = 0, i = 1, 2, . . . .
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Розв’язком цiєї системи є xi з рiвностi (3). Покажемо це. При i = 1 твердження,
очевидно, iстинне. Доведемо його iстиннiсть при i = m + 1, якщо при i = 1, 2, . . . , m

воно – iстинне.
Нехай 〈

(i− r + 1)

(s− r + 1)
· as−r+1

as−r

〉

16r6s6i

= Ai,

тодi

xm+1 = −am+1 −
∑m

i=1

(
m+1

i

)
am−i+1 · xi =

−am+1 −
∑m

i=1

(
m+1

i

)
am−i+1(−1)iAi =

−am+1 −
(

m+1
1

)
amA1 −

(
m+1

2

)
am−1A2 + . . .− (−1)m

(
m+1

m

)
a1Am+1 =

(−1)m+1Am+1.

Таким чином, справедлива тотожнiсть

1

A(z)
= 1− 〈a1〉 · z

1

1!
+ ££

BB

2a1
a2

a1
a1

BB

££

· z
2

2!
− . . . + (−1)i£

£
£
£

B
B
B
B

ia1
ia2

a1
(i− 1)a1

... · · · . . .
ai

ai−1

ai−1

ai−2
· · · a1

B
B

B
B

£
£

£
£

· z
i

i!
+ . . . .

Теорема 1. Якщо X(z) = (A(z))p , тут

A(z) = 1 +
∞∑
i=1

ai
zi

i!
,

а p – деяке дiйсне число, то

xn = (−1)n

〈
(i− j + 1) · p− (j − 1)

(i− j) · p− j
· (n− j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6n

= (4)
[
(−1)δij

(i− j + 1) · p− (j − 1)

(i− j) · p− j
· (n− j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6n

Доведення. Рiвнiсть парадетермiнанта i параперманента в рiвностях (4) доводиться
винесенням iз кожного стовпця парадетермiнанта за його межi спiльного множника
(−1) i застосуванням теореми про зв’язок параперманента i парадетермiнанта. Розкла-
демо параперманент iз рiвностi (4) при n = k + 1 за елементами останнього рядка. При
цьому отримаємо рiвнiсть (4) при n = k.

Наслiдок 1.1. Справедливi наступнi комбiнаторнi тотожностi:

(A(z))n = 1 +
∞∑

k=1

(−1)k

〈
(i− j + 1) · n− (j − 1)

(i− j) · n− j
· (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· zk

k!
=

1 +
∞∑

k=1

[
(−1)δij

(i− j + 1) · n− (j − 1)

(i− j) · n− j
· (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k!
,
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(A(z))−n = 1 +
∞∑

k=1

(−1)k

〈
(i− j + 1) · n + (j − 1)

(i− j) · n + j
· (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· zk

k!
=

1 +
∞∑

k=1

[
(−1)δij

(i− j + 1) · n + (j − 1)

(i− j) · n + j
· (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k!
,

(A(z))
1
n = 1 +

∞∑

k=1

(−1)k

〈−(i− j + 1) + (j − 1) · n
−(i− j) + j · n · (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· zk

k!
=

1 +
∞∑

k=1

[
(−1)δij

−(i− j + 1) + (j − 1) · n
−(i− j) + j · n · (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k!
,

(A(z))−
1
n = 1 +

∞∑

k=1

(−1)k

〈
(i− j + 1) + (j − 1) · n

(i− j) + j · n · (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· zk

k!
=

1 +
∞∑

k=1

[
(−1)δij

(i− j + 1) + (j − 1) · n
(i− j) + j · n · (k − j + 1)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k!
,

в яких n – натуральне число.

Доведення. Для доведення цих тотожностей достатньо в рiвностi (4) замiнити p вiдпо-
вiдно на вирази: n, −n, 1

n
, − 1

n
.

2 Операцiї з логарифмiчними формальними степеневими рядами

Розглянемо деякi операцiї з формальними логарифмiчними степеневими рядами.
Нехай A(z), B(z), X(z) – вiдповiднi позначення формальних степеневих рядiв:

∞∑
i=0

ai
zi

i
,

∞∑
i=0

bi
zi

i
,

∞∑
i=0

xi
zi

i
, a0 = b0 = x0 = 1.

Тодi справедливе наступне твердження:

Твердження 2.1. Якщо

X(z) =
A(z)

B(z)
, (5)

то

xi =
i−1∑
j=0

(−1)j · i

(i− j)
· (ai−j − bi−j) ·

〈
(s− r + δsr)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s6j

, i = 1, 2, . . . . (6)

Тут, як i в випадку експоненцiальних рядiв, ми вважаємо, що
〈

(s− r + δsr)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s60

= 1, i = 1, 2, . . . .
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Доведення. Iз рiвностi (5) випливає справедливiсть системи рiвнянь

ai = bi +
i

1(i− 1)
· x1bi−1 + . . . +

i

(i− 1)1
· xi−1b1 + xi, i = 1, 2, . . .

Доведемо, що розв’язком цiєї системи рiвнянь є xi, що задається рiвнiстю (6).
Очевидно, що при i = 1 твердження – iстинне. Доведемо його iстиннiсть при i =

m + 1, якщо при i = 1, 2, . . . ,m воно – iстинне. Нехай
〈

(s− r + δsr)

(s− r + 1)
· bs−r+1

bs−r

〉

16r6s6j

= Bj,

тодi

xm+1 = am+1 − bm+1 −
∑m

i=1
m+1

i·(m−i+1)
· bm−i+1 · xi =

am+1 − bm+1 −
∑m

i=1
m+1

i·(m−i+1)
· bm−i+1

∑i−1
j=0(−1)j · i

(i−j)
· (ai−j − bi−j) ·Bj =

am+1 − bm+1 − (am − bm)b1B0 · m
m
· m+1

m
+

(am−1 − bm−1)(b1B1 · m
m−1

· m+1
m
− b2B0 · m−1

m−1
· m+1

(m−1)·2)− . . . +

(−1)m(a1 − b1)(b1Bm−1 · m
1
· m+1

m
−

b2Bm−2 · m−1
1
· m+1

(m−1)·2 + . . . + (−1)m−1bmB0 · 1
1
· m+1

m
) =

(am+1 − bm+1)B0 − m+1
1
· (am − bm)B1 + . . . + (−1)m · m+1

m
· (a1 − b1)Bm =∑m

j=0(−1)j · m+1
(m−j+1)

· (am−j+1 − bm−j+1)Bj.

Твердження 2.2. Якщо X(z) = 1
A(z)

, то

xi = (−1)i · i ·
〈

(s− r + δsr)

(s− r + 1)
· as−r+1

as−r

〉

16r6s6i

, i = 1, 2, . . . . (7)

Доведення. З рiвностi X(z) = 1
A(z)

випливає система рiвнянь

ai +
i

1(i− 1)
· ai−1x1 + . . . +

i

(i− 1)1
· a1xi−1 + xi = 0, i = 1, 2, . . . .

Розв’язком цiєї системи є xi з рiвностi (7). Покажемо це. При i = 1 твердження,
очевидно, iстинне. Доведемо його iстиннiсть при i = m + 1, якщо при i = 1, 2, . . . , m

воно – iстинне.
Нехай 〈

(s− r + δsr)

(s− r + 1)
· as−r+1

as−r

〉

16r6s6i

= Ai,

тодi

xm+1 = −am+1 −
∑m

i=1
m+1

m−i+1
· am−i+1 · xi =

−am+1 −
∑m

i=1
m+1

m−i+1
· am−i+1 · (−1)i · i · Ai =

−am+1 + m+1
m
· amA1 − m+1

m−1
· am−1 · 2 · A2 + . . .− (−1)m · m+1

1
· a1 ·m · Am+1 =

(−1)m+1 · (m + 1) · Am+1.
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Таким чином, справедлива тотожнiсть

1

A(z)
= 1−〈a1〉· z

1

1
+2·££

BB

a1
a2

2a1
a1

BB

££

· z
2

2
−. . .+(−1)i ·i·££

£
£

B
B
B
B

a1
a2

2a1
a1

... · · · . . .
(i−1)ai

iai−1

(i−2)ai−1

(i−1)ai−2
· · · a1

B
B

B
B

£
£

£
£ i

· z
i

i
+. . . .

Теорема 2. Якщо X(z) = (A(z))p , тут

A(z) = 1 +
∞∑
i=1

ai
zi

i
,

а p – деяке дiйсне число, то

xn = (−1)n · n ·
〈

(i− j + 1) · p− (j − 1)

(i− j) · p− j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6n

= (8)

n ·
[
(−1)δij

(i− j + 1) · p− (j − 1)

(i− j) · p− j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6n

.

Доведення. Рiвнiсть парадетермiнанта i параперманента в рiвностях (8) доводиться
винесенням iз кожного стовпця парадетермiнанта за його межi спiльного множника
(−1) i застосуванням теореми про зв’язок параперманента i парадетермiнанта. Розкла-
демо параперманент iз рiвностi (8) при n = k + 1 за елементами останнього рядка. При
цьому отримаємо рiвнiсть (8) при n = k.

Наслiдок 2.1. Справедливi наступнi комбiнаторнi тотожностi:

(A(z))n = 1 +
∞∑

k=1

(−1)k · k ·
〈

(i− j + 1) · n− (j − 1)

(i− j) · n− j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· zk

k
=

1 +
∞∑

k=1

·k ·
[
(−1)δij

(i− j + 1) · n− (j − 1)

(i− j) · n− j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k
,

(A(z))−n = 1+
∞∑

k=1

(−1)k · k ·
〈

(i− j + 1) · n + (j − 1)

(i− j) · n + j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· z
k

k
=

1 +
∞∑

k=1

·k ·
[
(−1)δij

(i− j + 1) · n + (j − 1)

(i− j) · n + j
· (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k
,

(A(z))
1
n = 1+

∞∑

k=1

(−1)k ·k ·
〈−(i− j + 1) + (j − 1) · n

−(i− j) + j · n · (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· z
k

k
=

1 +
∞∑

k=1

·k ·
[
(−1)δij

−(i− j + 1) + (j − 1) · n
−(i− j) + j · n · (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k
,

(A(z))−
1
n = 1+

∞∑

k=1

(−1)k ·k ·
〈

(i− j + 1) + (j − 1) · n
(i− j) + j · n · (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

〉

16j6i6k

· z
k

k
=
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1 +
∞∑

k=1

·k ·
[
(−1)δij

(i− j + 1) + (j − 1) · n
(i− j) + j · n · (i− j + δij)

(i− j + 1)
· ai−j+1

ai−j

]

16j6i6k

· zk

k
,

в яких n – натуральне число.

Доведення. Для доведення цих тотожностей достатньо в рiвностi (8) замiнити p вiдпо-
вiдно на вирази: n, −n, 1

n
, − 1

n
.
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