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Запропоновано спосiб побудови розв’язкiв матричних дiофантових рiвнянь AX+BY =
C над комутативними областями скiнченно породжених головних iдеалiв. Наведено у
певних випадках формули загальних розв’язкiв таких рiвнянь та встановлено критерiй
однозначностi в належному сенсi їх розв’язкiв.

Вступ

Лiнiйнi матричнi рiвняння, в тому числi матричнi дiофантовi рiвняння, вiдiграють
важливу роль в багатьох задачах теорiї керування [9, 11, 12, 17, 18, 19]. Розв’язування
лiнiйних матричних рiвнянь у випадку, коли їх коефiцiєнти є матрицi над полем P,

зводяться до розв’язування систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь над полем, зокрема
для дослiдження таких рiвнянь використовується кронекеровий добуток матриць [13, 9].
Способи розв’язування матричних дiофантових рiвнянь AX + BY = C, де A,B,C —
вiдомi, X, Y — невiдомi матрицi вiдповiдних розмiрiв над кiльцем полiномiв P [x] наве-
денi у працях [9, 12, 17, 18, 19]. У цiй статтi на основi стандартної форми пари матриць
(A,B) щодо узагальненої еквiвалентностi запропоновано метод побудови розв’язкiв мат-
ричних дiофантових рiвнянь AX + BY = C над комутативними областями скiнченно
породжених головних iдеалiв. Наведено формули загальних розв’язкiв таких рiвнянь
у випадках, коли пара матриць (A,B) дiагоналiзується, а також встановлено критерiй
однозначностi в належному сенсi їх розв’язкiв.

1 Лiнiйнi порiвняння та дiофантовi рiвняння

Нехай R — комутативна область цiлiсностi, в якiй кожний скiнченно породжений
iдеал є головним, U(R) — група одиниць кiльця R. Елементи a, b ∈ R називають
асоцiйованими, якщо a = bu, u ∈ U(R). Через R′ позначаємо повну множину неасо-
цiйованих елементiв кiльця R, тобто таку множину, яка мiстить по одному елементу з
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кожного класу асоцiйованих елементiв, Rm — повну множину лишкiв за iдеалом (m)

породженим елементом m ∈ R або за модулем m [2, 14].
Вiдомi властивостi подiльностi елементiв та порiвнянь за iдеалом над кiльцем цiлих

чисел, евклiдовими кiльцями, кiльцями головних iдеалiв [1, 2, 7, 14]. Справедливiсть
бiльшостi iз них без особливих труднощiв доводиться i над кiльцями скiнченно поро-
джених головних iдеалiв. Нагадаємо тут деякi iз них, якi будуть використовуватися
при подальшому викладi.

Лема 1.1. [7]. У кiльцi R клас лишкiв a за модулем m, m 6= 0, тобто a(mod m), можна
представити у виглядi сукупностi усiх попарно рiзних класiв лишкiв за модулем md, де
d 6= 0, наступним чином:

a(modm) =
⋃
r∈Rd

(a+mr)(modmd),

де об’єднання класiв лишкiв за модулем md поширюється на всi лишки довiльної повної
множини лишкiв Rd за модулем d.

Клас елементiв x ≡ x0(modm), кожен з яких задовольняє порiвняння ax ≡ b(mod m),

називають розв’язком цього порiвняння.

Лема 1.2. Нехай
ax ≡ b(mod m) (1)

i (a,m) = d, де a, b, m, d ∈ R. Порiвняння (1) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
d | b (дiлить), тобто b = b1d.

Нехай a = a1d, b = b1d, m = m1d, де (a1,m1) = 1, i x ≡ x0(mod m1) — розв’язок
порiвняння

a1x ≡ b1(mod m1). (2)

Тодi загальний розв’язок порiвняння (1) має вигляд:

x ≡ x0 +m1r(mod m),

де r — будь-який елемент iз Rd.

Доведення. Необхiднiсть очевидна. Доведемо достатнiсть. Нехай (a,m) = d i d | b. Тодi,
подiливши обидвi частини порiвняння (1) i модуль на їх спiльний дiльник d, отримаємо
порiвняння (2), де (a1,m1) = 1. Iснують такi елементи u, v кiльця R, що a1u+m1v = 1.

Звiдси маємо, що a1u ≡ 1(mod m1). Домножимо обидвi частини цього порiвняння на
b1 6= 0, тобто a1ub1 ≡ b1(mod m1). Отже, x ≡ ub1(mod m1) — розв’язок порiвняння (2).
Нехай ub1 = x0. Тодi, застосувавши лему 1.1 про кратнi модулi, одержимо, що загальним
розв’язком порiвняння (1) є x ≡ x0 +m1r(mod m), де r — будь-який елемент iз Rd.

Наслiдок 1.1. Порiвняння (1) має єдиний розв’язок x ≡ x0(modm) такий, що x0 ∈ Rm,

тодi i тiльки тодi, коли (a,m) = 1.
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Лема 1.3. Нехай
ax+ by = c (3)

— лiнiйне дiофантове рiвняння над кiльцем R i (a, b) = d. Рiвняння (3) має розв’язок
тодi i тiльки тодi, коли d | c.

Нехай a = a1d, b = b1d, c = c1d, де (a1, b1) = 1, i x0, y0 — розв’язок рiвняння

a1x+ b1y = c1,

тобто x0 — розв’язок порiвняння a1x ≡ c1(modb1) i y0 =
c1 − a1x0

b1
. Тодi загальний

розв’язок рiвняння (3) має вигляд

x = x0 +
b

d
r + bk, y = y0 −

a

d
r − ak,

де r i k — будь-якi елементи iз Rd i R вiдповiдно.

Доведення легко одержується iз леми 1.1 та леми 1.2.

Наслiдок 1.2. Рiвняння (3) має єдиний розв’язок x0, y0 такий, що x0 ∈ Rb тодi i тiльки
тодi, коли (a, b) = 1.

2 Стандартна форма пари матриць

Нехай R — комутативна область скiнченно породжених головних iдеалiв з дiагональ-
ною редукцiєю матриць [10], тобто для кожної матрицi A iз кiльця матриць M(n,R)

iснують оборотнi матрицi U, V ∈ GL(n,R) такi, що

UAVA = DA = diag(ϕ1, . . . , ϕn), ϕi | ϕi+1, i = 1, . . . , n− 1.

Якщо ϕi ∈ R′, i = 1, . . . , n, то матриця DA визначена однозначно i її називають
канонiчною дiагональною формою матрицiA. Такими кiльцями є зокрема кiльця скiнченно
породжених головних iдеалiв з умовою адекватностi елементiв [8, 3, 4, 5].

Означення 2.1. [15]. Набори матриць (A1, . . . , Ak) i (B1, . . . , Bk), Ai, Bi ∈ M(n,R),

i = 1, . . . , k, називаємо узагальнено еквiвалентними, якщо Ai = UBiVi, i = 1, . . . , k, для
деяких оборотних матриць U i Vi над R.

У роботах [15, 16] встановленi форми пари матриць щодо узагальненої еквiвалент-
ностi.

Теорема 2.1. Нехай R — адекватне кiльце [8], тобто область скiнченно породжених
головних iдеалiв, в якiй для кожного ненульового елемента a ∈ R i кожного елемента
b ∈ R iснують такi елементи c, d ∈ R, що a = cd, причому c є взаємно простим iз b, а
кожний необоротний дiльник di елемента d має необоротний спiльний дiльник iз b ∈ R.
Нехай A,B ∈M(n,R) — неособливi матрицi,

DA = Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn), DB = Ψ = diag(ψ1, . . . , ψn)
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— їх канонiчнi дiагональнi форми.
Тодi пара матриць (A,B) узагальнено еквiвалентна до пари (DA, TB), де TB має

вигляд:

TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ψ1 0 · · · 0

t21ψ1 ψ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
tn1ψ1 tn2ψ2 · · · ψn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ (4)

i tij ∈ R′δij , де δij =
(
ϕi

ϕj
, ψi

ψj

)
, i, j = 1, . . . , n, i > j, R′δ — максимальна пiдмножина

множиниRδ така, що для будь-яких a, b ∈ R′δ i кожного u ∈ U(R) має мiсце спiввiдношення
ua 6≡ b (mod δ) .

Пару матриць (DA, TB), визначену теоремою 2.1, називають стандартною формою
пари матриць (A,B) або стандартною парою матриць.

Наслiдок 2.1. Нехай A,B ∈ M(n,R). Якщо (detA, detB) = 1, то пара матриць (A,B)

узагальнено еквiвалентна до пари дiагональних матриць (DA, DB).

Якщо пара матриць (A,B) узагальнено еквiвалентна до пари дiагональних матриць
(DA, DB), то кажуть, що пара матриць (A,B) дiагоналiзується [6]. Cформулюємо критерiй
дiагоналiзовностi пар матриць:

Теорема 2.2. Нехай матрицi A,B ∈ M(n,R) неособливi. Тодi пара матриць (A,B)

узагальнено еквiвалентнa до пари дiагональних матриць (DA, DB) в тому i тiльки тому
випадку, коли матрицi (adj A)B i (adj DA)DB є еквiвалентними, де adj A — матриця,
складена з алгебраїчних доповнень елементiв i транспонована (приєднана, взаємна
матриця).

3 Побудова розв’язкiв матричного рiвняння AX +BY = C

Нехай R — комутативна область скiнченно породжених головних iдеалiв з дiаго-
нальною редукцiєю матриць,

AX +BY = C (5)

— матричне дiофантове рiвнянння, де A,B,C — вiдомi, X, Y — невiдомi n× n-матрицi
над R.

Вiдомо [9, 18], що матричне рiвняння (5), в якому A,B,C — матрицi над кiльцем
полiномiв, має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується хоча б одна з умов:

a) найбiльший спiльний лiвий дiльник матриць A i B є лiвим дiльником матрицi C;

б) матрицi ‖A B C‖ та ‖A B 0‖ правоеквiвалентнi.
Без труднощiв можна показати, що цi умови розв’язностi справедливi i для мат-

ричних дiофантових рiвнянь (5) над кiльцями скiнченно породжених головних iдеалiв.
Вкажемо спосiб побудови розв’язкiв цих рiвнянь, використовуючи стандартну форму
пари матриць.
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Нехай матричне дiофантове рiвнянння (5) розв’язне i нехай пара матриць (A,B) iз
рiвняння (5) узагальнено еквiвалентна до стандартної пари (DA, TB), де

DA = Φ = UAVA = diag(ϕ1, . . . , ϕn),

TB = UBVB = triang(ψ1, . . . , ψn)

— нижня трикутна матриця вигляду (4) з головною дiагоналлю

DB = Ψ = diag(ψ1, . . . , ψn),

U , VA, VB ∈ GL(n,R). Тодi з рiвняння (5) отримуємо рiвняння

DAX̃ + TBỸ = C̃, (6)

де X̃ = V −1
A X, Ỹ = V −1

B Y, C̃ = UC.

Рiвняння (6) називаємо асоцiйованим до рiвняння (5). Пару матриць X0, Y0, що
задовольняє рiвняння (5), називаємо розв’язком цього рiвняння. Тодi

X̃0 = V −1
A X0, Ỹ0 = V −1

B Y0 (7)

— розв’язок рiвняння (6). Розв’язок (7) рiвняння (6) є асоцiйованим до розв’язку X0, Y0

рiвняння (5).
З матричного рiвняння (6) отримуємо систему лiнiйних рiвнянь

ϕix̃ij +
i−1∑
l=1

ψlỹljtil + ψiỹij = c̃ij, i, j = 1, . . . , n, (8)

де X̃ = ‖x̃ij‖n1 , Ỹ = ‖ỹij‖n1 , C̃ = ‖c̃ij‖n1 . Розв’язування цiєї системи зводиться до
послiдовного розв’язування лiнiйних дiофантових рiвнянь вигляду (3). За розв’язками
системи лiнiйних рiвнянь (8) будуємо розв’язки X̃, Ỹ матричного рiвняння (6). Тодi
X = VAX̃, Y = VBỸ — розв’язки матричного рiвняння (5).

4 Матричне рiвняння AX +BY = C iз дiагоналiзовною парою матриць
(A,B)

Нехай пара матриць (A,B) дiагоналiзується, тобто

UAVA = DA = Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn),

UBVB = DB = Ψ = diag(ψ1, . . . , ψn)
(9)

для деяких матриць U , VA, VB ∈ GL(n,R). Тодi з рiвняння (5) отримуємо рiвняння

ΦX̃ + ΨỸ = C̃, (10)

де X̃ = V −1
A X, Ỹ = V −1

B Y, C̃ = UC.
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Система лiнiйних рiвнянь (8) набуде вигляду

ϕix̃ij + ψiỹij = c̃ij, i, j = 1, . . . , n. (11)

Нехай x̃
(0)
ij , ỹ

(0)
ij — деякий розв’язок системи лiнiйних дiофантових рiвнянь (11).

Загальний розв’язок системи рiвнянь (11), враховуючи лему 1.3, матиме вигляд:

x̃ij = x̃
(0)
ij + ψi

dii
ri + ψikij,

ỹij = ỹ
(0)
ij −

ϕi

dii
ri − ϕikij,

де dii = (ϕi, ψi), ri та kij — будь-якi елементи iз Rdii
та R вiдповiдно, i, j = 1, . . . , n. Тодi

X̃0 = ‖x̃(0)
ij ‖n1 , Ỹ0 = ‖ỹ(0)

ij ‖n1

— розв’язок рiвняння (10). Таким чином ми отримали наступну теорему.

Теорема 4.1. Нехай пара матриць (A,B) iз матричного рiвняння (5) дiагоналiзується
до пари (Φ,Ψ) вигляду (9). Тодi загальним розв’язком матричного рiвняння (10), асоцiйованого
до рiвняння (5), є

X̃ = X̃0 + diag( ψ1

d11
r1, . . . ,

ψn

dnn
rn) L+ ΨK,

Ỹ = Ỹ0 − diag( ϕ1

d11
r1, . . . ,

ϕn

dnn
rn) L− ΦK,

де dii = (ϕi, ψi), ri — будь-якi елементи iз Rdii
, i = 1, . . . , n; L = ‖lij‖n1 , lij = 1, i, j =

1, . . . , n; K = ‖kij‖n1 , kij — будь-якi елементи кiльця R.
Загальним розв’язком рiвняння (5) є

X = VAX̃, Y = VBỸ .

5 Однозначнiсть розв’язкiв матричного дiофантового рiвняння

Теорема 5.1. Матричне рiвняння (6) має єдиний розв’язок

X̃0=‖x̃(0)
ij ‖n1 , Ỹ0=‖ỹ(0)

ij ‖n1 (12)

такий, що
x̃

(0)
ij ∈ Rψi

, i, j=1, . . . , n, (13)

тодi i тiльки тодi, коли (detDA, detTB) = 1.

Доведення. З матричного рiвняння (6) отримуємо систему лiнiйних рiвнянь (8), розв’я-
зування якої зводиться до послiдовного розв’язування лiнiйних дiофантових рiвнянь
вигляду (3).

Для матричного рiвняння (6) iснує єдиний розв’язок X̃0 = ‖x̃(0)
ij ‖n1 , Ỹ0 = ‖ỹ(0)

ij ‖n1 такий,
що x̃(0)

ij ∈ Rψi
, i, j = 1, . . . , n, тодi i тiльки тодi, коли кожне iз лiнiйних дiофантових

рiвнянь вигляду (3) має єдиний розв’язок x̃(0)
ij , ỹ

(0)
ij такий, що x̃(0)

ij ∈ Rψi
, i, j = 1, . . . , n, а

це за наслiдком 1.2 буде тодi i тiльки тодi, коли (ϕi, ψi) = 1 для всiх i = 1, . . . , n. Звiдси
отримуємо, що (detDA, detTB) = 1. Цим теорему доведено.
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Наслiдок 5.1. Нехай R — евклiдове кiльце, δ(a) — норма елемента a ∈ R, (DA, TB) —
стандартна пара матриць iз рiвняння (6) з головними дiагоналями

Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn), Ψ = diag(ψ1, . . . , ψn), ϕi, ψi ∈ R′, i=1, . . . , n,

де R′ — повна множина неасоцiйованих елементiв кiльця R.
Нехай далi

X̃0=‖x̃(0)
ij ‖n1 , Ỹ0=‖ỹ(0)

ij ‖n1 , x̃
(0)
ij ∈ R′, i, j=1, . . . , n, (14)

— розв’язок рiвняння (6). Тодi розв’язок (14) рiвняння (6) такий, що

δ(x̃
(0)
ij ) < δ(ψi), i, j=1, . . . , n,

єдиний тодi i тiльки тодi, коли (detDA, detTB) = 1.

Розв’язок рiвняння (6), асоцiйованого до рiвняння (5), вигляду (12)—(13) єдиний тодi
i тiльки тодi, коли (detDA, detTB) = 1, тобто (detA, detB) = 1. Тодi за наслiдком 2.1
пара матриць (A,B) дiагоналiзується до пари (Φ,Ψ). Асоцiйованим до рiвняння (5) буде
рiвняння вигляду (10).

Таким чином iз теореми 4.1 отримуємо формулу загального розв’язку рiвняння (6)
та рiвняння (5) у випадку його однозначностi.

Теорема 5.2. Нехай розв’язок X̃0=‖x̃(0)
ij ‖n1 , Ỹ0=‖ỹ(0)

ij ‖n1 , де x̃
(0)
ij ∈ Rψi

, i=1, . . . , n, є
єдиним розв’язком матричного рiвняння (6), асоцiйованого до рiвняння (5). Тодi загальним
розв’язком рiвняння (6) є

X̃ = X̃0 + ΨK, Ỹ = Ỹ0 − ΦK,

де (Φ,Ψ) — стандартна форма пари (A,B), K = ‖kij‖n1 , де kij — будь-якi елементи
кiльця R, i, j = 1, . . . , n.

Загальним розв’язком рiвняння (5) є

X = VAX̃, Y = VBỸ .
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A method of constructing of solutions of matrix Diophantine equations AX + BY = C

over commutative domains of finitely generated principal ideals is suggested. The formulas of
general solutions of such equations in some cases is proposed. The criterion of uniqueness in
the proper sense of their solutions is established.
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Карпатские математические публикации. — 2011. — Т.3, №2. — C. 49–56.

Предложен способ построения решений матричных диофантовых уравнений AX +
BY = C над коммутативными областями конечно порождённых главных идеалов. Приве-
дены в некоторых случаях формулы общих решений таких уравнений и установлен крите-
рий однозначности в надлежащем смысле их решений.


