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Наводяться достатнi умови, при виконаннi яких напiвгрупа, породжена двома авто-
морфiзмами кiльця многочленiв вiд двох змiнних над довiльним числовим полем, буде
вiльною. Порiвнюється у категорному розумiннi Бера сукупнiсть вiльних скiнченно поро-
джених пiднапiвгруп групи трикутних автоморфiзмiв iз сукупнiстю скiнченно породжених
пiднапiвгруп цiєї групи, якi не є вiльними.

Одним iз основних об’єктiв дослiджень сучасної алгебраїчної геометрiї є група авто-
морфiзмiв кiльця многочленiв вiд двох змiнних над фiксованим полем P, яка ще вiдома
як група автоморфiзмiв афiнної площини P2 або двовимiрна афiнна група Кремони
[9, 11]. Ця група має також важливi застосування у таких роздiлах сучасної математики,
як алгебраїчна геометрiя [6, 10], комутативна алгебра [10], теорiя асоцiативних алгебр
[3, 8], теорiя динамiчних систем [7, 8] тощо. Останнiм часом появилося ряд робiт, присвя-
чених вивченню теоретико-групової будови геометричних властивостей цiєї групи i її
пiдгруп трикутних чи унiтрикутних автоморфiзмiв (див. напр. [1, 8]).

Метою даної публiкацiї є характерiзацiя широкого класу вiльних 2-породжених пiд-
напiвгруп двовимiрної афiнної групи Кремони у випадку довiльного числового поля.
Ми наводимо достатнi умови аналiтичного характеру при виконаннi яких напiвгрупа,
породжена певними двома автоморфiзмами кiльця многочленiв P[x, y] вiд двох змiнних
над довiльним числовим полем P, буде вiльною напiвгрупою. Наведенi умови легко
перевiряються у конкретному випадку автоморфiзмiв, що дозволило побудувати кон-
кретнi зображення вiльної 2-породженої напiвгрупи автоморфiзмами кiльця многочле-
нiв P[x, y]. Крiм того, в роботi дослiджується сукупнiсть усiх вiльних скiнченно поро-
джених пiднапiвгруп групи трикутних автоморфiзмiв кiльця многочленiв P[x, y], яка
порiвнюється у категорному розумiннi Бера iз сукупнiстю тих скiнченно породжених
пiднапiвгруп цiєї групи, якi не є вiльними.
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Отже, нехай G = AutP[x, y] — група автоморфiзмiв кiльця многочленiв P[x, y] вiд
двох змiнних x, y над довiльним числовим полем P. Довiльний автоморфiзм кiльця
P[x, y] однозначно визначається образами елементiв x, y ∈ P:

x 7→ a(x, y), y 7→ b(x, y), (1)

де a(x, y), b(x, y) ∈ P[x, y], причому цi образи повиннi бути такими, щоб вiдображення
кiльця P[x, y] в себе, яке задається вiдповiднiстю

f(x, y) 7→ f(a(x, y), b(x, y)), f(x, y) ∈ P[x, y], (2)

було бiєктивним, а обернене до нього також задавалося парою многочленiв, тобто вiдпо-
вiднiстю вигляду (1).

У роботi [4] другим автором доведено таке твердження.

Лема 1. Нехай дано дiйснi матрицi A та B вигляду

A = a3

(
a1 a2

0 1

)
, B = b4

(
b1 b2
b3 0

)
,

крiм того, виконуються наступнi умови:

a3b4 6= 0, a1 > 0, a2 < 0, b2b3 > 0, b2b3 6= 1, b1b3 < 0.

Тодi матрицi A та B утворюють базис вiльної напiвгрупи рангу 2.

Кожному автоморфiзму кiльця многочленiв P[x, y] вiдповiдає матриця Якобi

J(x, y) =


∂a

∂x

∂a

∂y
∂b

∂x

∂b

∂y

 , (x, y) ∈ P2.

Наступне твердження характеризуватиме вiльнi 2-породженi напiвгрупи автоморфiзмiв
кiльця P[x, y] за допомогою матриць Якобi.

Теорема 1. Нехай дано два автоморфiзми кiльця P[x, y], яким вiдповiдають матрицi
Якобi J1(x, y) та J2(x, y). Якщо iснує точка (x0, y0) ∈ P2 така, що напiвгрупа, породжена
матрицями J1(x0, y0) та J2(x0, y0) є вiльною напiвгрупою з базою {J1(x0, y0), J2(x0, y0)},
то данi автоморфiзми утворюють двоелементний базис вiльної напiвгрупи.

Доведення. Нехай X = {z1, z2} — алфавiт з двох символiв. Розглянемо два напiвгруповi
слова u ≡ u(z1, z2) та v ≡ v(z1, z2) над алфавiтомX, якi вiдрiзняються своїми записами у
розумiннi графiчного порiвняння слiв. Знайдемо значення слiв u та v на даних автомор-
фiзмах, якi визначенi парами многочленiв (a1, b1), (a2, b2), a1, a2, b1, b2 ∈ P[x, y] вiдносно
операцiї суперпозицiї автоморфiзмiв, поклавши замiсть лiтери z1 вiдповiдно пару (a1, b1),
а замiсть лiтери z2 — пару (a2, b2). У результатi дiстанемо новi автоморфiзми, заданi
парами многочленiв u((a1, b1), (a2, b2)) та v((a1, b1), (a2, b2)).

Для доведення сформульованого твердження досить пересвiдчитись, що пари много-
членiв u((a1, b1), (a2, b2)) та v((a1, b1), (a2, b2)) є рiзними у розумiннi покомпонентного
порiвняння пар многочленiв.
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Нехай J1(x, y), J2(x, y), (x, y) ∈ P2 — вiдповiднi матрицi Якобi для даних автоморфiз-
мiв. Оскiльки суперпозицiї двох, а, як наслiдок, кiлькох автоморфiзмiв вiдповiдає мат-
риця Якобi, яка є добутком вiдповiдних матриць Якобi складових автоморфiзмiв супер-
позицiї, то для автоморфiзмiв, якi вiдповiдають парам многочленiв u((a1, b1), (a2, b2)) та
v((a1, b1), (a2, b2)), маємо такi матрицi Якобi

u(J1(x, y), J2(x, y)), v(J1(x, y), J2(x, y)), (x, y) ∈ P2.

Тут вказанi матрицi Якобi є значеннями напiвгрупових слiв u(z1, z2) та v(z1, z2) на
матрицях J1(x, y), J2(x, y) вiдносно операцiї добутку матриць, де замiсть лiтери z1 взято
матрицю J1(x, y), а замiсть лiтери z2 — матрицю J2(x, y).

Згiдно iз умовою сформульованого твердження, iснує точка (x0, y0) ∈ P2 така, що
напiвгрупа, породжена матрицями J1(x0, y0) та J2(x0, y0) є вiльною напiвгрупою рангу
2. Тодi, зважаючи на те, що напiвгруповi слова u(z1, z2), v(z1, z2) вiдрiзняються у гра-
фiчному розумiннi, матрицi

u(J1(x, y), J2(x, y)), v(J1(x, y), J2(x, y))

будуть рiзними. Тому автоморфiзми, якi задаються парами многочленiв
u((a1, b1), (a2, b2)) та v((a1, b1), (a2, b2)) також є рiзними.

Нагадаємо, що перетворення iз групи G називається трикутним автоморфiзмом
кiльця P[x, y], якщо воно задається парою многочленiв вигляду:

(α1x+ f(y), β1y + β2, )

де α1, β1, β2 ∈ P, f(y) ∈ P[y].

У наступному твердженнi наведемо конкретну конструкцiю вiльної 2-породженої
напiвгрупи, породженої трикутними автоморфiзмами кiльця многочленiв P[x, y].

Теорема 2. Нехай дано два трикутнi автоморфiзми iз групи G, якi задаються вiдповiд-
но парами многочленiв

(αx+ f(y), y), (g(x) + βy, γx+ τ), (3)

де f та g — многочлени однiєї змiнної над полем P, причому

α > 0, βγ > 0, βγ 6= 1, τ ∈ P,

а також iснує точка (x0, y0) ∈ P2 така, що виконуються нерiвностi f ′(y0) < 0 i γg′(y0) < 0.
Тодi автоморфiзми, якi задаються парами многочленiв (3), утворюють базис вiльної

напiвгрупи рангу 2.

Доведення. Випишемо матрицi Якобi, якi вiдповiдають даним автоморфiзмам кiльця
P[x, y]. Отже, маємо:

J1(x, y) =

(
α f ′(y)

0 1

)
, J2(x, y) =

(
g′(x) β

γ 0

)
, (x, y) ∈ P2.
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Iз умов сформульованої теореми випливає, що iснує така точка (x0, y0) ∈ P2, для якої
матрицi J1(x0, y0) та J2(x0, y0) задовольняють умови леми 1, тобто напiвгрупа, породже-
на цими матрицями, є вiльною напiвгрупою рангу 2 вiдносно бази {J1(x0, y0), J2(x0, y0)}.
Тодi згiдно iз теоремою 1, автоморфiзми iз групи G, якi задаються парами многочленiв
(3), утворюють базис вiльної напiвгрупи рангу 2.

Зазначимо, що у теоремi 2 замiсть пар многочленiв (3) можна розглядати такi пари:

(λ(αx+ f(y)), λy), (µ(g(x) + βy), µ(γx+ τ)),

для довiльних λ, µ ∈ P таких, що λµ 6= 0.
Нехай LG — група автоморфiзмiв кiльця P[x, y], де кожний автоморфiзм iз групи

G задається парою лiнiйних многочленiв виду (αx+ βy, γx+ τy), при цьому вiдповiдна

матриця Якобi J =

(
α β

γ τ

)
повинна бути невиродженою. Ця умова є необхiдною та

достатньою для того, щоб вiдображення кiльця P[x, y] в себе, яке задається вiдповiднiстю

f(x, y) 7→ f(αx+ βy, γx+ τy), f(x, y) ∈ P[x, y],

було бiєктивним.
Побудуємо тепер вiльнi 2-породженнi напiвгрупи в групi LG автоморфiзмiв кiльця

P[x, y], якi задаються парами лiнiйних многочленiв (такi автоморфiзми називаються
афiнними). Для цього необхiдними нам будуть деякi твердження, отриманi у роботi [4].

Теорема 3. Нехай дано fi = αiz + βi, i ∈ {1, 2} — лiнiйнi перетворення поля P. Якщо
їх коефiцiєнти задовольняють наступнi умови: 1) α1, α2 ∈ (2; +∞); 2) при всiх n,m ∈ Z
таких, що |n| + |m| 6= 0 маємо αn

1 6= αm
2 ; 3) β1 = β2 6= 0 або умови 4) α1 = α2, α1 ∈

(−∞;−1); 5)β1, β2 ∈ (0; +∞), β1 6= β2.
Тодi напiвгрупа, породжена перетвореннями f1 та f2, є вiльною напiвгрупою рангу

2 з вiльною базою {f1, f2}.

Нехай TLG — пiдгрупа групи LG, яка складається з так званих трикутних лiнiйних
автоморфiзмiв кiльця P[x, y], тобто таких автоморфiзмiв, що задаються вiдповiднiстю

f(x, y) 7→ f(αx+ β, γx+ τy), f(x, y) ∈ P[x, y].

При цьому матриця Якобi має трикутний вигляд:

J(x, y) = J =

(
α 0

γ τ

)
.

Iз наведених тверджень випливають такi наслiдки.

Теорема 4. Нехай задано два вiдображення кiльця многочленiв P[x, y] в себе, визначенi
вiдповiдностями

f(x, y) 7→ f(α1x+ β1, αx+ βy),

g(x, y) 7→ g(α2x+ β2, γx+ τy),

де f(x, y), g(x, y) ∈ P[x, y], α1β 6= 0 та α2τ 6= 0. Якщо коефiцiєнти α1, α2, β1, β2 задоволь-
няють умови 1)–3) або умови 4), 5) теореми 3, то вказанi вiдображення кiльця P[x, y] в
себе є автоморфiзмами, якi вiльно породжують вiльну напiвгрупу рангу 2.
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Доведення. Нехай для даних вiдображень виконуються умови 1)–3) теореми 3. Тодi

для першого вiдображення матриця Якобi має вигляд J1 =

(
α1 0

α β

)
, а для другого

— J2 =

(
α2 0

γ τ

)
. Оскiльки α1β 6= 0 та α2τ 6= 0, то матрицi J1 та J2 є невиродженими.

Отже, вказанi вiдображення визначають автоморфiзми кiльця P[x, y].НехайX = {z1, z2}
— алфавiт з двох символiв. Розглянемо два напiвгруповi слова u ≡ u(z1, z2) та v ≡
v(z1, z2) над алфавiтом X, якi вiдрiзняються своїми записами у розумiннi графiчного
порiвняння слiв. Знайдемо значення слiв u та v на даних автоморфiзмах, яким вiдпо-
вiдатимуть пари многочленiв u(α1x+ β1, α2x+ β2) та v(αx+ βy, γx+ τy). Але згiдно з
теоремою 3 многочлен u(α1x+ β1, a2x+ β2) не є тотожним многочленом, тому автомор-
фiзм, який визначається вiдповiднiстю

f(x, y)→ f(u(α1x+ β1, α2x+ β2), v(αx+ βy, γx+ τy)),

не тотожне перетворення. Тому напiвгрупа породжена цими автоморфiзмами є вiльною.
У випадку виконання умов 4), 5) теореми 3, для даних вiдображень, мiркування є

цiлком аналогiчними.

Таким чином, у теоремi 4 побудованi конкретнi зображення вiльних 2–породжених
пiднапiвгруп у групi LG лiнiйних автоморфiзмiв над довiльним числовим полем.

З’ясуємо тепер, яких напiвгруп серед усiх скiнченно породених пiднапiвгруп групи
TLG є бiльше в категорному розумiннi Бера: тих, що є вiльними, чи тих, що не є
вiльними [2]?

Отже, нехай P — деяке числове поле, H(P) — напiвгрупа усiх цiлих лiнiйних перетво-
рень поля P iHk(P) — її довiльний k-й (k ∈ N) декартiв степiнь. Нехай Fk(P) — множина
усiх кортежiв степеня Hk(P), компоненти яких породжують вiльну пiднапiвгрупу напiв-
групи H(P). Для довiльної фiксованої обмеженої пiдмножини Y, |Y | > 1, поля P на
степенi Hk(P) визначимо вiддаль dk,Y , де для довiльних двох впорядкованих наборiв
ϕ = (f1, f2, ..., fk) та ψ = (g1, g2, ..., gk) iз Hk(P), покладемо

dk,Y (ϕ, ψ) = max
1≤j≤k

sup
z∈Y
|fj(z)− gj(z)| .

У результатi отримаємо метричний простiр (Hk(P), dk,Y ).
Опишемо поняття “бiльшостi” у категорному розумiннi Бера. Отже, нехай S — на-

пiвгрупа, Sk — k-й (k ∈ N) декартiв степiнь напiвгрупи S. Наведемо умови, якi повинна
задовольняти напiвгрупа S, щоб бiльшiсть її пiднапiвгруп мали деяку властивiсть ρ (тут
розумiється, що ρ — деяке логiчне висловлювання про кожну пiднапiвгрупу напiвгрупи
S, яке однозначно є або iстинним або хибним). Нехай dk — функцiя вiддалi на степенi
Sk. Символом Fk позначимо сукупнiсть усiх кортежiв степеня Sk таких, що вiдповiдна
напiвгрупа, породжена компонентами цього кортежу має властивiсть ρ, а символом Nk

позначимо рiзницю множин Sk\Fk. Тодi вважаємо, що “бiльшiсть” скiнченно породже-
них пiднапiвгруп напiвгрупи S мають властивiсть ρ у категорному розумiннi Бера,
якщо виконуються наступнi умови: 1) для кожного k ∈ N вiдповiдна множина Fk є
всюди щiльною в Sk (у розумiннi топологiї, породженої метрикою dk); 2) для всiх k ∈
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N множина Fk є множиною другої категорiї Бера; 3)для всiх k ∈ N множина Nk є
множиною першої категорiї Бера.

Нехай Nk(P) = Hk(P)\Fk(P). У випадку, коли P — злiченне числове поле, то у
розумiннi топологiї, породженої метрикою dk,Y , має мiсце таке твердження [4], [5].

Теорема 5. Множини Fk(P) та Nk(P) є множинами першої категорiї Бера.

Якщо P — незлiченне числове поле, то правильними є наступнi твердження [4].

Лема 2. Множина Fk(P), Nk(P) — пiдмножини в Hk(P), якi побудованi вище. Тодi
1) Множина Fk(P) є всюди щiльною в Hk(P);

2) Множина Fk(P) є множиною другої категорiї Бера;
3) Множина Nk(P) — нiде не щiльна в Hk(P).

На основi леми 2, отримуємо таке твердження.

Теорема 6. Бiльшiсть k-породжених (k ∈ N) пiднапiвгруп напiвгрупи H(P) у випадку
незлiченного числового поля P, є вiльними у категорному розумiннi Бера.

Зважаючи на теорему 6, приходимо до висновку, що “бiльшiсть” k-породжених пiд-
напiвгруп групи TLG трикутних лiнiйних автоморфiзмiв кiльця P[x, y] над незлiченним
полем P, є вiльними; це розумiється у тому сенсi, що сукупнiсть усiх кортежiв довжини
k, складених iз перших компонент пар многочленiв виду (αx + β , γx + τy), f(x, y) ∈
P2, ατ 6= 0, якi визначають базис вiльної пiднапiвгрупи у групi TLG, є “бiльшою” у
категорному розумiннi Бера, нiж сукупнiсть тих кортежiв довжини k, складених iз
перших компонент пар многочленiв вказаного вигляду, якi задають k-елементний базис
пiднапiвгруп групи TLG, що не є вiльними. У цьому випадку говоритемемо, що маємо
“бiльшiсть” у категорному розумiннi Бера вiльних k-породжених пiднапiвгруп групи
TLG трикутних автоморфiзмiв за першою компонентою.

Зазначимо, що у випадку пiдгрупи усiх трикутних афiнних автоморфiзмiв кiльця
многочленiв P[x, y] у групi G, якi визначаються парами многочленiв виду

f(x, y) 7→ f(αx+ β, g(x, y)), g(x, y), f(x, y) ∈ P[x, y],

приходимо до аналогiчного висновку про бiльшiсть вiльних k-породжених пiднапiвгруп
цiєї групи.

Теорема 7. Бiльшiсть k-породжених (k ∈ N) пiднапiвгруп групи TLG трикутних
лiнiйних автоморфiзмiв та групи усiх трикутних афiнних автоморфiзмiв кiльця мно-
гочленiв P[x, y] вiд двох змiнних над незлiченним числовим полем P, є вiльними у
категорному розумiннi Бера за першою компонентою.

Зауважимо, що у випадку k = 1 теорема 7 стверджує, що бiльшiсть циклiчних
пiднапiвгруп групи TLG трикутних лiнiйних автоморфiзмiв та групи усiх трикутних
афiнних автоморфiзмiв кiльця многочленiв P[x, y] у випадку незлiченного поля P є
нескiнченними пiднапiвгрупами у категорному розумiннi Бера.
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Dovghey Zh., Sumaryuk M. Free subsemigroups in automorphism group of a polynomial ring
of two variables over number fields, Carpathian Mathematical Publications, 3, 2 (2011), 64–70.

Sufficient conditions under which the semigroup generated by two automorphism of the
polynomial ring in two variables over a number field P will be free are given. The set of free
finitely generated subsemigroups of the triangle automorphism subgroup in AutP [x, y] and the
set of non-free finitely generated of semigroups of this groups are compared in categorial sense
of Baire.

Довгей Ж.И., Сумарюк М.И. Свободные подполугруппы в группе автоморфизмов кольца
многочленов от двух переменных над числовыми полями // Карпатские математические
публикации. — 2011. — Т.3, №2. — C. 64–70.

Приводятся достаточные условия, при выполнении которых полугруппа, порожденная
двумя автоморфизмами кольца многочленов от двух переменных над произвольным чис-
ловым полем, будет свободной. Сравнивается в смысле категории Бера совокупность
свободных конечно порожденных подполугрупп группы треугольных автоморфизмов из
совокупностью конечно порожденных подполугрупп этой группы, которые не свободны.


