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Доведено, що кожна двостороння пiдмножина спадково берiвського простору розклад-
на. Встановлено, що розкладна множина A ⊆ X є двосторонньою, у випадку, коли (i)
X — досконалий паракомпакт, або (ii) A i X \A — лiнделефовi, а X — цiлком регулярний.

Вступ

Пiдмножину A топологiчного простору X ми називаємо

• функцiональною Gδ-множиною або множиною типу G∗δ , якщо множина A є
перетином послiдовностi функцiонально вiдкритих множин в X;

• функцiональною Fσ-множиною або множиною типу F ∗σ , якщо множина A є
об’єднанням послiдовностi функцiонально замкнених множин в X;

• (функцiонально) двосторонньою в X, якщо A є одночасно (функцiональною) Gδ-
i (функцiональною) Fσ-множиною в X;

• розкладною, якщо для довiльної непорожньої замкненої в X множини F множина
F ∩ A ∩ F \ A є нiде не щiльною в F .

Зрозумiло, що в досконало нормальному просторi множина є типу Fσ /Gδ/ тодi i
тiльки тодi, коли вона є функцiональною Fσ-множиною /Gδ-множиною/.

Розкладнi i функцiонально двостороннi множини вiдiграють важливу роль при
вивченнi властивостей характеристичних функцiй. Так, вiдомо, що характеристична
функцiя множини A ⊆ X належить до першого класу Бера тодi i тiльки тодi,
коли A є функцiонально двосторонньою множиною (див., наприклад, [2]). Крiм того,
характеристична функцiя множини A ⊆ X є точково розривною на довiльнiй замкненiй

2000 Mathematics Subject Classification: 54H05, 54C50.
Ключовi слова i фрази: розкладна множина, функцiонально двостороння множина.

c©Карлова О., 2011



72 Карлова О.

множинi (тобто, звуження цiєї функцiї на довiльну замкнену множину має точку
неперервностi), тодi i тiльки тодi, коли множина A розкладна [3, c. 115].

Ф. Гаусдорф [4, c. 462] показав, що кожна двостороння пiдмножина повного
метричного простору є розкладною. К. Куратовський [5] i Д. Монтґомерi [7] з
допомогою так званої M-операцiї встановили, що кожна розкладна пiдмножина
метризовного простору є двосторонньою, а в роботах Е. Майкла [6] та К. Наґамi [8]
цей факт був доведений з використанням паракомпактностi метризовного простору.

В цiй статтi ми розглядаємо розкладнi i функцiонально двостороннi пiдмножини
неметризовних просторiв.

1 Локально F ∗σ - i G∗δ-множини

Означення 1.1. Пiдмножина A топологiчного простору X є локально F ∗σ - /G∗δ-/ в
точцi x, якщо iснує такий вiдкритий окiл U точки x в X, що U ∩ A є множиною типу
F ∗σ /G∗δ/ в просторi X.

Зауважимо, що якщо X — метризовний простiр i A ⊆ X є локально Fσ-множиною
/Gδ-множиною/ в кожнiй своїй точцi, то A є типу Fσ /Gδ/ в X (див. [3, c. 366]).

Означення 1.2. F ∗σ -ядром /G∗δ-ядром/ множини A ми називаємо сукупнiсть всiх точок
множини A, в яких вона є локально типу F ∗σ /G∗δ/, i позначаємо через F ∗σ (A) /G∗δ(A)/.

Зрозумiло, що F ∗σ (A) ⊆ A /G∗δ(A) ⊆ A/ для будь-якої множини A.

Твердження 1.1. Нехай A — лiнделефовий пiдпростiр топологiчного простору X,
такий, що F ∗σ (A) = A. Тодi множина A є типу F ∗σ в X.

Доведення. Оскiльки A ⊆ F ∗σ (A), то A ⊆
⋃
x∈A

Ux, де Ux — вiдкритий окiл точки x ∈ A,

такий, що Ux∩A є F ∗σ -множиною в X. З лiнделефовостi множини A випливає, що iснує

така послiдовнiсть точок xn ∈ A, що A =
∞⋃
n=1

(Uxn ∩A). Очевидно, що тодi множина A є

типу F ∗σ в X.

Твердження 1.2. Нехай A — лiнделефовий пiдпростiр цiлком регулярного простору
X, такий, що G∗δ(A) = A. Тодi множина A є типу G∗δ в X.

Доведення. Для кожної точки x ∈ A виберемо такий вiдкритий окiл Ux точки x, що
Ux ∩ A є множиною типу G∗δ в X. Оскiльки X цiлком регулярний, то для всiх x ∈ A

iснує такий функцiонально вiдкритий окiл Wx точки x, що Wx ⊆ Ux. З лiнделефовостi

множини A випливає, що iснує така послiдовнiсть точок xn ∈ A, що A =
∞⋃
n=1

(Wxn ∩ A).

Оскiльки Wxn ∩A = Uxn ∩A ∩Wxn , то множина Wxn ∩A є типу G∗δ в X для всiх n ∈ N.

Позначимо G =
∞⋃
n=1

Wxn . Зауважимо, що множина G є функцiонально вiдкритою в

X. Тодi з рiвностей

A = A ∩G = G \ (G \ A) = G \ (
∞⋃
n=1

Wxn \ A) = G \ (
∞⋃
n=1

(Wxn \ (Wxn ∩ A)))

випливає, що множина A є типу G∗δ в X.
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Наступний приклад показує, що умова лiнделефовостi множини A в твердженнях 1.1
i 1.2 не може бути послаблена до паракомпактностi.

Приклад 1. Iснує метризовний пiдпростiр A компактного гаусдорфового простору X,
який є типу F ∗σ i G∗δ в кожнiй своїй точцi, але не є нi типу F ∗σ , нi типу G∗δ в X.

Доведення. Вiзьмемо в ролi простору X подвiйне коло Александрова [1, c. 405], тобто
множину X = C1 ∪ C2, де Ci = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = i} при i = 1, 2, з наступною
топологiєю. Базисним околом точки p ∈ C2 є множина {p}, а базу околiв точки p ∈ C1

утворюють множини вигляду Uε(p) = Vε(p)∪π(Vε(p)\{p}), де Vε(p) — це дуга довжини ε
кола C1 з серединою в точцi p, а π — це вiдображення проектування кола C1 на коло C2

з точки (0, 0). Простiр X з такою топологiєю є компактним гаусдорфовим простором.
Нехай A = C2. Оскiльки A – незлiченний дискретний пiдпростiр простору X, то вiн

є паракомпактним i не є лiнделефовим. Для будь-якої точки p ∈ A множина U = {p}
є вiдкритим околом цiєї точки, причому U ∩ A = {p} є функцiонально замкненою
множиною в X, оскiльки X є нормальним простором з першою аксiомою злiченностi.
Таким чином, A ⊆ F ∗σ (A) ∩G∗δ(A).

Покажемо, що множина A не є типу Fσ в X. Справдi, припустимо, що iснує

послiдовнiсть замкнених в X множин Fn, така, що A =
∞⋃
n=1

Fn. Оскiльки X —

компактний простiр, то кожна множина Fn компактна в X, а значить, i в A. З
дискретностi простору A випливає, що кожна множина Fn скiнченна, що приводить
до суперечностi, адже множина A не є злiченною.

Припустимо тепер, що множина A є типу G∗δ в X. Тодi A =
∞⋂
n=1

ϕ−1
n ((0, 1]), де

ϕn : X → [0, 1] — неперервна функцiя для кожного n ∈ N. Зауважимо, що функцiя
ϕ : X → [0, 1]N, ϕ(x) = (ϕn(x))n∈N, неперервна. Оскiльки множина C2 компактна, то
множина ϕ(C2) замкнена, а, отже, i функцiонально замкнена в [0, 1]N. Тому з рiвностi
A = ϕ−1([0, 1]N \ ϕ(C2)) випливає, що множина C1 є функцiонально вiдкритою в X. А
це суперечить тому факту, що A не є Fσ-множиною.

2 Розкладнi i функцiонально двостороннi множини

Означення 2.1. Топологiчний простiр X називається спадково берiвським, якщо
кожна його замкнена пiдмножина є берiвським простором.

Означення 2.2. Множина A ⊆ X називається розкладною, якщо для довiльної
замкненої непорожньої множини F множина F ∩ A ∩ F \ A є нiде не щiльною в F .

Твердження 2.1. Нехай X — спадково берiвський простiр i A ⊆ X — двостороння
множина. Тодi A розкладна.

Доведення. Зауважимо, що достатньо показати, що для берiвського простору X i для
довiльної двосторонньої множини B ⊆ X множина B ∩ X \B є нiде не щiльною в X.
Позначимо B1 = B i B2 = X \B1. Легко бачити, що

B1 ∩B2 = (B1 \B1) ∪ (B2 \B2).
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Оскiльки Bi — двостороння множина, то Bi \ Bi є Fσ-множиною при i = 1, 2. Крiм
того, доповнення до кожної з множин Bi \ Bi є всюди щiльним, тому кожна замкнена
пiдмножина множини Bi \ Bi є нiде не щiльною, а множини Bi \ Bi є першої категорiї
при i = 1, 2. Тодi, оскiльки множина B1 ∩ B2 є замкненою множиною першої категорiї
в берiвському просторi X, вона нiде не щiльна в X.

Покажемо, що умова спадкової беровостi простору X в твердженнi 2.1 не може бути
послаблена до беровостi.

Приклад 2. Iснує берiвський простiр X ⊆ R2 i двостороння множина A ⊆ X, яка не є
розкладною.

Доведення. Нехай X = (Q × {0}) ∪ (R × (0, 1]), F = Q × {0} i A — довiльна щiльна
в F множина, така, що множина F \ A також щiльна в F . Зауважимо, що A i F \ A
є Fσ-множинами в F , тому A є двосторонньою в замкненiй множинi F , а значить, i в
X.

Для пiдмножини A топологiчного простору X покладемо

GX(A) = {x ∈ X : (∃Ux− вiдкритий окiл точки x)(Ux∩A− двостороння множина вX)}

Лема 2.1. Нехай X — досконалий паракомпакт i A ⊆ X. Тодi множина A є
двосторонньою в X тодi i тiльки тодi, коли GX(A) = X.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай множина A є двосторонньою. Для x ∈ X покладемо
Ux = X. Тодi Ux ∩ A є двосторонньою множиною в X, звiдки x ∈ GX(A).

Достатнiсть. Для кожного x ∈ X виберемо такий вiдкритий окiл Ux, що множина
Ux ∩ A є двосторонньою в X. Оскiльки простiр X паракомпаткний, то iснує вiдкрите
локально скiнченне покриття V = (Vs : s ∈ S) простору X, вписане в покриття (Ux : x ∈
X). Зрозумiло, що A =

⋃
s∈S

(Vs ∩ A). Оскiльки для кожного s ∈ S iснує таке x ∈ X, що

Vs ⊆ Ux, то Vs∩A = Vs∩Ux∩A, звiдки випливає, що множина Vs∩A є двосторонньою в
X, адже Vs є двосторонньою множиною. Тому за теоремою Майкла [1, c. 430] множина
A є двосторонньою.

Теорема 1. Нехай X — досконалий паракомпакт i A ⊆ X — розкладна множина. Тодi
A — двостороння в X.

Доведення. Припустимо, що множина A не є двосторонньою. Тодi F = X \GX(A) 6= ∅
згiдно з лемою 2.1. Зрозумiло, що множина F замкнена в X. Покажемо, що D = F , де
D = F \ A. Мiркуючи вiд супротивного припустимо, що C = F \D 6= ∅ i доведемо, що
C ⊆ GX(A). Справдi, нехай x0 ∈ C. Тодi iснує такий вiдкритий окiл U точки x0, що
U ∩ D = ∅. Множина W = U \ F вiдкрита в X, тому W є двосторонньою множиною.
Згiдно з [1, c. 457] W є досконалим паракомпактом. Крiм того, оскiльки W ⊆ GX(A),
то W = GW (A). За лемою 2.1 множина A ∩W є двосторонньою в W , а значить, i в X.
Зауважимо, що

U ∩ A = (W ∩ A) ∪ (U ∩ F ∩ A).
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Оскiльки U ∩ F ⊆ A, а множина U ∩ F двостороння в X, то i U ∩ A є двосторонньою
множиною. Таким чином, x0 ∈ GX(A), звiдки C ⊆ GX(A). З iншого боку, C ∩ F =

F \D 6= ∅, суперечнiсть. Отже, F \ A = F .
Зауважимо, що множина A щiльна в F . Справдi, якщо x ∈ F i V — довiльний

вiдкритий окiл точки x в X, то A ∩ V 6= ∅, адже множина A ∩ V не є двосторонньою в
X. Доведемо тепер, що F ∩ A = F . Для цього вiзьмемо точку x′ ∈ F i вiдкритий окiл
V ′ точки x′ в X. Тодi множина V ′ ∩F не порожня i вiдкрита в F . Тому V ′ ∩F ∩A 6= ∅,
оскiльки множина A щiльна в F . Таким чином, x′ ∈ F ∩ A.

Отже, F \ A ∩ F ∩ A = F , що суперечить розкладностi множини A.

Теорема 2. Нехай X — цiлком регулярний простiр i A ⊆ X — лiнделефова розкладна
множина, причому множина X \ A також лiнделефова. Тодi A є функцiонально
двосторонньою множиною в X.

Доведення. Припустимо, що A не є множиною типу F ∗σ в X. Тодi множина A \ F ∗σ (A)

не порожня згiдно з твердженням 1.1. Покладемо

F = A \ F ∗σ (A).

Позначимо B = X \ A i покажемо, що B ∩ F = F . Нехай це не так. Тодi

C = F \B ∩ F 6= ∅.

Доведемо, що C ⊆ F ∗σ (A). Виберемо довiльну точку x0 ∈ C. Нехай U — такий
функцiонально вiдкритий окiл точки x0 в X, що U∩B∩F = ∅. Тодi для довiльної точки
x ∈ U ∩ B iснує такий функцiонально вiдкритий окiл Ux цiєї точки, що Ux ∩ F = ∅.
Оскiльки простiр U ∩ B є типу Fσ в B, то вiн лiнделефовий [1, c. 292]. Тому iснує
послiдовнiсть точок xn ∈ U ∩ B, така, що сiм’я (Uxn : n ∈ N) є покриттям множини

U ∩ B. Покладемо U0 =
∞⋃
n=1

Uxn . Тодi множина U0 є функцiонально вiдкритою в X,

причому U ∩B ⊆ U0 ⊆ X \ F .
Легко бачити, що A ∩ U0 ⊆ F ∗σ (A). Слiд зазначити, що A ∩ U0 є лiнделефовою

множиною, адже вона є типу Fσ в A. Тодi ми одержимо, що A ∩ U0 ⊆
∞⋃
n=1

(Vn ∩ A),

де Vn — вiдкрита множина i Vn ∩ A є F ∗σ -множиною в X для всiх n ∈ N. Тодi множина

A ∩ U0 =
∞⋃
n=1

(Vn ∩ A) ∩ U0 є типу F ∗σ в X. Зауважимо, що U \ U0 ⊆ A. Тодi

U ∩ A = (U \ U0) ∪ (U ∩ U0 ∩ A).

Оскiльки множина U \ U0 є типу F ∗σ в X, то U ∩ A також є F ∗σ -множиною в X. Отже,
x0 ∈ F ∗σ (A) i C ⊆ F ∗σ (A).

Оскiльки непорожня множина C вiдкрита в F , то C ∩ (A \ F ∗σ (A)) 6= ∅, що
суперечить включенню C ⊆ F ∗σ (A). Таким чином, наше припущення не вiрне, i B ∩ F =

F .
Крiм того, легко бачити, що A ∩ F = F . Тодi A ∩ F ∩ B ∩ F = F , що суперечить

розкладностi множини A. Отже, A є F ∗σ -множиною в X.
Оскiльки множина B = X \ A також розкладна, то вона є типу F ∗σ в X. Тому A є

функцiонально двосторонньою множиною.
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We prove that every ambiguous subset of a hereditarily Baire space is decomposable. We
obtain that a decomposable set A ⊆ X is ambiguous when (i) X is a perfectly paracompact
space, or (ii) A and X \A are Lindelöf and X is a completely regular space.
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Доказано, что каждое двустороннее подмножество наследственно бэровского
протранства разложимо. Установлено, что разложимое множество A ⊆ X является
двусторонним, если (i) X — совершенный паракомпакт, или (ii) A и X \A — линделефовы,
а X — вполне регулярно.


