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Одержанi новi достатнi умови iснування обмежених при t ∈ R− розв’язкiв диферен-
цiально-функцiональних рiвнянь нейтрально типу. Крiм того, дослiдженi деякi власти-
востi таких розв’язкiв.

Розглянемо рiвняння вигляду

ẋ(t+ 1) = aẋ(t) + bx(qt) + cẋ(qt), (1)

де a, b, c, q — деякi дiйснi сталi, яке було об’єктом дослiдження багатьох математикiв
(див. [1-7] та цитовану у них лiтературу), i в даний час ряд питань їх теорiї достатньо
добре вивченi. Продовжуючи цi дослiдження, в данiй статтi встановлено новi достатнi
умови iснування неперервно-диференцiйовних обмежених при t ∈ R− розв’язкiв рiв-
няння i розроблено метод їх побудови.

Мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) a > 1, q > 1;

2) 2α
l

aq − a
≤ ∆ < 1, де α = max

{
1;

1

| ln a|

}
, l = max

{
|b|; |c|

}
.

Тодi рiвняння (1) має сiм’ю неперервно-диференцiйовних обмежених при t ∈ R−

розв’язкiв, що залежить вiд довiльної неперервної 1-перiодичної функцiї ω(t).

2000 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54B30.
Ключовi слова i фрази: диференцiально-функцiональне рiвняння, обмежений розв’язок, послiдовнi на-
ближення.

c©Качурiвський Р.I., 2011



78 Качурiвський Р.I.

Доведення. Розв’язки рiвняння (1) будуються у виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (2)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — неперервно-диференцiйовнi функцiї, якi визначаються спiввiдно-
шеннями

x0(t) =

t∫
−∞

aτω(τ)dτ, (30)

xi(t) =

t∫
−∞

∞∑
j=1

aj−1
(
bxi−1(q(τ − j)) + cẋi−1(q(τ − j))

)
dτ, (3i)

i = 1, 2, . . . ,

ω(t) — довiльна неперервна 1-перiодична функцiя.
Приймаючи до уваги умови теореми, методом математичної iндукцiї неважко по-

казати, що при t ∈ R−, i = 0, 1 . . . , мають мiсце оцiнки:

|ẋi(t)| ≤ M1∆
iat, |xi(t)| ≤ M2∆

iat, (4)

i = 0, 1, . . . ,

де M1, M2 — деякi додатнi сталi, M2 = M1
1

| ln a|
.

Отже, ряд (2), елементи якого визначаються спiввiдношеннями (3i), i = 0, 1, . . ., рiв-
номiрно збiгається при t ∈ R− до деякої неперервно-диференцiйовної функцiї
x(t, ω(t)), яка залежить вiд довiльної неперервної 1-перiодичної функцiї ω(t) i задо-
вольняє умови

|ẋ(t, ω(t))| ≤ M1

1−∆
at, |x(t, ω(t))| ≤ M2

1−∆
at. (5)

Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови:

1) a > 1, q > 1;

2) 2α
l

aq − a
≤ ∆ <

1

2
, де α = max

{
1;

1

| ln a|

}
, l = max

{
|b|; |c|

}
.

Тодi довiльний неперервно-диференцiйовний обмежений при t ∈ R− розв’язок γ(t)

рiвняння (1) можна представити у виглядi ряду (2), в якому функцiї xi(t) = xi(t, ω(t)),

i = 0, 1, . . . , визначаються спiввiдношеннями (3i), i = 0, 1, . . . , а ω(t) — деяка неперервна
1-перiодична функцiя.

Для доведення теореми достатньо показати, що для довiльного неперервно-диферен-
цiйовного обмеженого при t ∈ R− розв’язку γ(t) рiвняння (1) iснує неперервна 1-
перiодична функцiя ω(t), така що виконується спiввiдношення



Про обмеженi розв’язки диференцiально-функцiональних рiвнянь 79

γ(t) =
∞∑
i=0

xi(t, ω(t)). (6)

Такою, зокрема, буде функцiя w(t) = lim
m→∞

ωm(t), де wm(t), m = 0, 1, . . . визначаються
за допомогою спiввiдношень

ω0(t) = a−tγ̇(t), (7)

ωm(t) = a−tγ̇(t)− a−t

∞∑
i=1

ẋi(t, ωm−1(t)), m = 1, 2, . . . . (8)

Розглянемо тепер систему рiвнянь вигляду

ẋ(t+ 1) = Aẋ(t) +Bx(qt) + Cẋ(qt), (9)

де A,B,C — дiйснi сталi (n×n)-матрицi, q — дiйсна стала. При цьому вiдносно матрицi
A будемо припускати, що її власнi значення λi, i = 1, 2, . . . , n, задовольняють умови

λi 6= λj, |λi| 6= 0, 1, i, j = 1, 2, . . . n.

Тодi, як вiдомо, iснує замiна змiнних

x(t) = Sy(t),

де S — деяка стала неособлива (n× n)-матриця, яка приводить систему рiвнянь (9) до
вигляду

ẏ(t+ 1) = Λẏ(t) + B̃y(qt) + C̃ẏ(qt), (10)

де Λ = diag(λ1, . . . , λn), B̃ = S−1BS, C̃ = S−1CS.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються умови:

1) λi > 1, i = 1, 2, . . . , n, q > 1;

2) λq
∗ > λ∗, 2β

l

λq
∗ − λ∗ ≤ ∆ < 1, де

λ∗ = min
1≤i≤n

{λi}, λ∗ = max
1≤i≤n

{λi}, β = max
{
1;

1

| lnλ∗|

}
, l = max

{
|B̃|; |C̃|

}
,

|B̃| = max
i

n∑
j=1

|bij|, |C̃| = max
i

n∑
j=1

|cij|.

Тодi система рiвнянь (10) має сiм’ю неперервно-диференцiйовних обмежених при
t ∈ R− розв’язкiв, що залежить вiд довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-функцiї
ω(t).



80 Качурiвський Р.I.

Доведення. Розв’язки системи рiвнянь (10) будемо шукати у виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (11)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервно-диференцiйовнi вектор-функцiї, що є розв’язка-
ми послiдовностi систем

ẏ0(t+ 1) = Λẏ0(t), (120)

ẏi(t+ 1) = Λẏi(t) + B̃yi−1(qt) + C̃ẏi−1(qt), (12i)

i = 1, 2, . . . .

Системи рiвнянь (12i), i = 0, 1, . . ., мають множину неперервно-диференцiйовних
при t ∈ R− розв’язкiв вигляду

y0(t) =

t∫
−∞

Λτω(τ)dτ, (130)

yi(t) =

t∫
−∞

∞∑
j=1

Λj−1
(
B̃yi−1(q(τ − j)) + C̃ẏi−1(q(τ − j))

)
dτ, i = 1, 2, . . . , (13i)

де ω(t) — довiльна неперервна 1-перiодична вектор-функцiя. Розмiрковуючи за iндук-
цiєю, неважко показати, що так визначенi вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є неперер-
вно-диференцiйовними при t ∈ R− i задовольняють умовам

|y0(t)| ≤ M1λ
t
∗, |ẏ0(t)| ≤ M2λ

t
∗, (140)

|yi(t)| ≤ M1∆
iλqt

∗ , |ẏi(t)| ≤ M2∆
iλqt

∗ , (14i)

i = 1, 2, . . .

де M1, M2 — деякi додатнi сталi, M1 = M2
1

| lnλ∗|
.

Iз (14i), i = 0, 1, . . ., безпосередньо випливає, що ряд (11), члени якого визначаються
спiввiдношеннями (13i), i = 0, 1, . . ., рiвномiрно збiгається при t ∈ R− до деякої не-
перервно-диференцiйовної вектор-функцiї y(t, ω(t)), яка залежить вiд довiльної непе-
рервної 1-перiодичної вектор-функцiї ω(t) i задовольняє умови

|y(t, ω(t))| ≤ M1

1−∆
λt
∗, |ẏ(t, ω(t))| ≤ M2

1−∆
λt
∗.

Теорема 3 доведена.

Теорема 4. Нехай виконуються умови:

1) λi > 1, i = 1, 2, . . . , n, q > 1;

2) λq
∗ > λ∗, 2β

l

λq
∗ − λ∗ ≤ ∆ <

1

2
, де
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λ∗ = min
1≤i≤n

{λi}, λ∗ = max
1≤i≤n

{λi}, β = max
{
1;

1

| lnλ∗|

}
, l = max

{
|B̃|; |C̃|

}
,

|B̃| = max
i

n∑
j=1

|bij|, |C̃| = max
i

n∑
j=1

|cij|.

Тодi довiльний неперервно-диференцiйовний обмежений при t ∈ R− розв’язок γ(t)

системи (10) можна подати у виглядi ряду (11), в якому вектор-функцiї yi(t) = yi(t, ω(t)),

i = 0, 1, . . . , визначаються спiввiдношеннями (13i), i = 0, 1, . . . , а ω(t) — деяка неперер-
вна 1-перiодична вектор-функцiя.

Аналогiчнi результати отриманi i для систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь
вигляду

ẏ(t+ 1) = Λẏ(t) + F (t, y(qt), ẏ(qt)), (15)

де Λ = diag(λ1, . . . , λn), q = const, F : R− × Rn × Rn → Rn.

Зокрема, доведена наступна теорема.

Теорема 5. Нехай виконуються умови:

1) λi > 1, i = 1, 2, . . . , n, q > 1;

2) F (t, 0, 0) = 0, t ∈ R−;
3) для довiльних (t, ¯̄x, ¯̄y), (t, x̄, ȳ) ∈ R× Rn × Rn має мiсце спiввiдношення

|F (t, ¯̄x, ¯̄y)− F (t, x̄, ȳ)| ≤ L(|¯̄x− x̄|+ |¯̄y − ȳ|),

де L — деяка додатна стала;

4) λq
∗ > λ∗, 2β

L

λq
∗ − λ∗ ≤ ∆ < 1, де

λ∗ = min
1≤i≤n

{λi}, λ∗ = max
1≤i≤n

{λi}, β = max
{
1;

1

| lnλ∗|

}
.

Тодi система рiвнянь (15) має сiм’ю неперервно-диференцiйовних обмежених при
t ∈ R− розв’язкiв у виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t),

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — неперервно-диференцiйовнi вектор-функцiї, що залежать вiд
довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-функцiї ω(t) i визначаються спiввiдношен-
нями

y0(t) =

t∫
−∞

Λτω(τ)dτ,
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y1(t) =

t∫
−∞

∞∑
j=1

Λj−1F
(
τ − j, y0(q(τ − j)), ẏ0(q(τ − j))

)
dτ,

yi(t) =

t∫
−∞

∞∑
j=1

Λj−1
(
F
(
τ − j,

i−1∑
j=0

yj(q(τ − j)),
i−1∑
j=0

ẏj(q(τ − j))
)

− F
(
τ − j,

i−2∑
j=0

yj(q(τ − j)),
i−2∑
j=0

ẏj(q(τ − j))
))

dτ,

i = 2, 3, . . .
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We obtain sufficient conditions for existence of continuously differentiable solutions of

differential-functional equations of neutral type with linear deviations of the argument bounded

on t ∈ R−. We also investigate the structure of these solutions.

Качуривский Р.И. Об ограниченных решениях дифференциально-функциональных уравне-
ний нейтрального типа // Карпатские математические публикации. — 2011. — Т.3, №2.
— C. 77–82.

Получены достаточные условия существования ограниченных при t ∈ R− решений
дифференциально- функциональных уравнений нейтрального типа, а также изучены не-
которые их свойства.


