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Використовуючи методи класичної теорiї потенцiалу, побудовано мультиплiкативну
сiм’ю операторiв, яка описує неоднорiдний дифузiйний процес на пiвпрямiй iз загальною
крайовою умовою Феллера-Вентцеля.

Вступ

В статтi за допомогою аналiтичних методiв знайдено iнтегральне зображення муль-
типлiкативної сiм’ї операторiв, яка описує неоднорiдний процес Феллера на пiвпрямiй,
такий, що в її внутрiшнiх точках вiн збiгається iз заданим дифузiйним процесом, а в
точцi нуль поведiнка цього процесу визначається загальною крайовою умовою Феллера-
Вентцеля ([1, 10]). Шукану сiм’ю операторiв представлено у виглядi суми двох тепло-
вих потенцiалiв, породжених звичайним фундаментальним розв’язком для оберненого
рiвняння дифузiї: потенцiалу Пуассона та потенцiалу простого шару. В одновимiрному
випадку, як вiдомо, загальна крайова умова Феллера-Вентцеля є комбiнацiєю чотирьох
доданкiв: трьох локальних, якi вказують на те, що в точцi нуль можливi затримка,
неперервне миттєве вiдбиття та обрив процесу вiдповiдно, а також нелокального, що
вiдповiдає за стрибкоподiбне повернення процесу з нуля в середину областi. Крайова
умова, що розглядається в цiй статтi, є комбiнацiєю всiх названих доданкiв. Обмеження
загальностi полягає лише в тому, що коефiцiєнт затримки є строго додатним в усiх
точках своєї областi визначення.

Вiдзначимо, що ранiше подiбна задача дослiджувалися за допомогою методiв кла-
сичної теорiї потенцiалу в роботах [3], [8], [9] для випадку однорiдностi дифузiйного
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процесу i вiдсутностi в крайовiй умовi Феллера-Вентцеля доданка, що вiдповiдає за мо-
жливiсть обриву процесу пiсля його попадання в точку нуль. В згадуваних вище роботах
[1, 10] (а також в оглядi [6]) проблема iснування напiвгрупи Феллера для одновимiрних
(однорiдних) дифузiйних процесiв, яка вiдповiдає загальним крайовим умовам, була
розв’язана за допомогою методiв загальної теорiї напiвгруп.

1 Основнi позначення

D — область {x : x > 0} на прямiй R; ∂D — межа областi D, ∂D = {0}; D —
замикання D, D = D ∪ ∂D.

Dr
s, D

p
x — символи частинної похiдної за змiнною s порядку r i будь-якої частинної

похiдної за x порядку p, де r i p — цiлi невiд’ємнi числа.
c, h — додатнi сталi (однi й тi самi позначення будуть використовуватися для рiзних

сталих, конкретнi значення яких нам не важливi); T — фiксоване додатне число.
Введемо позначення для функцiональних просторiв, якi будуть використовуватися

в роботi. Нехай I — деякий скiнченний пiвiнтервал або вiдрiзок, Γ — множина D, D,
або R.

Cb(Γ) — банахiв простiр всiх дiйсних функцiй f(x), заданих на Γ, обмежених i непе-
рервних на Γ, з нормою ‖f‖ = sup

x∈Γ
|f(x)|.

C
(2)
b (Γ) — банахiв простiр дiйсних функцiй, обмежених i неперервних на Γ разом з

похiдними перших двох порядкiв.
C

(2)
рiвн(Γ) — банахiв простiр дiйсних функцiй, обмежених i рiвномiрно неперервних на

Γ разом з похiдними перших двох порядкiв.
C(I × Γ) — простiр дiйсних функцiй, неперервних на I × Γ.
C1,2(I×Γ) — простiр дiйсних функцiй g(s, x), заданих на I×Γ, неперервно диференцi-

йовних за змiнною s на I та двiчi неперервно диференцiйовних за x на множинi Γ.
H

α
2 ([0, T ]) — простiр дiйсних функцiй, неперервних за Гельдером з показником α

2
на

вiдрiзку [0, T ] (0 < α < 1) ([7, гл. I, §1]).
H

α
2
, α([0, T ]× Γ) — простiр всiх дiйсних функцiй g(s, x), заданих на [0, T ]× Γ, непе-

рервних за Гельдером вiдносно s (з показником α
2
) рiвномiрно по x, а також вiдносно x

(з показником α) рiвномiрно по s (0 < α < 1) ([7, гл. I, §1]).

2 Постановка задачi та деякi допомiжнi факти

Нехай в областiD задано неоднорiдний дифузiйний процес, який визначається дифе-
ренцiальним оператором другого порядку As, s ∈ [0, T ], що дiє на C(2)

рiвн(D):

Asf(x) =
1

2
b(s, x)

d2f

dx2
(x) + a(s, x)

df

dx
(x), (1)

де a(s, x) i b(s, x) — дiйснi неперервнi обмеженi функцiї в областi [0, T ]×D, до того ж
b(s, x) ≥ 0 для всiх (s, x) ∈ [0, T ]×D. Припустимо також, що задано крайовий оператор
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Ls, s ∈ [0, T ], такого вигляду:

Lsf(0) = σ(s)Asf(0)− ζ(s)f ′(0) + γ(s)f(0) +

∫
D

[f(0)− f(y)]µ(s, dy), (2)

де функцiї σ, ζ, γ та мiра µ задовольняють наступним умовам:

a) σ(s), ζ(s), γ(s) — невiд’ємнi, неперервнi для s ∈ [0, T ];

b) µ(s, ·) — невiд’ємна мiра на D, така, що для довiльної обмеженої вимiрної на

D функцiї f iнтеграли Ff (s) =
1∫
0

yf(y)µ(s, dy) та Gf (s) =
∞∫
1

f(y)µ(s, dy) є непе-

рервними на вiдрiзку [0, T ];

c) σ(s) + ζ(s) + γ(s) + µ(s,D) > 0 для всiх s ∈ [0, T ].

Вiдзначимо, що оператор в (2) є оператором Феллера-Вентцеля ([1, 10]), за допомо-
гою якого визначається поведiнка процесу при виходi на межу областi. Коефiцiєнти
σ, ζ, та γ вiдповiдають за такi властивостi процесу в нулi, як його зупинка, миттєве
неперервне вiдбиття та обрив вiдповiдно. Мiра µ вiдповiдає за стрибкоподiбний вихiд
процесу з нуля.

Наша задача полягає в тому, щоб побудувати мультиплiкативну сiм’ю операторiв
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , якi описують неоднорiдний феллерiвський процес на D, iнфiнiтези-
мальний оператор Ãs якого визначений на функцiях f ∈ C

(2)
рiвн(D), таких, що

Lsf(0) = 0, (3)

i для цих функцiй Ãsf = Asf .
Згiдно з аналiтичним пiдходом до розв’язання поставленої задачi шукана сiм’я опе-

раторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , визначатиметься за допомогою розв’язку u(s, x, t) наступної
параболiчної крайової задачi:

∂u(s, x, t)

∂s
+

1

2
b(s, x)

∂2u(s, x, t)

∂x2
+ a(s, x)

∂u(s, x, t)

∂x
= 0, 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D, (4)

lim
s↑t

u(s, x, t) = ϕ(x), x ∈ D, (5)

− σ(s)
∂u(s, 0, t)

∂s
− ζ(s)

∂u(s, 0, t)

∂x
+ γ(s)u(s, 0, t)

+

∫
D

[u(s, 0, t)− u(s, y, t)]µ(s, dy) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T, (6)

де ϕ ∈ Cb(D) — задана функцiя.
В нашiй статтi задача (4)–(6) буде дослiджуватися при виконаннi таких додаткових

припущень:

1) функцiї a(s, x) та b(s, x) належать до класу H
α
2
, α([0, T ] × D), крiм того, iснують

сталi b i B такi, що 0 < b ≤ b(s, x) ≤ B для всiх (s, x) ∈ [0, T ]×D;
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2) σ(s) > 0 для всiх s ∈ [0, T ] i належить до класу H
α
2 ([0, T ]);

3) функцiя Ff (s) з b) належить до класу H
α
2 ([0, T ]) для всiх f ∈ Cb(D).

Зауваження 2.1. Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що ϕ ∈ Cb(R), а функцiї
a(s, x) та b(s, x) визначенi на [0, T ]× R i в цiй областi задовольняють властивiсть 1).

Враховуючи останнє зауваження i умову 1), можна стверджувати (див. [2, Додаток,
§6], [4, гл. IV, §11], [5, гл. II, §2]), що для рiвняння (4) в областi [0, T ]× R iснує фунда-
ментальний розв’язок, який позначимо через G(s, x, t, y), 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R.
Нагадаємо, що функцiя G(s, x, t, y) — невiд’ємна, неперервна за сукупнiстю змiнних,
неперервно диференцiйовна по s, двiчi неперервно диференцiйовна по x i для неї вико-
нуються нерiвностi (0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, 2r + p ≤ 2):

|Dr
sD

p
xG(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p
2 exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
. (7)

До того ж G(s, x, t, y) зображується у виглядi

G(s, x, t, y) = Z0(s, y − x, t, y) + Z1(s, x, t, y),

де

Z0(s, x, t, y) = [2πb(t, y)(t− s)]−
1
2 exp

{
− (y − x)2

2b(t, y)(t− s)

}
,

а для функцiї Z1(s, x, t, y) справджуються нерiвностi

|Dr
sD

p
xZ1(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p−α
2 exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
, (8)

де 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, 2r + p ≤ 2.
З умови 3) випливає, що для кожної функцiї f ∈ Cb(D) iснує коефiцiєнт Гельдера

cf , такий, що для всiх s, s′ ∈ [0, T ] виконується нерiвнiсть

|Ff (s)− Ff (s
′)| ≤ cf |s− s′|

α
2 .

Легко перевiрити, що cf , як функцiонал, визначений на лiнiйному просторi Cb(D), є
напiвнормою. Отже, має мiсце наступна лема.

Лема 2.1. Нехай для мiри µ з (2) виконана умова 3). Тодi для будь-якого числа M > 0

iснує така стала c > 0, що для всiх функцiй f ∈ Cb(D), обмежених числом M , i для всiх
s, s′ ∈ [0, T ] функцiя Ff (s) задовольняє нерiвнiсть

|Ff (s)− Ff (s
′)| ≤ c|s− s′|

α
2 .
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3 Розв’язання крайової задачi для рiвняння дифузiї

Встановимо класичну розв’язнiсть крайової задачi (4)–(6) методом граничних iнтег-
ральних рiвнянь. Це означає, що розв’язок цiєї задачi будемо шукати у виглядi

u(s, x, t) =

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy +

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ, (9)

де G — фундаментальний розв’язок рiвняння (4), ϕ ∈ Cb(R) — функцiя з умови (5),
а V (s, t, ϕ) — невiдома функцiя, яка пiдлягає визначенню. Перший iнтеграл у формулi
(9) надалi позначатимемо через u0(s, x, t), а другий — через u1(s, x, t). Нагадаємо (див.,
наприклад, [4, гл. IV], [5, гл. II]), що в теорiї параболiчних рiвнянь функцiї u0 та u1 ще
називаються потенцiалами Пуассона та простого шару вiдповiдно.

Припустимо a priori, що функцiя V (s, t, ϕ) — неперервна при s ∈ [0, t) i така, що
функцiя u1(s, x, t) неперервна в областi (s, x) ∈ [0, t]×D, задовольняє умову

lim
s↑t

u1(s, x, t) = 0,

якими б не були t ∈ (0, T ] i x ∈ D, а коли x з D прямує до нуля, то

∂u1(s, x, t)

∂x
−→ −V (s, t, ϕ)

b(s, 0)
+

t∫
s

∂Z1

∂x
(s, 0, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ, 0 ≤ s < t ≤ T. (10)

Це так зване спiввiдношення про стрибок — найбiльш важлива властивiсть потенцiалiв
простого шару (див. [4, гл. IV, §15], [5, гл. II, §3]). Тодi з означення та властивостей
фундаментального розв’язку G випливає, що функцiя u з (9) задовольняє рiвняння (4)
та "початкову"умову (5).

Отже, для побудови розв’язку задачi (4)–(6) залишилося пiдiбрати V у такий спосiб,
щоб для функцiї u з (9) була виконана умова (6). У першу чергу вiдзначимо, що якщо
взяти до уваги (5), то (6) зводиться, очевидно, до наступної рiвностi:

u(s, 0, t) = ϕ(0)−
t∫

s

g(τ, t)dτ, (11)

де

g(τ, t) = −ζ0(τ)
∂u(τ, 0, t)

∂x
+ γ0(τ)u(τ, 0, t) +

∫
D

[u(τ, 0, t)− u(τ, y, t)]µ0(τ, dy),

ζ0(τ) =
ζ(τ)

σ(τ)
, γ0(τ) =

γ(τ)

σ(τ)
, µ0(τ, dy) =

µ(τ, dy)

σ(τ)
.

Пiдставляючи тепер всюди в обох частинах рiвностi (11) замiсть функцiї u її вираз iз
(9), а замiсть ∂u

∂x

∣∣
x=0

— спiввiдношення (10), пiсля нескладних перетворень отримаємо
наступне iнтегральне рiвняння Вольтерра першого роду вiдносно V :

Ψ0(s, t, ϕ) =

∫ t

s

K0(s, τ)V (τ, t, ϕ)dτ, 0 ≤ s < t ≤ T, (12)
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де

K0(s, τ) = − ζ0(τ)

b(τ, 0)
−G(s, 0, τ, 0)−

τ∫
s

(
− ζ0(l)

∂Z1

∂x
(l, 0, τ, 0) + γ0(l)G(l, 0, τ, 0)

+

∫
D

[G(l, 0, τ, 0)−G(l, y, τ, 0)]µ0(l, dy)

)
dl,

Ψ0(s, t, ϕ) = u0(s, 0, t)− ϕ(0) +

t∫
s

(
− ζ0(l)

∂u0
∂x

(l, 0, t) + γ0(l)u0(l, 0, t)

+

∫
D

[u0(l, 0, t)− u0(l, y, t)]µ0(l, dy)

)
dl.

За допомогою прийому Гольмгрена зведемо це рiвняння до еквiвалентного рiвняння
Вольтерра другого роду. Для цього визначимо оператор

E(s, t)Φ =

√
2

π

d

ds

t∫
s

(ρ− s)−
1
2Φ(s, t, ϕ)dρ, 0 ≤ s < t ≤ T,

i подiємо ним на обидвi частини рiвняння (12). Пiсля вiдповiдних перетворень будемо
мати

V (s, t, ϕ) =

t∫
s

K(s, τ)V (τ, t, ϕ)dτ +Ψ(s, t, ϕ), 0 ≤ s < t ≤ T, (13)

де

K(s, τ)

=

√
2b(s, 0)

π

d

ds

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2

[
Z1(ρ, 0, τ, 0) +

τ∫
ρ

(
− ζ0(l)

∂Z1(l, 0, τ, 0)

∂x
+ γ0(l)G(l, 0, τ, 0)

+

∫
D

[G(l, 0, τ, 0)−G(l, y, τ, 0)]µ0(l, dy)

)
dl

]
dρ−

√
2b(s, 0)

π

ζ0(τ)

b(τ, 0)
(τ − s)−

1
2 ,

Ψ(s, t, ϕ) =
√
b(s, 0)E(s, t)Ψ0.

Доведемо, що для ядра K(s, τ) та функцiї Ψ(s, t, ϕ) справджуються нерiвностi

|K(s, τ)| ≤ c(τ − s)−1+α
2 , (14)

|Ψ(s, t, ϕ)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 . (15)

Розглянемо спочатку K(s, τ). Спростивши похiдну по змiннiй s в правiй частинi
виразу для K(s, τ), отримуємо

K(s, τ) =

√
2b(s, 0)

π
(K1(s, τ) +K2(s, τ) +K3(s, τ)) ,
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де

K1(s, τ) =
1

2

τ∫
s

(ρ− s)−
3
2 [Z1(s, 0, τ, 0)− Z1(ρ, 0, τ, 0)] dρ,

K2(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2

[
ζ0(ρ)

∂Z1(ρ, 0, τ, 0)

∂x
− γ0(ρ)G(ρ, 0, τ, 0)

]
dρ

+

[
Z1(s, 0, τ, 0)−

ζ0(τ)

b(τ, 0)

]
(τ − s)−

1
2 ,

K3(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2dρ

∫
D

[G(ρ, y, τ, 0)−G(ρ, 0, τ, 0)]µ0(ρ, dy).

Оцiнка (14) для K1 знаходиться з допомогою формули Лагранжа для приросту
Z1(ρ, 0, τ, 0) − Z1(s, 0, τ, 0) i нерiвностi (8) (при r = 1, p = 0), а її правильнiсть для
K2 є очевидним наслiдком нерiвностей (7), (8).

Щоб довести (14) для iнтеграла K3(s, τ), достатньо розглянути лише його складову

J(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2dρ

1∫
0

[Z0(ρ, y, τ, 0)− Z0(ρ, 0, τ, 0)]µ0(ρ, dy),

яка має "найгiршу"особливiсть порiвняно з iншими складовими виразу для K3.
Функцiю J(s, τ) запишемо у виглядi

J(s, τ) = J1(s, τ) + J2(s, τ), (16)

де

J1(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2dρ

1∫
0

[Z0(ρ, y, τ, 0)− Z0(ρ, 0, τ, 0)]µ0(τ, dy).

J2(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2dρ

1∫
0

[Z0(ρ, 0, τ, 0)− Z0(ρ, y, τ, 0)] (µ0(τ, dy)− µ0(ρ, dy)) ,

Знайдемо оцiнку для J1(s, τ).

|J1(s, τ)| ≤
1√
2πb

∣∣∣∣∣∣
τ∫

s

(ρ− s)−
1
2 (τ − ρ)−

1
2dρ

1∫
0

µ0(τ, dy)

1∫
0

∂

∂θ
e

−y2θ
2b·(τ−ρ)dθ

∣∣∣∣∣∣
=

1

2b
√
2πb

∣∣∣∣∣∣
τ∫

s

(ρ− s)−
1
2 (τ − ρ)−

3
2dρ

1∫
0

yµ0(τ, dy)

1∫
0

ye
−y2θ

2b·(τ−ρ)dθ

∣∣∣∣∣∣
=

1

2b
√
2πb

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

yµ0(τ, dy)

1∫
0

ye
−y2θ

2b·(τ−s)dθ

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2 (τ − ρ)−

3
2 e

−y2θ
2b·(τ−s)

ρ−s
τ−ρdρ

∣∣∣∣∣∣
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=
1

2b
√
2πb(τ − s)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

yµ0(τ, dy)

1∫
0

ye
−y2θ

2b·(τ−s)dθ

∞∫
0

z−
1
2 e

−y2θ
2b·(τ−s)

·zdz

∣∣∣∣∣∣ ≤ c(τ − s)−
1
2 . (17)

Розглянемо J2(s, τ). Використовуючи формулу Лагранжа для рiзницi Z0(ρ, 0, τ, 0)−
Z0(ρ, y, τ, 0), отримуємо

J2(s, τ) =

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2dρ

1∫
0

y
∂Z0(ρ, x, τ, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=θy

(µ0(τ, dy)− µ0(ρ, dy))

=

τ∫
s

(ρ− s)−
1
2 (τ − ρ)−1dρ

1∫
0

y(τ − ρ)
∂Z0(ρ, x, τ, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=θy

(µ0(τ, dy)− µ0(ρ, dy)) , (18)

де θ — деяке число з iнтервалу (0, 1).
Оскiльки функцiї fτ, ρ(y) = (τ − ρ)∂Z0(ρ,x,τ,0)

∂x

∣∣
x=θy

належать до класу Cb(D) для всiх
0 ≤ s < ρ < τ < t ≤ T i обмеженi деякою сталою на цiй множинi (див. (7) при
r = 0, p = 1), то, згiдно з твердженням леми 2.1, справджується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

1∫
0

y(τ − ρ)
∂Z0(ρ, x, τ, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=θy

(µ0(τ, dy)− µ0(ρ, dy))

∣∣∣∣∣∣ ≤ c(τ − ρ)
α
2 , (19)

де 0 ≤ s < ρ < τ < t ≤ T .
Iз спiввiдношень (18) i (19) випливає наступна оцiнка для J2(s, τ):

|J2(s, τ)| ≤ c(τ − s)−
1
2
+α

2 . (20)

Враховуючи (16), (17), (20), встановлюємо, що

|J(s, τ)| ≤ c(τ − s)−
1
2 .

Неважко переконатися в тому, що така сама нерiвнiсть буде справджуватися i для
K3(s, τ). Об’єднуючи знайденi оцiнки, отримуємо (14).

Далi, розглянемо функцiю Ψ(s, t, ϕ), яка входить до рiвняння (13). Для неї можна
записати формулу

Ψ(s, t, ϕ) =

√
2b(s, 0)

π

(
1

2

t∫
s

(ρ− s)−
3
2 [u0(ρ, 0, t)− u0(s, 0, t)] dρ

− [u0(s, 0, t)− ϕ(0)](t− s)−
1
2 −

t∫
s

(ρ− s)−
1
2

[
− ζ0(ρ)

∂u0(ρ, 0, t)

∂x

+ γ0(ρ)u0(ρ, 0, t) +

∫
D

[u0(ρ, 0, t)− u0(ρ, y, t)]µ0(ρ, dy)

]
dρ

)
. (21)

Застосовуючи формулу Лагранжа для приростiв u0(ρ, 0, t)− u0(s, 0, t) та u0(ρ, 0, t)−
u0(ρ, y, t), що входять до вiдповiдних iнтегралiв у правiй частинi (21), а також врахо-
вуючи вигляд функцiї u0 та нерiвностi (7), доводимо (15).
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Оцiнки (14) i (15) забезпечують iснування неперервного для s ∈ [0, t) розв’язку
рiвняння (13), який знаходиться за допомогою методу послiдовних наближень:

V (s, t, ϕ) =
∞∑
k=0

V (k)(s, t, ϕ), 0 ≤ s < t ≤ T,

де

V (0)(s, t, ϕ) = ψ(s, t, ϕ), V (k)(s, t, ϕ) =

t∫
s

K(s, τ)V (k−1)(τ, t, ϕ)dτ, k = 1, 2, . . . .

Крiм того, для функцiї V виконується нерiвнiсть

|V (s, t, ϕ)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , 0 ≤ s < t ≤ T. (22)

З допомогою оцiнок (7) i (22) ми доводимо, що побудована функцiя u(s, x, t) є
розв’язком задачi (4)–(6) з класу

C1,2([0, t)×D) ∩ C([0, t]×D), (23)

i для нього справджується нерiвнiсть

|u(s, x, t)| ≤ c‖ϕ‖, 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D. (24)

Зауваження 3.1. Якщо послiдовнiсть ϕn ∈ Cb(R) така, що lim
n→∞

ϕn(x) = ϕ(x) для всiх
x ∈ R i, крiм того, sup

n
‖ϕn‖ <∞, то lim

n→∞
V (s, t, ϕn) = V (s, t, ϕ) для всiх 0 ≤ s < t ≤ T .

Зауваження 3.2. Гладкiсть функцiї ϕ впливає на поведiнку V (s, t, ϕ) при s ↑ t. Зокре-
ма, якщо ϕ ∈ C

(2)
b (R), то розв’язок рiвняння (13) є неперервною функцiєю для s ∈ [0, t].

При цьому
|V (s, t, ϕ)| ≤ c(t− s)

1
2 .

Обгрунтуємо тепер, що побудований розв’язок u(s, x, t) задачi (4)–(6) є її єдиним
розв’язком з класу (23). Для цього достатньо зауважити, що функцiю u(s, x, t) можна
розглядати як єдиний розв’язок параболiчної першої крайової задачi:

∂U(s, x, t)

∂s
+

1

2
b(s, x)

∂2U(s, x, t)

∂x2
+ a(s, x)

∂U(s, x, t)

∂x
= 0, 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D,

lim
s↑t

U(s, x, t) = ϕ(x), x ∈ D,

U(s, 0, t) = υ(s, t), 0 ≤ s < t ≤ T,

де

υ(s, t) =ϕ(0)−
t∫

s

(
− ζ0(τ)

∂u

∂x
(τ, 0, t) + γ0(τ)u(τ, 0, t)

+

∫
D

[u(τ, 0, t)− u(τ, y, t)]µ0(τ, dy)

)
dτ,
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i виконується умова узгодження

lim
s↑t

υ(s, t) = ϕ(0).

Отже, доведено наступну теорему.

Теорема 1. Нехай для коефiцiєнтiв оператора As з (1), функцiй σ, ζ, γ i мiри µ з (2)
виконанi умови a), b) та 1)–3). Тодi для будь-якої функцiї ϕ ∈ Cb(R) задача (4)–(6) має
єдиний розв’язок з класу (23). Бiльше того, цей розв’язок зображується у виглядi (9) i
задовольняє нерiвнiсть (24).

4 Побудова процесу

Визначимо двопараметричну сiм’ю лiнiйних операторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , якi дiють
на функцiю ϕ ∈ Cb(R) за формулою

Tstϕ(x) =

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy +

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ, (25)

де функцiя V є розв’язком iнтегрального рiвняння Вольтерра другого роду (13). Пока-
жемо, що оператори Tst володiють такими властивостями:

i) якщо ϕ(x) ≥ 0 для всiх x ∈ D, то й Tstϕ(x) ≥ 0, для всiх 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D;

ii) оператори Tst — стискуючi, тобто ‖Tst‖ ≤ 1 для всiх 0 ≤ s < t ≤ T ;

iii) сiм’я операторiв Tst є мультиплiкативною, тобто для всiх 0 ≤ s < u < t ≤ T

виконується спiввiдношення

Tst = TsuTut. (26)

Властивiсть i) достатньо довести для випадку, коли функцiя ϕ— фiнiтна (див. заува-
ження 3.1). Зафiксуємо довiльне t ∈ (0, T ]. Нехай ϕ ∈ Cb(R) — фiнiтна i така, що
ϕ(x) ≥ 0 в областi D.

Якщо ϕ(x) = 0 для всiх x ∈ D, то з теореми 2 випливає, що й Tstϕ(x) = 0, для всiх
x ∈ D, s ∈ [0, t]. Отже, в цьому випадку властивiсть i) виконується.

Надалi, будемо вважати, що ϕ не скрiзь дорiвнює нулю на D. Позначимо через m —
мiнiмум функцiї Tstϕ(x) в областi (s, x) ∈ [0, t] ×D. Якщо припустити, що m < 0, то з
принципу максимуму (див. [7, гл. II]) випливає, що значення m може досягатися лише
при (s, x) ∈ (0, t)× {0}. Зафiксуємо s0 ∈ (0, t), для якого Ts0tϕ(0) = m. Тодi, враховуючи
теорему 14 з [7, стор. 69], бачимо, що виконання крайової умови (6) в деякому околi
точки s0 є неможливим. Отримана суперечнiсть вказує на те, що m ≥ 0, що й треба
було довести.

Властивiсть ii) доводиться аналогiчно до i) з використанням принципу максимуму.
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Для доведення iii) достатньо зауважити, що функцiя TsuTutϕ(x), 0 ≤ s < u < t ≤
T, x ∈ D, є розв’язком задачi (4)–(6) з класу (23) i цей розв’язок єдиний, що й забезпечує
виконання рiвностi (26).

Враховуючи властивостi i)− iii), робимо висновок ([2, стор. 79, теор. 2.1]), що муль-
типлiкативна сiм’я операторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T, визначає деякий неоднорiдний процес
Феллера на D. Нехай P (s, x, t, dy) — його ймовiрнiсть переходу, тодi для всiх ϕ ∈ Cb(D)

справджується рiвнiсть

Tstϕ(x) =

∫
D

P (s, x, t, dy)ϕ(y).

Використовуючи iнтегральне зображення мультиплiкативної сiм’ї операторiв Tst, мо-
жна визначити її iнфiнiтезимальний оператор Ãs, s ∈ [0, T ]. За означенням

Ãsf(x) = lim
h↓0

Ts s+hf(x)− f(x)

h
,

при умовi, що границя iснує (в розумiннi збiжностi по нормi). Пiдрахувавши дану гра-
ницю для довiльної функцiї f ∈ C

(2)
рiвн(D), встановлюємо, що

Ãsf(x) =

Asf(x), якщо x > 0,

ζ0(s)f
′(0)− γ0(s)f(0)−

∫
D

[f(0)− f(y)]µ0(s, dy), якщо x = 0.

Звiдси отримуємо, що Ãsf = Asf тодi i лише тодi, коли виконується крайова умова (3).
Отже, доведено наступну теорему.

Теорема 2. Нехай виконанi умови теореми 1. Тодi мультиплiкативна сiм’я операторiв
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T, заданих формулою (25), описує неоднорiдний процес Феллера на D,
генератор Ãs якого визначений на всiх функцiях f ∈ C

(2)
рiвн(D), таких, що задовольняють

умову (3), i для цих функцiй Ãsf = Asf .
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