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У данiй роботi розглядається лiнiйне диференцiальне рiвняння нейтрального типу з
двоточковими крайовими умовами. Агрегацiйно-iтеративним методом побудовано iтера-
цiйний процес для наближення точного розв’язку та доведено його збiжнiсть.

Вступ

Диференцiальнi рiвняння нейтрального типу знаходять своє застосування при мо-
делюваннi процесiв в екологiї [10], в задачах передачi сигналiв [7] та iн. Поведiнка роз-
в’язкiв таких рiвнянь значно складнiша, порiвняно з рiвняннями запiзнюючого типу.
Зокрема, розв’язки таких рiвнянь не згладжуються з ростом часу, ускладнюється побу-
дова наближених розв’язкiв. Зокрема, це стосується диференцiальних рiвнянь з лiнiйно
перетвореним аргументом [3]. Розроблено рiзнi пiдходи до побудови розв’язкiв рiвнянь
нейтрального типу: числовi [9], апроксимацiя системами звичайних диференцiальних
рiвнянь [5] та iн. У данiй роботi розглядається застосування агрегацiйно-iтеративного
методу, основи якого закладено в працях Ю.Д Соколова [6], М.О. Красносельського,
Е.А. Лiфшiца i А.В. Соболєва [2] та розвинуто Н.С. Курпелем [4] та Б.А. Шуваром
[8]. Для лiнiйного диференцiального рiвняння з лiнiйно перетвореним аргументом цей
метод застосований у працi [1].
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1 Перетворення диференцiального рiвняння.

Розглянемо агрегацiйно-iтеративний метод у застосуваннi до наближеного розв’язу-
вання диференцiального рiвняння нейтрального типу

x′′(t) = a0(t)x(t) + a1(t)x(λt) + b0(t)x
′(t) + b1(t)x

′(λt) + d(t)x′′(λt) + f(t), (1)

з крайовими умовами вигляду x(0) = x0, x(t1) = x1, де λ ∈ (0, 1), t1 > 0, функцiї a0, a1 i
f — неперервнi, b0 i b1 — неперервно диференцiйовнi, а d— двiчi неперервно диференцi-
йовна на iнтервалi (0, t1).

Крайова задача для рiвняння (1) зводиться до iнтегрального рiвняння шляхом iнте-
грування частинами в межах вiд 0 до t. Проiнтегрувавши рiвняння (1) одержимо:

x′(t) = c+ b0(t)x(t) +
1

λ
b1(t)x(λt) +

1

λ
d(t)x′(λt)− 1

λ2
d′(t)x′(λt)

+

∫ t

0

f(s) ds+

∫ t

0

(a0(s)− b′0(s))x(s) ds+

∫ t

0

(a1(s)−
1

λ
b′1(s) +

1

λ2
d′′(s))x(λs) ds,

де c = (1 − 1
λ
d(0))x′(0) + ( 1

λ2d
′(0) − b0(0) − 1

λ
b1(0))x0. Наступне iнтегрування дає такий

результат:

x(t) = ct+ (1− 1

λ2
d(0))x0 +

1

λ2
d(t)x(λt) +

∫ t

0

(t− s)f(s) ds

+

∫ t

0

(b0(s) + (t− s)(a0(s)− b′0(s)))x(s) ds

+

∫ t

0

(
1

λ
b1(s)−

2

λ2
d′(s) + (t− s)(a1(s)−

1

λ
b′1(s) +

1

λ2
d′′(s)))x(λs) ds.

Введемо позначення:

k1(t, s) = b0(s) + (t− s)(a0(s)− b′0(s)),

k2(t, s) =
1

λ
b1(s)−

2

λ2
d′(s) + (t− s)(a1(s)−

1

λ
b′1(s) +

1

λ2
d′′(s)),

p(t) =
t

t1
x1 − (1− 1

λ2
d(0))(1− t

t1
)x0 +

∫ t

0

(t− s)f(s) ds− t

t1

∫ t1

0

(t1 − s)f(s) ds.

Тодi для розв’язку крайової задачi x(t) одержимо iнтегральне рiвняння

x(t) = ct+ (1− 1

λ2
d(0))x0 +

1

λ2
d(t)x(λt)

+

∫ t

0

(t− s)f(s) ds+

∫ t

0

k1(t, s)x(s) ds+

∫ t

0

k2(t, s)x(λs) ds.

Залишається знайти значення c. Для цього скористаємося другою з крайових умов
x(t1) = x1. Пiсля вiдповiдних перетворень одержимо iнтегральне рiвняння

x(t) = p(t) +
1

λ2
d(t)x(λt)− 1

λ2

t

t1
d(t1)x(λt1) +

∫ t

0

k1(t, s)x(s) ds

+

∫ t

0

k2(t, s)x(λs) ds−
t

t1

∫ t1

0

k1(t1, s)x(s) ds−
t

t1

∫ t1

0

k2(t1, s)x(λs) ds.

(2)
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Згiдно з методикою, викладеною в працi [8], побудову iтерацiйного процесу засто-
суємо до цього iнтегрального рiвняння у поєднаннi з додатковим рiвнянням вигляду

y = µy −
∫ t1

0

ϕ(t)p(t) dt− 1

λ2

∫ t1

0

ϕ(t)d(t)x(λt) dt

+
1

λ2t1
d(t1)x(λt1)

∫ t1

0

tϕ(t) dt−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k1(t, s)x(s) ds (3)

−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k2(t, s)x(λs) ds+

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k2(t1, s)x(λs) ds,

де дiйсне число µ 6= 1 i функцiя ϕ ∈ C(0, t1) вибранi довiльно, але так, щоб виконувалась
рiвнiсть ∫ t1

0

t

t1
k1(t1, s)ϕ(t) dt = −µϕ(s). (4)

Доведемо наступне твердження.

Лема 1. Нехай пара {x∗(t), y∗} — розв’язок системи рiвнянь (2), (3), тодi вона задо-
вольняє рiвняння ∫ t1

0

ϕ(t)x(t) dt+ y = 0. (5)

Доведення. Iз системи рiвнянь (2), (3) знаходимо∫ t1

0

ϕ(t)x∗(t) dt+ y∗ =

∫ t1

0

ϕ(t)p(t) dt+
1

λ2

∫ t1

0

ϕ(t)d(t)x∗(λt) dt

− 1

λ2t1
d(t1)x

∗(λt1)

∫ t1

0

tϕ(t) dt+

∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k1(t, s)x
∗(s) ds

+

∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k2(t, s)x
∗(λs) ds−

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k1(t1, s)x
∗(s) ds

−
∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k2(t1, s)x
∗(λs) ds+ µy∗ −

∫ t1

0

ϕ(t)p(t) dt− 1

λ2

∫ t1

0

ϕ(t)d(t)x∗(λt) dt

+
1

λ2t1
d(t1)x

∗(λt1)

∫ t1

0

tϕ(t) dt−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k1(t, s)x
∗(s) ds

−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k2(t, s)x
∗(λs) ds+

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k2(t1, s)x
∗(λs) ds

= µy∗ −
∫ t1

0

x∗(s) ds

∫ t1

0

t

t1
k1(t1, s)ϕ(t) dt.

Згiдно з умовою (4) остання рiвнiсть набуває вигляду∫ t1

0

ϕ(t)x∗(t) dt+ y∗ = µ
(∫ t1

0

ϕ(t)x∗(t) dt+ y∗
)
.

Звiдси одержимо

(1− µ)
(∫ t1

0

ϕ(t)x∗(t) dt+ y∗
)
= 0.

Оскiльки µ 6= 1, то це означає, що розв’язок системи рiвнянь (2), (3) x∗(t), y∗ задоволь-
няє спiввiдношення (5).
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2 Побудова агрегацiйно-iтеративного алгоритму.

Для наближеного розв’язування системи рiвнянь (2), (3) побудуємо послiдовнi наб-
лиження вигляду

x(n+1)(t) = p(t) +
1

λ2
d(t)x(n)(λt)− 1

λ2

t

t1
d(t1)x

(n)(λt1) +

∫ t

0

k1(t, s)x
(n)(s) ds

+

∫ t

0

k2(t, s)x
(n)(λs) ds− t

t1

∫ t1

0

k1(t1, s)x
(n)(s) ds (6)

− t

t1

∫ t1

0

k2(t1, s)x
(n)(λs) ds+ a(n)(t)(y(n) − y(n+1)),

y(n+1) = µy(n+1) −
∫ t1

0

ϕ(t)p(t) dt− 1

λ2

∫ t1

0

ϕ(t)d(t)x(n)(λt) dt

+
1

λ2t1
d(t1)x

(n)(λt1)

∫ t1

0

tϕ(t) dt−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k1(t, s)x
(n)(s) ds (7)

−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k2(t, s)x
(n)(λs) ds+

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k2(t1, s)x
(n)(λs) ds, n = 0, 1, . . . ,

в яких неперервнi функцiї a(n)(t) вибираються таким чином, щоб справджувались спiв-
вiдношення ∫ t1

0

ϕ(t)a(n)(t) dt = µ. (8)

Означимо множину E0 як множину, яка складається з пар {x(t), y}, що задовольня-
ють умову (5).

Лема 2. Нехай µ 6= 1, тодi утворенi за допомогою алгоритму (6), (7) послiдовностi
{x(n)(t)} i {y(n)} визначенi при n = 0, 1, . . . i при цьому {x(n+1)(t), y(n+1)} ∈ E0.

Доведення. Використаємо принцип математичної iндукцiї. Для цього виберемо почат-
кове наближення x(0)(t), y(0) так, щоб виконувалась рiвнiсть (5). Далi припустимо, що
послiдовнiсть {x(n)(t), y(n)} визначена при n = 0, 1, . . .. Тодi з формул (6), (7) знаходимо∫ t1

0

ϕ(t)x(n+1)(t) dt+ y(n+1) = y(n+1)(µ−
∫ t1

0

ϕ(t)a(n)(t) dt) + y(n)
∫ t1

0

ϕ(t)a(n)(t) dt

−
∫ t1

0

x(n)(s) ds

∫ t1

0

t

t1
k1(t1, s)ϕ(t) dt.

Згiдно з формулою (4), а також (8), одержимо, що∫ t1

0

ϕ(t)x(n+1)(t) dt+ y(n+1) = µ(

∫ t1

0

ϕ(t)x(n)(t) dt+ y(n)).

Оскiльки для n-го наближення виконується умова {x(n)(t), y(n)} ∈ E0, то на пiдставi
останньої рiвностi можна стверджувати, що {x(n+1)(t), y(n+1)} ∈ E0.
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На пiдставi того, що n-не наближення i розв’язок належать множинi E0, можна
сформулювати твердження, яке є наслiдком лем 1 та 2.

Наслiдок. Нехай виконуються умови лем 1 та 2, тодi будуть справджуватися рiвностi∫ t1

0

ϕ(t)(x(n)(t)− x∗(t)) dt+ (y(n+1) − y∗) = 0. (9)

Доведення. Пiдставимо розв’язок x∗(t), y∗ системи рiвнянь (2), (3) та n-те наближення
x(n)(t), y(n) у формулу (5). Одержанi рiвностi вiднiмемо одне вiд одного, тодi одержимо
формулу (9).

3 Теорема про збiжнiсть наближеного процесу.

Для встановлення достатнiх умов збiжностi утворимо рiзницю

y(n+1) − y∗ =
1

1− µ
(
1

λ2

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t)d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1)) dt

− 1

λ2

∫ t1

0

ϕ(t)d(t)(x(n)(λt)− x∗(λt)) dt−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds (10)

−
∫ t1

0

ϕ(t) dt

∫ t

0

k2(t, s)(x
(n)(λs)−x∗(λs)) ds+

∫ t1

0

t

t1
ϕ(t) dt

∫ t1

0

k2(t1, s)(x
(n)(λs)−x∗(λs)) ds).

Введемо позначення:

h1(t, s) = − t

t1
k1(t1, s)− a(n)(t)ϕ(s)− a(n)(t)

1− µ

∫ t1

s

k1(τ, s)ϕ(τ) dτ, (11)

h2(t, s) = − t

t1
k2(t1, s)−

a(n)(t)

1− µ
(
1

λ2
ϕ(s)d(s) +

∫ t1

s

k1(τ, s)ϕ(τ) dτ −
∫ t1

0

τ

t1
k2(t1, s)ϕ(τ) dτ).

Теорема. Нехай:

1. параметр µ 6= 1;

2. для початкового наближення виконується умова {x(0)(t), y(0)} ∈ E0;

3. справджуються оцiнки: |k1(t, s)| ≤ k̄1, |k2(t, s)| ≤ k̄2, |h1(t, s)| ≤ h̄1, |h2(t, s)| ≤
h̄2, |an(t)| ≤ ā, |ϕ(s)| ≤ ϕ̄, |d(t)| ≤ d̄;

4. q = 2
λ2 d̄+ t1(

āϕ̄
λ2|1−µ| d̄+ k̄1 + k̄2 + h̄1 + h̄2) < 1.

Тодi послiдовнiсть {x(n)(t), y(n)}, визначена згiдно з формулами (6), (7), збiгається до
розв’язку x∗(t) задачi (2), причому швидкiсть збiжностi не менша за швидкiсть
збiжностi геометричної прогресiї iз знаменником q.
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Доведення. Для дослiдження збiжностi iтерацiйного алгоритму розглянемо рiзницю
x(n)(t)− x∗(t), яку знаходимо з iнтегрального рiвняння (2) та формул (6) для (n+1)-го
наближення. Маємо:

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

λ2
d(t)(x(n)(λt)− x∗(λt))− 1

λ2

t

t1
d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1))

+

∫ t

0

k1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds+

∫ t

0

k2(t, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds

− t

t1

∫ t1

0

k1(t1, s)(x
(n)(s)−x∗(s)) ds− t

t1

∫ t1

0

k2(t1, s)(x
(n)(λs)−x∗(λs)) ds+a(n)(t)(y(n)−y(n+1)).

В одержаному результатi запишемо рiзницю (y(n) − y(n+1)) у виглядi

y(n) − y(n+1) = a(n)(t)(y(n) − y∗)− a(n)(t)(y(n+1) − y∗),

i скористаємося формулами (9) та (10). Тодi

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

λ2
d(t)(x(n)(λt)− x∗(λt))− 1

λ2

t

t1
d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1))

+

∫ t

0

k1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds+

∫ t

0

k2(t, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds

− t

t1

∫ t1

0

k1(t1, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds− t

t1

∫ t1

0

k2(t1, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds

−a(n)(t)

∫ t1

0

ϕ(s)(x(n)(s)− x∗(s)) ds+
a(n)(t)

1− µ
(
1

λ2

∫ t1

0

t

t1
ϕ(s)d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1)) ds

− 1

λ2

∫ t1

0

ϕ(s)d(s)(x(n)(λs)− x∗(λs)) ds−
∫ t1

0

(x(n)(s)− x∗(s)) ds

∫ t1

s

k1(τ, s)ϕ(τ) dτ

−
∫ t1

0

(x(n)(λs)− x∗(λs)) ds

∫ t1

s

k2(τ, s)ϕ(τ) dτ

+

∫ t1

0

(x(n)(λs)− x∗(λs)) ds

∫ t1

0

τ

t1
k2(τ, s)ϕ(τ) dτ).

Проведемо деякi перетворення:

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

λ2
d(t)(x(n)(λt)− x∗(λt))− 1

λ2

t

t1
d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1))

+
a(n)(t)

1− µ

1

λ2

∫ t1

0

t

t1
ϕ(s)d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1)) ds+

∫ t

0

k1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds

+

∫ t

0

k2(t, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds+

∫ t1

0

[− t

t1
k1(t1, s)− a(n)(t)ϕ(s)

−a(n)(t)

1− µ

∫ t1

s

k1(τ, s)ϕ(τ) dτ ](x
(n)(s)− x∗(s)) ds+

∫ t1

0

[− t

t1
k2(t1, s)−

a(n)(t)

1− µ
(
1

λ2
ϕ(s)d(s)
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+

∫ t1

s

k1(τ, s)ϕ(τ) dτ −
∫ t1

0

τ

t1
k2(t1, s)ϕ(τ) dτ)](x

(n)(λs)− x∗(λs)) ds.

Враховуючи позначення (11) запишемо:

x(n+1)(t)− x∗(t) =
1

λ2
d(t)(x(n)(λt)− x∗(λt))− 1

λ2

t

t1
d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1))

+
a(n)(t)

1− µ

1

λ2

∫ t1

0

t

t1
ϕ(s)d(t1)(x

(n)(λt1)− x∗(λt1)) ds+

∫ t

0

k1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds

+

∫ t

0

k2(t, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds+

∫ t1

0

h1(t, s)(x
(n)(s)− x∗(s)) ds (12)

+

∫ t1

0

h2(t, s)(x
(n)(λs)− x∗(λs)) ds.

Iз (12) можна одержати наступнi оцiнки:

|x(n+1)(t)− x∗(t)| ≤ 1

λ2
|d(t)||x(n)(λt)− x∗(λt)|+ 1

λ2

|t|
t1
|d(t1)||x(n)(λt1)− x∗(λt1)|

+
|a(n)(t)|
|1− µ|

1

λ2

∫ t1

0

|t|
t1
|ϕ(s)||d(t1)||x(n)(λt1)− x∗(λt1)| ds+

∫ t

0

|k1(t, s)||(x(n)(s)− x∗(s))| ds

+

∫ t

0

|k2(t, s)||x(n)(λs)− x∗(λs)| ds+
∫ t1

0

|h1(t, s)||x(n)(s)− x∗(s)| ds

+

∫ t1

0

|h2(t, s)||x(n)(λs)− x∗(λs)| ds.

Перейшовши до норми в просторi C[0, t1] отримаємо:

‖x(n+1)(t)−x∗(t)‖ ≤ (
1

λ2
|d(t)|+ 1

λ2
|d(t1)|+

∫ t1

0

(
1

λ2

|a(n)(t)|
|1− µ|

|ϕ(s)||d(t1)|+ |k1(t, s)|+ |k2(t, s)|

+|h1(t, s)|+ |h2(t, s)|) ds)‖x(n)(t)− x∗(t)‖.

На пiдставi оцiнок теореми остання нерiвнiсть набуде вигляду:

‖x(n+1)(t)− x∗(t)‖ ≤ q‖x(n)(t)− x∗(t)‖.

Отже, можна стверджувати, що послiдовнiсть {x(n)(t), y(n)} збiгається до розв’язку x∗(t)

задачi (2), причому швидкiсть збiжностi не менша за швидкiсть збiжностi геометричної
прогресiї iз знаменником q.
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В данной работе рассматривается линейное дифференциальное уравнение нейтраль-
ного типа с двухточечными краевыми условиями. Агрегационно-итеративным методом
построен итерационный процес для приближенного решения и доказана его сходимость.


