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Дослiджено коректнiсть задачi з багатоточковими умовами за часовою змiнною та умо-
вами типу Дiрiхле за просторовими координатами для лiнiйного параболiчного за Петров-
ським рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами в обмеженiй цилiндричнiй областi. Встановлено
умови iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi. Доведено метричнi теореми про
оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку.

Вступ

Дослiдження задач з багатоточковими умовами за видiленою змiнною для рiвнянь
iз частинними похiдними розпочалось порiвняно недавно. Iнтерес до їх вивчення зумов-
лений як потребою побудови загальної теорiї крайових задач для рiвнянь iз частинними
похiдними, так i тим, що багатоточковi задачi виникають при математичному моделю-
ваннi багатьох фiзичних процесiв. Встановлено, що такi задачi є умовно коректними, а
їх розв’язнiсть пов’язана з проблемою малих знаменникiв.

Багатоточковi задачi для гiперболiчних та безтипних рiвнянь дослiджено у роботах
[8, 7, 10, 11], для псевдодиференцiальних рiвнянь — у працях [1, 14, 17]. Локальнi бага-
точковi задачi для деяких класiв параболiчних рiвнянь високого порядку зi сталими та
змiнними коефiцiєнтами вивчались у працях [12, 13], для одного класу факторизованих
гiперболiко-параболiчних операторiв — у роботi [9]. Розв’язнiсть нелокальних багатото-
чкових задач для параболiчних рiвнянь другого поряду вивчено у роботах [3, 16], для
систем параболiчних рiвнянь — у працi [5].
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У данiй статтi, яка є розвитком працi [12], в обмеженiй цилiндричнiй областi дослi-
джено коректну розв’язнiсть задачi з багатоточковими умовами за часовою змiнною
(випадок кратних вузлiв) та умовами типу Дiрiхле за просторовими координатами для
факторизованого параболiчного оператора зi змiнними за часовою та просторовими
координатами коефiцiєнтами.

Надалi використовуватимемо такi позначення: x =(x1, . . . , xp)∈ Rp, s =(s1, . . . , sp)∈
Zp+, |s| = s1+ · · ·+ sp; D = {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Q ⊂ Rp}, де Q — обмежена однозв’я-
зна область з досить гладкою межею ∂Q, Σ = ∂Q× [0, T ]; C(m,2m)(D), m ∈ N, — банахiв

простiр функцiй v(t, x) з нормою ‖v;C(m,2m)(D)‖ =
m∑

s0=0

∑
0≤s0+|s|≤2m

max
(t,x)∈D

∣∣∣ ∂s0+|s|v(t,x)

∂ts0∂x
s1
1 ...∂x

sp
p

∣∣∣;
Cr,σ, 0 < σ < 1, — клас функцiй w(x) визначених i неперервних разом iз похiдними r-го
порядку в областi Q, r-тi похiднi яких задовольняють в Q умову Гельдера з показни-
ком σ; Ar,σ — клас замкнених областей Q, для яких функцiї, що задають у локальних
координатах рiвняння межових поверхонь цих областей, належать класу Cr,σ; mesRnB

— мiра Лебега в Rn множини B ⊂ Rn; Cm
n , 1 ≤ m ≤ n, — кiлькiсть комбiнацiй iз n

елементiв по m.

1 Постановка задачi

В областi D розглянемо задачу

R(∂/∂t, L)u(t, x) ≡ (∂/∂t− an(t)L) · · · (∂/∂t− a1(t)L)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ D, (1)

Vj,qj [u(t, x)] ≡
∂qj−1u(t, x)

∂tqj−1

∣∣∣
t=tj

= ϕj,qj(x), (2)

qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, 2 ≤ ` ≤ n, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < t` ≤ T, x ∈ Q,

Lmu(t, x)
∣∣∣
Σ
= 0, m = 0, 1, . . . , (n− 1), (3)

де ar(t) ∈ Cn−r([0, T ]), ar(t) > 0, t ∈ [0, T ], r = 1, . . . , n; n1 + · · · + n` = n; L =
p∑

i,j=1

∂
∂xi

(
hij(x)

∂
∂xj

)
− q(x) — елiптичний в Q диференцiальний вираз; ϕj,qj(x) ∈ L2(Q),

qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, f(t, x) ∈ C([0, T ];L2(Q)). Дiя операторiв у (1) визначається
справа налiво. Рiвняння (1) є рiвномiрно параболiчним за Петровським в областi D.

Припустимо, що Q ∈ An,σ, hij(x) ∈ Cn−1,σ, i, j ∈ {1, . . . , p}, q(x) ∈ Cn−2,σ, 0 < σ < 1,
q(x) ≥ 0. Тодi задача

LX(x) = −λX(x), X(x)
∣∣
∂Q

= 0

має повну ортогональну в L2(Q) систему власних функцiй {Xk(x), k ∈ N} i нескiн-
ченну множину власних значень Λ = {λk, k ∈ N}, при цьому Xk(x) ∈ C2n(Q), k ∈ N, i
справджуються оцiнки [4, 6]

C0k
2/p ≤ λk ≤ C1k

2/p, λk ∈ Λ, 0 < C0 < C1, (4)

max
x∈Q

∣∣∣∣ ∂|s|Xk(x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ≤ C2λ
p/4+|s|/2
k , C2 > 0, |s| = 0, 1, . . . , 2n, k ∈ N. (5)
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Далi позначимо: ~t = (t1, . . . , t`) ∈ [0, T ]`, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < t` ≤ T ; Eβ,γ(Q), β > 0,

γ ∈ R, — простiр визначених в Q функцiй ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕkXk(x), для яких є скiнченною
норма

‖ϕ;Eβ,γ(Q)‖ =
∞∑
k=1

|ϕk|λβk exp(γλk);

Cm([0, T ];Eβ,γ(Q)) — простiр визначених в D функцiй v(t, x) =
∞∑
k=1

vk(t)Xk(x), таких,

що для кожного t ∈ [0, T ] ∂jv(t, x)/∂tj ∈ Eβ,γ(Q) i є неперервною за t в нормi цього
простору, j = 0, 1, . . . ,m,

‖v;Cm([0, T ];Eδ,γ(Q))‖ =
m∑
j=0

∞∑
k=1

max
t∈[0,T ]

|v(j)k (t)|λβk exp(γλk).

2 Єдинiсть розв’язку

Розв’язок задачi (1)–(3) шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∞∑
k=1

uk(t)Xk(x). (6)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ N, є, вiдповiдно, розв’язком багатоточкової задачi

(d/dt+ an(t)λk) · · · (d/dt+ a1(t)λk)uk(t) = fk(t), (7)

u
(qj−1)
k (tj) = ϕj,qj ,k, qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < t` ≤ T, (8)

де fk(t) =
∫
Q

f(t, x)Xk(x)dx, ϕj,qj ,k =
∫
Q

ϕj,qj(x)Xk(x)dx, qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `.

Розглянемо вiдповiдну до (7), (8) однорiдну задачу

(d/dt+ an(t)λk) · · · (d/dt+ a1(t)λk)uk(t) = 0, (9)

u
(qj−1)
k (tj) = 0, qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < t` ≤ T. (10)

Позначимо: Ij(t) =
t∫
0

aj(τ)dτ, j = 1, . . . , n, Θj(t) = Ij(t) − Ij+1(t), j = 1, . . . , n − 1;

Rj(∂/∂t, L) = (∂/∂t− aj(t)L) . . . (∂/∂t− a1(t)L), j = 1, . . . , n.
Вiдомо [8, c. 77], що функцiї

g1(t, λk) = exp{−I1(t)λk}, gr(t, λk) = exp{−I1(t)λk}
t∫

0

exp{Θ1(ξ1)λk}

×
( ξ1∫

0

exp{Θ2(ξ2)λk} · · ·
( ξr−2∫

0

exp{Θr−1(ξr−1)λk}dξr−1

)
· · · dξ2

)
dξ1, r = 2, . . . , n, (11)
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утворюють на вiдрiзку [0, T ] фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (9), при цьо-
му виконуються рiвностi

Rj−1(∂/∂t,−λk)gr(t, λk) = δjr exp(−Ir(t)λk), t ∈ [0, T ], j = 2, . . . , n, r = 1, . . . , j, (12)

де δjr — символ Кронекера.
Характеристичний визначник задачi (9), (10) є таким:

∆(λk;~t ) = det
∥∥g(qj−1)

r (tj, λk)
∥∥r=1,...,n

qj=1,...,nj , j=1,...,`
. (13)

Теорема 1. Для довiльного вектора ~t ∈ [0, T ]` задача (1)–(3) не може мати двох рiзних
розв’язкiв iз простору C(n,2n)(D).

Доведення. Припустимо, що iснують два рiзнi розв’язки u1(t, x) та u2(t, x) задачi (1)–(3)
з простору C(n,2n)(D). Тодi функцiя ũ(t, x) = u1(t, x) − u2(t, x), яка належить простору
C(n,2n)(D), є розв’язком однорiдної задачi, яка вiдповiдає задачi (1)–(3) i зображується
рядом Фур’є

ũ(t, x) =
∞∑
k=1

ũk(t)Xk(x). (14)

При цьому функцiї Rũ(t, x) та Vj,qj [ũ(t, x)], qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, також розви-
ваються в ряди Фур’є за системою функцiй {Xk(x), k ∈ N}, i цi ряди збiгаються з
рядами, одержаними формальним застосуванням операторiв R та Vj,qj , qj = 1, . . . , nj,
j = 1, . . . , `, до ряду (14). Iз рiвностей Парсеваля для функцiй Rũ(t, x) та Vj,qj [ũ(t, x)],
qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, випливає, що для кожного k ∈ N, ũk(t) є розв’язком задачi (9),
(10). Оскiльки R(d/dt,−λk) є композицiєю диференцiальних виразiв першого порядку
з дiйсними коефiцiєнтами, то, згiдно теореми В.Я. Скоробагатька [8, c. 31], ũk(t) ≡ 0

для кожного k ∈ N. Iз рiвностей Парсеваля для функцiї ũ(t, x) та неперервностi ũ(t, x)
в D випливає, що ũ(t, x) ≡ 0, тобто u1(t, x) = u2(t, x). Теорему доведено.

3 Iснування розв’язку

Для кожного λk ∈ Λ розв’язок задачi (7), (8) зображується формулою

uk(t) = H(t, λk) +
n∑
r=1

Cr(λk)gr(t, λk), (15)

де

H(t, λk) = exp{−I1(t)λk}
t∫

0

exp{Θ1(ξ1)λk}
( ξ1∫

0

exp{Θ2(ξ2)λk} × . . .

×
ξn−2∫
0

exp{Θn−1(ξn−1)λk}
( ξn−1∫

0

fk(ξn) exp{In(ξn)λk}dξn
)
dξn−1 . . . dξ2

)
dξ1, (16)
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функцiї gr(t, λk) визначаються з допомогою формул (11), а коефiцiєнти Cr(λk), r =

1, . . . , n, — iз системи рiвнянь

n∑
r=1

Cr(λk)g
(qj−1)
r (tj, λk) = ϕj,qj ,k − Vj,qj [H(t, λk)], qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, (17)

визначник якої збiгається з визначником ∆(λk;~t ). Розв’язуючи систему (17) за прави-
лом Крамера, одержуємо

Cr(λk) =
∑̀
j=1

nj∑
qj=1

∆j,qj ,r(λk;~t )

∆(λk;~t )

(
ϕj,qj ,k − Vj,qj [H(t, λk)]), r = 1, . . . , n,

де ∆j,qj ,r(λk;~t ), qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, r = 1, . . . , n, — алгебричне доповнення
елемента g(qj−1)

r (tj, λk) у визначнику (13). Пiдставляючи знайденi значення для Cr(λk),
r = 1, . . . , n, у формулу (15), на пiдставi (6) отримаємо формальне зображення розв’язку
задачi (1)–(3) у виглядi ряду

u(t, x) =
∞∑
k=1

(
H(t, λk) +

n∑
r=1

∑̀
j=1

nj∑
qj=1

∆j,qj ,r(λk;~t )

∆(λk;~t )
ϕj,qj ,k gr(t, λk)

−
n∑
r=1

∑̀
j=1

nj∑
qj=1

∆j,qj ,r(λk;~t )

∆(λk;~t )
Vj,qj [H(t, λk)]gr(t, λk)

)
Xk(x). (18)

Збiжнiсть ряду (18), взагалi, пов’язана з проблемою малих знаменникiв, оскiльки
|∆(λk;~t )|, будучи вiдмiнним вiд нуля, може набувати як завгодно малих значень для
нескiнченної кiлькостi λk ∈ Λ.

Введемо такi позначення: θ =
∑̀
j=1

C2
nj
, N = max

1≤j≤`
{nj}, A1 = min

1≤j≤n

{
min
t∈[0,T ]

t∫
0

aj(τ)dτ

}
,

A2 = max
1≤j≤n−1

{
max
t∈[0,T ]

t∫
0

(aj(τ)− aj+1(τ))dτ

}
, A3 = max{0;A2}, A4 = max

t∈[0,T ]

t∫
0

an(τ)dτ.

Теорема 2. Нехай iснують такi додатнi сталi ρ та ν, що для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) значень λk ∈ Λ виконується нерiвнiсть

|∆(λk;~t )| ≥ λ−ρk exp(−νλk). (19)

Якщо f ∈ C([0, T ];Eβ1,γ1(Q)), β1 = ρ+ θ+3n/2+ p/4+N − 1, γ1 = ν − (n+1)A1 + (n2 +

3n− 2)A3/2 +A4, ϕj,qj ∈ Eβ2,γ2(Q), β2 = ρ+ θ+ 3n/2 + p/4, γ2 = ν − nA1 + n(n+ 1)A3/2,
qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, то iснує розв’язок задачi (1)–(3) з простору C(n,2n)(D), який
зображується рядом (18) i неперервно залежить вiд функцiй f(t, x) та ϕj,qj(x), qj =

1, . . . , nj, j = 1, . . . , ` .

Доведення. Iз формул (11), (16) отримуємо

max
t∈[0,T ]

∣∣g(s0)r (t, λk)
∣∣ ≤ C3λ

s0
k exp{((r − 1)A3 − A1)λk}, r = 1, . . . , n, (20)
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max
t∈[0,T ]

∣∣H(s0)(t, λk)
∣∣ ≤ C4λ

s0
k exp{(A4 − A1 + (n− 1)A3)λk}f̃k, (21)

де s0 = 0, 1, . . . , n, C3 = C3(n, T ), C4 = C4(n, T ), f̃k = max
t∈[0,T ]

|fk(t)|. На пiдставi (13), (20)
отримуємо∣∣∆j,qj ,r(λk;~t )

∣∣≤ (C3)
n−1(n− 1)!λθk exp{[(n(n+ 1)/2− r + 1)A3 − (n− 1)A1]λk}, (22)

qj = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , `, r = 1, . . . , n.

Iз формули (18) на пiдставi нерiвностей (5), (19)–(22) дiстаємо оцiнку

‖u;C(n,2n)(D)‖≤C5

∞∑
k=1

f̃kλ
ρ+θ+3n/2+p/4+N−1
k exp{(ν− (n+1)A1+(n2+3n− 2)A3/2+A4)λk}

+C6

∞∑
k=1

∑̀
j=1

nj∑
qj=1

|ϕj,qj ,k|λ
ρ+θ+3n/2+p/4
k exp{(ν − nA1 + n(n+ 1)A3/2)λk}

≤ C7

(
‖f ;C([0, T ];Eβ1,γ1(Q))‖+

∑̀
j=1

nj∑
qj=1

‖ϕj,qj ;Eβ2,γ2(Q))‖
)
, (23)

де C5 = (n + 1)!C2(C3)
nC4M2n, C6 = n!C2(C3)

nM2n, C2 — стала з оцiнок (5), M2n —
кiлькiсть усiх розв’язкiв нерiвностi s0+|s| ≤ 2n, у цiлих невiд’ємних числах s0, s1, . . . , sp,
s0 ≤ n, C7 = max{C5, C6}. Iз (23) випливає доведення теореми.

4 Оцiнки знизу малих знаменникiв

Розглянемо питання про можливiсть виконання оцiнки (19) для деяких частинних
випадкiв задачi (1)–(3).

4.1. Нехай у рiвняннi (1)

ar(t) = a(t) + αr, r = 1, . . . , n, 0 < α1 < α2 < . . . < αn, (24)

де a(t) ∈ Cn−1([0, T ]), a(t) > 0, t ∈ [0, T ]. Характеристичний визначник задачi (9),
(10), (24) зображується формулою

∆(λk;~t )=∆̃(λk;~t )(−λk)−n(n−1)/2+θ exp

{
−λk

∑̀
j=1

njI(tj)

} ∏
1≤r<q≤n

(αq − αr)
−1, (25)

де ∆̃(λk;~t ) = det
∥∥αqj−1

r exp(−αrtjλk)
∥∥r=1,...,n

qj=1,...,nj , j=1,...,`
, I(t) =

t∫
0

a(τ)dτ .

Позначимо: C(n,m), 1 ≤ m ≤ n, — множина всiх наборiв ω = (i1, . . . , im), складених
з натуральних чисел i1, . . . , im, таких, що 1 ≤ i1 < i2 < . . . < im ≤ n, кiлькiсть усiх
таких наборiв ω ∈ C(n,m) дорiвнює Cm

n ; sω = i1 + . . . + im, setω = {i1, . . . , im}, Λω =

αi1 + . . .+ αim , Γω =
∏

1≤q<j≤m
(αij − αiq);

rj = nj + . . .+ n`, j = 1, . . . , `, r`+1 = 0,
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ωj = (rj+1 + 1, rj+1 + 2, . . . , rj+1 + nj), j = 1, . . . , `, (26)

Pj(µ, λk) =
∏

ω∈C(rj ,nj),ω 6=ωj

(µ+ Λωλk), j = 1, . . . , `− 1. (27)

Зауважимо, що степiнь многочлена Pj(µ;λk) за змiнною µ дорiвнює σj = C
nj
rj − 1, j =

1, . . . , `− 1.

Теорема 3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R`) векторiв ~t ∈ [0, T ]` i для
довiльних фiксованих αr, 0 < α1< α2< . . . < αn, нерiвнiсть (19) виконується для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) λk ∈ Λ при ρ > n(n−1)/2−θ+(p/2−1)
`−1∑
j=1

σj, ν = n(M1+αn)T ,

де M1 = max
t∈[0,T ]

a(t).

Доведення. Доведемо спочатку, що для довiльних фiксованих αr, 0 < α1< α2< . . . <αn,

при ρ1 > (p/2− 1)
`−1∑
j=1

σj, ν1 = nαnT нерiвнiсть

|∆̃(λk;~t )| ≥ λ−ρ1k exp(−ν1λk)
∏

1≤r<q≤n

(αq − αr) (28)

виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R`) векторiв ~t ∈ [0, T ]` для всiх
(крiм скiнченної кiлькостi) λk ∈ Λ. Враховуючи лему Бореля-Кантеллi [15, c. 13], для
цього досить довести, що збiжним є ряд

∞∑
k=1

mesR`Nρ1,ν1(λk), (29)

де Nρ1,ν1(λk) = {~t ∈ [0, T ]` : |∆̃(λk;~t )| < λ−ρ1k exp(−ν1λk)
∏

1≤r<q≤n
(αq − αr)}, λk ∈ Λ.

Через ∆̃j
ω(λk; tj+1, . . . , t`), j = 1, . . . , ` − 1, ω ∈ C(rj, nj), позначимо визначник, який

отримується з визначника ∆̃(λk;~t ) викреслюванням перших (n−rj+1) рядкiв та останнiх
n−rj стовпцiв i nj стовпцiв, номери яких складають множину setω. Для набору ωj, j =
1, . . . , ` − 1, (див. формулу (26)) покладемо ∆̃j

ωj
(λk; tj+1, . . . , t`) = ∆̃j(λk; tj+1, . . . , t`).

Розглянемо множини

G0(λk) = {~t ∈ [0, T ]` : |∆̃(λk)| < z0(λk)}, λk ∈ Λ,

Gj(λk) = {~t ∈ [0, T ]` : |∆̃j−1(λk; tj, . . . , t`)| < zj−1(λk), |∆̃j(λk; tj+1, . . . , t`)| ≥ zj(λk)},

j = 1, . . . , `− 1, λk ∈ Λ,

де ∆̃0(λk; t1, . . . , t`) = ∆̃(λk,~t ), а zj(λk), j = 0, 1, . . . , `− 1, визначаються рiвностями

zj(λk) = λ
−ψj

k exp(−ηjαnTλk)
∏̀
q=j+1

Γωq , j = 1, . . . , `− 1,
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у яких ηj =
∑̀

q=j+1

nq, j = 0, 1, . . . , ` − 1, ψ`−1 = 0, ψj = (p/2 − 1)
`−1∑

q=j+1

σq + εj, j =

0, 1, . . . , `−2, 0 < ε`−2 < . . . < ε0 = ρ1−(p/2−1)
`−1∑
j=1

σj. Очевидно, що Nρ1,ν1(λk) ⊂ G0(λk),

тому ряд (29) збiгається тодi, коли збiгається ряд

∞∑
k=1

mesR`G0(λk). (30)

Встановимо збiжнiсть ряду (30). Для цього зауважимо, що оскiльки

∆̃`−1(λk; t`) = det ‖αq−1
j exp(−αjt`λk)‖n`

q,j=1 = Γω`
exp(−Λω`

t`λk),

то |∆̃`−1(λk; t`)| ≥ Γω`
exp(−n`αnTλk) = z`−1(λk). Тому G0(λk) ⊂

⋃`−1
j=1Gj(λk), i вико-

нується оцiнка

mesR`G0(λk) ≤
`−1∑
j=1

mesR`Gj(λk). (31)

Згiдно з теоремою Фубiнi [2, c. 119],

mesR`Gj(λk) =

∫
[0,T ]`−1

mesRGj(λk; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , t`)dt1 . . . dtj−1dtj+1 . . . dt`, (32)

де Gj(λk; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , t`) = {tj ∈ [0, T ] : ~t ∈ Gj(λk)}, j = 0, 1, . . . , `− 1.
Для оцiнки зверху мiри Лебега множин Gj(λk; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , t`), j = 1, . . . , `−1,

використаємо лему 3 з [10]. Для цього зауважимо, що функцiя ∆̃j−1(λk; tj, . . . , t`) як
функцiя змiнної tj (при фiксованих tj+1, . . . , t`) є квазiмногочленом, модулi показникiв
експонент якого не перевищують αnTλk. Iз теореми Лапласа про обчислення визначника
випливають такi рiвностi:

∆̃j−1(λk; tj, . . . , t`) =
∑

ω=(i1,...,im)∈C(rj ,nj)

(−1)ςj+sωΓω exp(−Λωtjλk)∆̃
j
ω(λk; tj+1, . . . , t`), (33)

де j = 1, . . . , `− 1, ςj = nj(nj + 1)/2. Iз формул (27), (33) отримуємо, що

Pj
(
∂/∂tj;λk

)
∆̃j−1(λk; tj, . . . , t`) = (−1)ςj+sωjΓωj

exp(−Λωj
tjλk)Pj(−Λωj

λk;λk)

×∆̃j(λk; tj+1, . . . , t`), j = 1, . . . , `− 1. (34)

|Pj(−Λωj
λk;λk)| ≥ C8λ

σj
k , j = 1, . . . , `− 1, (35)

де C8 = C8(α1, . . . , αn). Якщо ~t ∈ Gj(λk), j = 1, . . . , ` − 1, то з формул (34), (35) та
означення множин Gj(λk) випливає, що

∀tj ∈ [0, T ] |Pj
(
∂/∂tj;λk

)
∆̃j−1(λk; tj, . . . , t`)| ≥ C8zj(λk)λ

σj
k exp(−njαnTλk)Γωj

, (36)

j = 1, . . . , `− 1.
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Iз нерiвностей (36) на пiдставi леми 3 з [10] отримуємо, що

mesRGj(λk; t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , t`) ≤ C10

(
zj−1(λk)

C9zj(λk)λ
σj
k exp(−njαnTλk)Γωj

)σj
≤ C11λ

−p/2−ε
k , ε = min

1≤j≤`−1
{(εj−1 − εj)/σj}, j = 1, . . . , `− 1, (37)

де C10 = C10(n, T ), C11 = C10 max
1≤j≤`−1

{(C9)
−σj}. На пiдставi (4), (31), (32) та (37) отри-

муємо

mesR`G0(λk) ≤
`−1∑
j=1

mesR`Gj(λk) ≤ C12k
−1−2ε/p, (38)

де C12 = (l−1)(C0)
−p/2−εC11T

l−1, C0 — стала з оцiнок (4). Iз (38) випливає збiжнiсть (30).

Враховуючи те, що exp

{
−λk

∑̀
j=1

njI(tj)

}
≥ exp(−nM1Tλk), iз (25) та (28) отримуємо

твердження теореми.

4.2. Нехай в умовах (2) ` = 2, n1 = n − 1, n2 = 1. У цьому випадку справедливим
буде твердження.

Теорема 4. Для довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T ) i для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в R) чисел t2 ∈ [t1, T ] нерiвнiсть (20) виконується для всiх (крiм скiнченної кiль-
костi) λk ∈ Λ при ρ > (n−1)p/2, ν = (2n−1)M2T−(n−1)M2t1, деM2 = max

1≤j≤n

{
max
t∈[0,T ]

aj(t)
}
.

Доведення. З огляду на лему Бореля-Кантеллi [15, c. 13] нам досить показати, що для
довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T ) при ρ > (n − 1)p/2, ν = (2n − 1)M2T − (n − 1)M2t1,
ряд

∞∑
k=1

mesRNρ,ν(λk, t1), (39)

де Nρ,ν(λk, t1) = {t2 ∈ [t1;T ] : |∆(λk,~t )| < λ−ρk exp(−νλk)}, λk ∈ Λ, є збiжним. Розви-
ваючи визначник ∆(λk;~t ) за елементами останнього рядка, враховуючи (12) отримуємо

Rn−1(∂/∂t2;−λk)∆(λk;~t ) = exp(−In(t2)λk)∆n,n(λk, t1), (40)

де ∆n,n(λk, t1) = det ‖g(j−1)
r (λk, t1)‖n−1

r,j=1. Оскiльки на пiдставi (11)

∆n,n(λk, t1) = exp(−(I1(t1) + · · ·+ In−1(t1))λk) t1 ∈ [0, T ),

то з формули (40) отримуємо

∀t2 ∈ [t1, T ] |Rn−1(∂/∂t2;−λk)∆(λk;~t )| = exp(−(I1(t1) + · · ·+ In−1(t1) + In(t2))λk)

≥ exp(−nM2Tλk). (41)

Iз (41) на пiдставi леми 5 з [14] отримуємо, що

mesRNρ,ν(λk, t1) ≤ exp(M2(T − t1)λk)

(
λ−ρk exp(−νλk)
exp(−nM2Tλk)

) 1
n−1

≤ λ
−p/2−ζ
k , (42)
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де ζ = (ρ− (n− 1)p/2)/(n− 1). На пiдставi (4), (42) дiстаємо оцiнку

mesRNρ,ν(λk, t1) ≤ C14k
−1−2ζ/p, (43)

де C14 = (C0)
−p/2−ζ , C0 — стала з оцiнок (4). Iз (43) випливає збiжнiсть ряду (39).

4.3. Нехай в умовах (2) усi вузли iнтерполяцiї простi, тодi

∆(λk;~t ) = det
∥∥gr(tj, λk)∥∥nj,r=1

.

Теорема 5. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть∣∣det∥∥gr(tj, λk)∥∥nj,r=1

∣∣ ≥ λ−ρk exp{−νλk}

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) λk ∈ Λ при ρ > n(n − 1)p/2, ν =

n(n+ 1)M2T/2.

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 7 iз [14].
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Исследовано корректность задачи с многоточечными условиями по временной пере-
менной и условиями типа Дирихле по пространственным координатам для линейного
параболического за Петровским уравнения с переменными коэффициентами в ограни-
ченной цилиндрической области. Установлены условия существования и единственности
классического решения задачи. Доказано метрические теоремы об оценках снизу малых
знаменателей, которые возникли при построении решения.


