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Доведено, що функцiя, яка визначена на добутку двох берiвських метричних просторiв,
є коливанням деякої нарiзно локально лiпшицевої функцiї тодi i тiльки тодi, коли вона є
невiд’ємною напiвнеперервною зверху функцiєю, замикання носiя якої є навхрест нiде не
щiльним.

1 Вступ

Дана робота iде в руслi цiлого ряду статей багатьох математикiв, таких як Р. Ке-
шнер, Дж. Бреккенрiдж i Т. Нiшiура, П. Костирко, Й. Еверт, С. Пономарьов, В. Ма-
слюченко, В. Михайлюк, О. Маслюченко, В. Герасимчук та iн.. Цi статтi присвяченi
розв’язанню задачi про опис множини точок розриву функцiй з того чи iншого фун-
кцiонального класу, а також її уточненої версiї про опис коливань функцiй з певного
функцiонального класу.

Загальне формулювання цих двох задач виглядає так. Нехай P — деяка властивiсть
функцiй на певному топологiчному просторi X.

Задача A. Для яких множин E ⊆ X iснує така функцiя f : X → R, що має властивiсть
P , для якої множина точок розриву D(f) рiвна E.

Задача B. Для яких функцiй g : X → [0,+∞] iснує така функцiя f : X → R, що має
властивiсть P , для якої коливання ωf рiвне g.

В роботi [2] було охарактеризовано множину точок розриву нарiзно неперервно ди-
ференцiйовних функцiй на R2. Крiм того, в [1] було наведено повний опис коливань
нарiзно неперервно диференцiйовних функцiй на добутку двох скiнченно вимiрних про-
сторiв i нарiзно локально лiпшицевих функцiй на добутку двох локально компактних
метричних просторiв. Цi характеризацiї полягали в тому, що носiй функцiї g є локально
проективно нiде не щiльним. Проте перенести цi результати на випадок коли простори
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не є локально компактними довший час не вдавалось. Виявляється, що причина поля-
гає в тому, що умова локальної проективної нiде не щiльностi носiя, яка добре працює
у локально компактному випадку, не пiдходить у загальному випадку. Замiнником цiєї
властивостi є навхрест нiде не щiльнiсть замикання носiя, яка в цiй роботi називається
hv-нiде не щiльнiстю.

Наступнi теореми є головними результатами цiєї роботи i були анонсованi у [3]. Вони
випливають з теорем 3, 4, 5 i наслiдку 4.1.

Теорема 1. Нехай P та Q — деякi локальнi однорiднi властивостi дiйснозначних фун-
кцiй, якi сильнiшi за локальну лiпшицевiсть, X — P -регулярний берiвський метричний
простiр, a Y — Q-регулярний берiвський метричний простiр. Для того, щоб функцiя
g : X × Y → R була коливанням деякої PQ-функцiї f : X × Y → R, необхiдно i досить,
щоб g була невiд’ємною напiвнеперервною зверху функцiєю, а її носiй suppg був hv-нiде
не щiльним.

Теорема 2. Нехай P — деяка локальна однорiдна властивiсть дiйснозначних функцiй,
що сильнiша за локальну лiпшицевiсть, X — берiвський метричний простiр, a Y —
P -регулярний берiвський метричний простiр. Для того, щоб функцiя g : X × Y → R
була коливанням деякої CP -функцiї f : X × Y → R, необхiдно i досить, щоб g була
невiд’ємною напiвнеперервною зверху функцiєю, а її носiй suppg був hv-нiде не щiльним.

2 Точкова та локальна лiпшицевiсть i диференцiйовнiсть

Для метричних просторiв X та Y , вiдображення f : X → Y , множини E ⊆ X i
точки x ∈ X покладемо

λf (E) = sup
x′,x′′∈E
x′ 6=x′′

|f(x′)− f(x′′)|Y
|x′ − x′′|X

i λf (x) = inf
U- окiл x

λf (U).

Функцiю λf : X → [0,+∞] називатимемо лiпшицевою похiдною вiдображення f.

Вiдображення f називається лiпшицевим на E, якщо λf (E) < +∞. Казатимемо, що f

— локально лiпшицеве на X, якщо для довiльного x ∈ X iснує такий окiл U точки x,

для якого f є лiпшицевим на U . Ясно, що f буде локально лiпшицевим тодi i тiльки
тодi, коли λf (x) < +∞ при x ∈ X.

Введемо тепер поняття точкової лiпшицевостi. Для метричних просторiв X та Y i
вiдображення f : X → Y визначимо функцiю

lf (x) = inf
U - окiл x

sup
u∈U
u6=x

|f(u)− f(x)|Y
|u− x|X

= lim sup
u→x

|f(u)− f(x)|Y
|u− x|X

, x ∈ X,

яку називатимемо точковою лiпшицевою похiдною. Функцiя f називається точково
лiпшицевою, якщо lf (x) < ∞ для кожного x ∈ X.

Як вiдомо з [5, c.473], якщо вiдображення мiж нормованими просторами має непе-
рервну похiдну Ґато, то вона буде її похiдною Фреше. Модифiкуючи доведення цього
результату, отримуємо наступний факт.
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Твердження 2.1. Нехай X — вiдкрита пiдмножина деякого нормованого простору
X̃, Y — нормований простiр, i вiдображення f : X → Y має локально обмежену за
нормою похiдну за Ґато f ′. Тодi λf (x) = lim sup

u→x
‖f ′(u)‖ при x ∈ X, i тому f — локально

лiпшицева. Якщо ж f — неперервно диференцiйовна, то λf (x) = ‖f ′(x)‖ при x ∈ X.

Доведення. Вiзьмемо деяку точку x ∈ X i позначимо α = lim sup
u→x

‖f ′(u)‖. Зафiксуємо

деяке число γ > α. Тодi iснує опуклий окiл U точки x, такий що ‖f ′(u)‖ ≤ γ при u ∈ U .
Покажемо, що λf (U) ≤ γ. Вiзьмемо двi точки u1, u2 ∈ U i деякий функцiонал y∗ ∈ Y ∗ з
‖y∗‖ = 1. Розглянемо числову функцiю

g(t) = y∗f
(
u1 + t(u2 − u1)

)
, t ∈ [0, 1].

Оскiльки f — диференцiйовна за Ґато, то g — також диференцiйовна i

g′(t) = y∗f ′(u1 + t(u2 − u1)
)
(u2 − u1), t ∈ [0, 1].

Тодi
|g′(t)| ≤ ‖y∗‖

∥∥f ′(u1 + t(u2 − u1)
)∥∥‖u2 − u1‖ ≤ γ‖u2 − u1‖

для кожного t ∈ [0, 1], адже u1+t(u2−u1) ∈ U . Далi, за формулою Лаґранжа матимемо,
що ∣∣y∗(f(u2)− f(u1)

)∣∣ = |g(1)− g(0)| ≤ γ‖u2 − u1‖.

Таким чином, використовуючи вiдомий наслiдок з теореми Гана-Банаха, одержуємо,
що

‖f(u2)− f(u1)‖ = sup
‖y∗‖=1

∣∣y∗(f(u2)− f(u1)
)∣∣ ≤ γ‖u2 − u1‖

для довiльних u1, u2 ∈ U . Отже, λf (U) ≤ γ. Спрямувавши γ → α, одержуємо нерiвнiсть
λf (x) ≤ α.

Вiзьмемо тепер γ < α. Розглянемо деякий вiдкритий окiл U точки x в X. Тодi
sup
u∈U

‖f ′(u)‖ ≥ α > γ. Отже, iснує таке u0 ∈ U , для якого ‖f ′(u0)‖ > γ. Вiзьмемо

ε > 0, для якого B(u0, ε) ⊆ U . З означення норми у спряженому просторi матимемо,
що ‖f ′(u0)e‖ > γ для деякого e ∈ X̃ з ‖e‖ = 1. Таким чином,

γ < ‖f ′(u0)e‖ = lim
t→+0

1

t
‖f(u0 + te)− f(u0)‖.

Тодi iснує таке додатне t < ε, для якого 1
t
‖f(u0+te)−f(u0)‖ > γ. Покладемо u1 = u0+te.

Оскiльки u0, u1 ∈ U то

λf (U) ≥ ‖f(u1)− f(u0)‖
‖u1 − u0‖

=
1

t
‖f(u1)− f(u0)‖ > γ.

Таким чином, λf (x) ≥ γ. Спрямувавши γ → α, будемо мати, що λf (x) ≥ α.

Ще простiше доводиться наступний факт.
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Твердження 2.2. Нехай X — вiдкрита пiдмножина деякого нормованого простору X̃,
Y — нормований простiр, вiдображення f : X → Y — диференцiйовне за Фреше i f ′ —
її похiдна Фреше. Тодi lf (x) = ‖f ′(x)‖, x ∈ X. Зокрема, f — точково лiпшицева.

Доведення. Справдi, при x ∈ X матимемо, що з одного боку,

lf (x) = lim sup
u→x

‖f(u)− f(x)‖
‖u− x‖

= lim sup
u→x

‖f ′(x)(u− x) + o(‖u− x‖)‖
‖u− x‖

≤

lim sup
u→x

‖f ′(x)‖‖(u− x)‖+ ‖o(‖u− x‖)‖
‖u− x‖

= ‖f ′(x)‖,

а з iншого боку,

lf (x) = lim sup
u→x

‖f(u)− f(x)‖
‖u− x‖

= lim sup
u→x

‖f ′(x)(u− x) + o(‖u− x‖)‖
‖u− x‖

≥

lim sup
u→x

‖f ′(x)‖‖(u− x)‖ − ‖o(‖u− x‖)‖
‖u− x‖

= ‖f ′(x)‖.

Отже, lf (x) = ‖f ′(x)‖.

3 Локальнi властивостi функцiй i P -регулярнi простори

Нехай X, Y , Z — топологiчнi простори, P — деяка властивiсть Z-значних функцiй
на X, а Q — деяка властивiсть Z-значних функцiй на Y . Казатимемо, що функцiя
f : X × Y → Z має властивiсть PQ, якщо для довiльних x ∈ X i y ∈ Y функцiя fy
має властивiсть P, а функцiя fx має властивiсть Q (як звичайно, функцiї fy : X → Z

та fx : Y → Z визначаються формулою fy(x) = fx(y) = f(x, y)). Функцiї, що мають
властивiсть P, ми коротше називатимемо називатимемо P -функцiями. Сукупнiсть усiх
P -функцiй f : X → Z позначатимемо P (X,Z).

Нехай P — деяка властивiсть Z-значних функцiй f , якi визначенi на вiдкритих
пiдмножинах X. Ми кажемо, що P — локальна властивiсть, якщо для довiльних G ⊆
X i f : G → R виконується, що f є P -функцiєю тодi i тiльки тодi, коли для довiльної
вiдкритої множини H ⊆ G звуження f |H є P -функцiєю.

В цiй роботi ми будемо використовувати наступнi локальнi властивостi:

• C — неперервнiсть;

• L — точкова лiпшицевiсть;

• L — локальна лiпшицевiсть;

• D — диференцiйовнiсть за Ґато;

• D — диференцiйовнiсть за Фреше;

• C1 — неперервна диференцiйовнiсть.
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Властивостi, пов’язанi з лiпшицевiстю, стосуються метричних просторiв, а властиво-
стi, пов’язанi з диференцiйовнiстю, стосуються нормованих просторiв. Для властивостi
C1 ми не вказуємо, яка диференцiйовнiсть мається на увазi, адже, неперервна дифе-
ренцiйовнiсть за Ґато рiвносильна неперервнiй диференцiйовностi за Фреше [5, c. 473].

Нехай X — топологiчний простiр i P — деяка властивiсть дiйсних функцiй на X.
Казатимемо, що X є P -регулярним, якщо для довiльної точки a ∈ X i ї ї околу U iснує
P -функцiя f : X → [0, 1], така що f(a) = 1 i f(x) = 0 при x ∈ X \ U. Казатимемо, що
властивiсть P є однорiдною, якщо для довiльної P -функцiї f i числа α ∈ R функцiя αf

має властивiсть P .

Твердження 3.1. Кожний метричний простiр є L-регулярним.

Доведення. Функцiя ϕ : R → [0, 1], яка визначається формулою

ϕ(x) =

{
1− |t|, |t| < 1,

0, |t| ≥ 1,

є лiпшицевою, причому ϕ(0) = 1 i suppϕ = (−1, 1). Тодi для метричного простору X,
точки a ∈ X i числа ε > 0 матимемо, що для функцiї f : X → [0, 1], яка визначена
формулою f(x) = ϕ

(
1
ε
|x − a|X

)
, x ∈ X, виконується, що f(a) = 1 i suppf = B(a, ε).

Крiм того, оскiльки
∣∣|x′ − a|X − |x′′ − a|X

∣∣ ≤ |x′ − x′′|X , то вiдображення x 7→ |x− a|X є
лiпшицевим. Тому f — лiпшицева, а значить, i локально лiпшицева.

Нехай P — деяка властивiсть дiйсних функцiй. Казатимемо, що нормований простiр
X є P -згладжуваним, якщо на ньому є така еквiвалентна норма, яка має властивiсть
P на X \ {0}.

Твердження 3.2. Нехай P — це одна iз властивостей D, D чи C1 i X — вiдкрита
пiдмножина P -згладжуваного нормованого простору X̃. Тодi X є P -регулярним.

Доведення. Добре вiдомо, що функцiя ϕ, яка визначається формулою

ϕ(x) =

{
e
1− 1

1−t2 , |t| < 1,

0, |t| ≥ 1,

є неперервно (навiть нескiнченно) диференцiйовною, причому ϕ′(0) = 0. Оскiльки ди-
ференцiйовнiсть вiдносно еквiвалентних норм рiвносильна, то вважатимемо, що вихiдна
норма ‖ · ‖ має властивiсть P на X̃ \ {0}. Покажемо, що i функцiя f(x) = ϕ

(
1
ε
‖x− a‖

)
,

x ∈ X̃, має властивiсть P на всьому X̃. По-перше, оскiльки ϕ(t)−ϕ(0) = o(t) при t → 0,
то f(x)−f(a) = ϕ

(
1
ε
‖x−a‖

)
−ϕ(0) = o(‖x−a‖) при x → a. Таким чином, похiдна Фреше

функцiї f в точцi a рiвна нулю. Нехай px — похiдна вiд норми в точцi x. Оскiльки для
довiльного e ∈ X̃ маємо, що

|px(x)| = lim
t→+0

1

t

∣∣‖x+ te‖ − ‖x‖
∣∣ ≤ ‖e‖,

то ‖px‖ ≤ 1. Але f ′(x) = 1
ε
ϕ′(1

ε
‖x − a‖

)
px−a. Тому ‖f ′(x)‖ ≤ 1

ε
ϕ′(1

ε
‖x − a‖

)
→ 0 = f ′(0)

при x → a. Таким чином, похiдна (Ґато чи Фреше) функцiї f неперервна в точцi a.
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За допомогою тензорного добутку функцiй одержується наступний результат.

Твердження 3.3. Нехай P та Q — деякi однорiднi властивостi дiйснозначних фун-
кцiй, якi сильнiшi за неперервнiсть, X — P -регулярний метричний простiр, a Y — Q-
регулярний метричний простiр, тодi X × Y є PQ ∧ C-регулярним.

Доведення. Нехай (a, b) — деяка точка з X × Y i W — деякий її окiл. Вiзьмемо такi
околи U точки a i V точки b, що U ×V ⊆ W. Тодi iснують P -функцiя f : X → [0, 1] i Q-
функцiя g : Y → [0, 1], такi що f(a) = g(b) = 1 i f(x) = g(y) = 0 при x ∈ X \U i y ∈ Y \V.
Визначемо функцiю h : X×Y → R формулою h(x, y) = f(x)g(y). Оскiльки hx = f(x)g i
hy = g(y)f , то з однорiдностi властивостей P та Q випливає, що h є PQ-функцiєю. Крiм
того, h очевидним чином є неперервною, h(a, b) = f(a)g(b) = 1 i h(x, y) = f(x)g(y) = 0

при (x, y) 6∈ U × V.

4 Необхiднi умови на множину точок розриву CL- i LL-функцiй

Нехай X та Y — топологiчнi простори i E,M ⊆ X×Y . Ми кажемо, що M є h-околом
/v-околом/ множини E, якщо для довiльної точки (x, y) ∈ E iснує такий окiл U точки
x /V точки y/, що U × {y} ⊆ M /вiдповiдно, {x} × V ⊆ M/. Якщо M є h-околом /v-
околом/ замикання E, то казатимемо, що M є h-околом множини E. I нарештi, множина
M називається hv-околом , hv-околом, hv-околом, hv-околом множини E, якщо вона є
вiдповiдно h- чи h-околом E i v- чи v-околом E. Множина E називається h- /v-, hv-,
hv-, hv-, hv-/ нiде не щiльною, якщо iснує така нiде не щiльна множина M , яка є h- /v-,
hv-, hv-, hv-, hv-/ околом множини E. hv-окiл iнакше називається хрестом-околом, а
hv-нiде не щiльна множина — навхрест нiде не щiльною.

Лема 4.1. Нехай X — топологiчний простiр, Y , Z — метричнi простори, γ > 0, A —
щiльна в X i f : X × Y → Z — неперервна вiдносно першої змiнної функцiя, для якої
λfx(Y ) ≤ γ при x ∈ A. Тодi f — неперервна.

Доведення. По-перше, оскiльки f — неперервна вiдносно першої змiнної, то для довiль-
них x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y матимемо, що

|f(x, y′)− f(x, y′′)|Z = lim
A3u→x

|fu(y′)− fu(y′′)|Z ≤ lim
A3u→x

λfu(Y )|y′ − y′′|Y ≤ γ|y′ − y′′|Y .

Перевiримо тепер, що f — неперервна. Вiзьмемо x0 ∈ X, y0 ∈ Y i ε > 0. Оскiльки
f — неперервна вiдносно першої змiнної, то iснує такий окiл U точки x0, для якого
|f(x, y0)− f(x0, y0)|Z < ε

2
при x ∈ U . Нехай V = B

(
y0,

ε
2γ

)
. Тодi при x ∈ U i y ∈ V

матимемо, що

|f(x, y)− f(x0, y0)|Z ≤ |f(x, y)− f(x, y0)|Z+|f(x, y0)− f(x0, y0)|Z ≤

γ|y − y0|Y + ε
2
< γε

2γ
+ ε

2
= ε.

Таким чином, f — неперервна в точцi (x0, y0).
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Лема 4.2. Нехай X — топологiчний простiр, Y , Z — метричнi простори, V — вiдкрита в
Y , γ > 0 i функцiя f : X×Y → Z — неперервна вiдносно першої змiнної. Тодi множина

Aγ(V ) =
{
x ∈ prX

(
D(f) ∩ (X × V )

)
: λfx(V ) ≤ γ

}
є нiде не щiльною в X.

Доведення. Нехай U = intAγ(V ) i A = U∩Aγ(V ). Припустимо, що U 6= ∅. Тодi, оскiльки
A ⊇ U , то за лемою 4.1 функцiя f буде неперервна на U × V . Але це неможливо, адже
(U × V ) ∩D(f) 6= ∅. Таким чином, U = ∅, а значить, Aγ(V ) — нiде не щiльна.

Лема 4.3. Нехай X — берiвський топологiчний простiр, Y , Z — метричнi простори i
f : X × Y → Z — CL-функцiя. Тодi множина D(f) є hv-нiде не щiльною.

Доведення. Перевiримо спочатку нiде не щiльнiсть множини D(f). Нехай D(f) не є
нiде не щiльною. Тодi iснують такi вiдкритi непорожнi множини U0 ⊆ X i V0 ⊆ Y , що
U0 × V0 ⊆ D(f). Вiзьмемо деяке y0 ∈ V0 i покладемо Vn = V0 ∩ B(y0,

1
n
). За лемою 4.2

множини Am,n = Am(Vn) — нiде не щiльнi. Зафiксуємо деяке x ∈ U0. Оскiльки λfx(y0) <

+∞, то iснує номер m > λfx(y0). Далi, знайдеться n ∈ N, для якого λfx(Vn) < m. Але

(x, y0) ∈ U0 × V0 ⊆ D(f). Тому x ∈ Am,n. Таким чином, U0 ⊆
∞⋃

m,n=1

Am,n, що суперечить

беровостi X.
Тепер, оскiльки f є нарiзно неперервною, то з [6, Theorem 6.4, Proposition 6.2] ви-

пливає, що D(f) є σ-навхрест нiде не щiльною (тобто подається у виглядi злiченного
об’єднання навхрест нiде не щiльних множин). Крiм того, там показано, що довiльна
нiде не щiльна i σ-навхрест нiде не щiльна множина в добутку метризовних просторiв
є навхрест нiде не щiльною [6, Proposition 6.3]. Таким чином, множина D(f) є навхрест
нiде не щiльною.

Теорема 3. Нехай X — берiвський топологiчний простiр, Y , Z — метричнi простори i
f : X × Y → Z — CL-функцiя. Тодi множина D(f) є hv-нiде не щiльною.

Доведення. За лемою 4.3 множина D(f) є hv-нiде не щiльною. Тому залишається пере-
вiрити v-нiде не щiльнiсть множини D(f).

За теоремою Стоуна [4, c.414] iснує локально скiнченне покриття Vn простору Y ,
що вписане в покриття Y кулями радiуса 1

2n
. Тодi для кожного V ∈ Vn матимемо, що

diamV ≤ 1
n
. Покладемо Mn =

⋃
V ∈Vn

(
An(V ) × V

)
i M =

∞⋃
n=1

Mn. За лемою 4.2 множини

An(V ) — нiде не щiльнi. Тому за рахунок локальної скiнченностi Vn матимемо, що Mn

— нiде не щiльнi.
Покажемо, що M — нiде не щiльна. Нехай G0 — деяка вiдкрита непорожня пiдмно-

жина X × Y . Але за лемою 4.3 множина D(f) — нiде не щiльна. Тому iснують вiдкритi
непорожнi множини U0 ⊆ X i V0 ⊆ Y , такi, що U0 × V0 ⊆ G0 \ D(f). Вiзьмемо деяке
y0 ∈ V0 i знайдемо такий номер m, для якого B(y0,

2
m
) ⊆ V0. Нехай V1 = B(x, 1

m
) i

G1 = U0 × V1.
Покажемо, що G1 ∩ Mn = ∅ при n > m. Справдi, нехай G1 ∩ Mn 6= ∅. Вiзьме-

мо (x1, y1) ∈ G1 ∩ Mn. Тодi iснує V ∈ Vn, таке що (x1, y1) ∈ An(V ) × V . Значить,
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x1 ∈ An(V ) ⊆ prX
(
D(f) ∩ (X × V )

)
. Отже, iснує y2 ∈ V , для якого (x1, y2) ∈ D(f). Тодi

y2 6∈ B(y0,
2
m
), адже

(
U0 × B(y0,

2
m
)
)
∩D(f) = ∅. Тому |y2 − y0|Y ≥ 2

m
. Врахувавши, що

|y0 − y1|Y ≤ 1
m

, матимемо, що 1
m

≤ |y2 − y1|Y ≤ diamV ≤ 1
n
. Таким чином, n ≤ m.

Тепер, користуючись нiде не щiльнiстю множин Mn матимемо, що вiдкрита множина

G2 = G1 \
m⋃

n=1

Mn — непорожня, причому G2∩Mn = ∅ для кожного n. Тому G2 ⊆ G0\M .

Отже, M — нiде не щiльна.
Доведемо, що M є v-околом множини D(f). Вiзьмемо (x0, y0) ∈ D(f). Оскiль-

ки λfx0 (y0) < +∞, то iснує номер n0 > λfx0 (y0). Далi вiзьмемо n1 > n0, для якого
λfx0

(
B(y0,

1
n1
)
)
< n0. Покладемо n = max{n0, n1}. Оскiльки Vn покривають Y , то iснує

V ∈ Vn, для якого y0 ∈ V . Але diamV < 1
n
≤ 1

n1
. Тому V ⊆ B(y0,

1
n1
). Отже, λfx0 (V ) < n.

Таким чином, {x0} × V ⊆ Mn ⊆ M .

Наслiдок 4.1. Нехай X, Y , Z — метричнi простори, причому X та Y – берiвськi, i
f : X × Y → Z — LL-функцiя. Тодi множина D(f) є hv-нiде не щiльною.

5 Побудова функцiй з даним коливанням

Для функцiї f : X → R верхня та нижня граничнi функцiї f∨, f∧ : X → R визна-
чаються формулами

f∨(x) = lim sup
u→x

f(u), f∧(x) = lim inf
u→x

f(u), x ∈ X.

Як вiдомо, коливання функцiї f : X → R обчислюється за формулою ωf = f∨ − f∧.
Пiдмножину S метричного простору X називатимемо ε-вiдокремною, якщо нерiв-

нiсть |s− t|X ≥ ε виконується для довiльних рiзних точок s, t ∈ S. Казатимемо, що S —
вiдокремна, якщо вона є ε-вiдокремною для деякого ε > 0. Множину S називатимемо

σ-дискретною, якщо iснує послiдовнiсть дискретних множин Sn, така що S =
∞⋃
n=1

Sn.

Лема 5.1. Нехай X — метричний простiр i E ⊆ X. Тодi iснує σ-дискретна множина
S ⊆ E, така що S ⊇ E.

Доведення. Ясно, що ε-вiдокремнiсть — це властивiсть скiнченного характеру. Тому
за лемою Тейхмюллера-Тьюкi [4, c. 12] для кожного номера n iснує максимальна
1
n
-вiдокремна пiдмножина Sn множини E. За рахунок максимальностi матимемо, що

для довiльного номера n i точки x ∈ E iснує s ∈ Sn, таке що |x− s|X < 1
n
. Таким чином,

σ-дискретна множина S =
∞⋃
n=1

Sn буде щiльною в E.

В попереднiй лемi σ-дискретна множина подається у виглядi злiченного об’єднання
вiдокремних множин. Проте виявляється, що таку властивiсть мають всi σ-дискретнi
множини.

Лема 5.2. Нехай X — метричний простiр i S — σ-дискретна пiдмножина X. Тодi iснує

диз’юнктна послiдовнiсть вiдокремних множин Tn, така що S =
∞⊔
n=1

Tn.
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Доведення. Застосовуючи мiркування леми 5.1 до деякої дискретної множини E, по-
будуємо послiдовнiсть вiдокремних множин, об’єднання яких щiльне в E, а значить, i
рiвне E. Таким чином, i для σ-дискретної множини S iснує послiдовнiсть деяких вiд-

окремних пiдмножин Sn, така що S =
∞⋃
n=1

Sn. Покладаючи Tn = Sn \
n−1⋃
k=1

Sk, матимемо,

що Tn — вiдокремнi i S =
∞⊔
n=1

Tn.

Лема 5.3. Нехай X — метричний простiр i g : X → [0,+∞] — деяка напiвнеперервна
зверху функцiя. Тодi iснує функцiя h : X → [0,+∞] з σ-дискретним носiєм, така що
h∨ = g.

Доведення. Нехай Q+ = Q∩(0,+∞). Для кожного ε ∈ Q+ покладемо Fε = f−1([ε,+∞]).
Оскiльки функцiя f — напiвнеперервна зверху, то множини Fε — замкненi. За лемою 5.1
для кожного ε > 0 виберемо σ-дискретну множину Sε, таку що Sε = Fε. Покладемо
S =

⋃
ε∈Q+

Sε i h = gχS, де χS — характеристична функцiя множини S. Покажемо, що h

— шукана. По-перше, носiй функцiї h рiвний S i тому вiн є σ-дискретним. Далi, оскiльки
h ≤ g i g — напiвнеперервна зверху, то h∨ ≤ g∨ = g.

Залишилось довести, що h∨ ≥ g. Нехай це не так i для деякого x0 ∈ X виконується,
що h∨(x0) < g(x0). Вiзьмемо ε ∈ Q+, таке що h∨(x0) < ε < g(x0). Тодi x0 ∈ Fε. З iншого
боку, iснує окiл U точки x0, такий що h(x) < ε при x ∈ U . Але x0 ∈ Fε = Sε. Тому iснує
s ∈ Sε ∩ U . Тодi h(s) = g(s) ≥ ε, що неможливо.

Лема 5.4. Нехай X — метричний простiр, G — вiдкрита пiдмножина X i S — σ-
дискретна пiдмножина X, така що S ⊆ G \ G. Тодi iснує сiм’я

(
U s
n

)
s∈S,n∈N вiдкритих

непорожнiх пiдмножин G, для якої виконуються наступнi властивостi
(i) U s

n ⊆ G при s ∈ S та n ∈ N;
(ii) для довiльного s ∈ S виконується, що U s

n → s при n → ∞;
(iii) для довiльної множини T ⊆ S сiм’я

(
U t
n

)
t∈T,n∈N — дискретна на X \ T .

Доведення. За лемою 5.2 iснують вiдокремнi множини Tk, такi що S =
∞⊔
k=1

Tk. Нехай

множини Tk є 3εk-вiдокремнi, причому не буде обмеженням вважати, що εk < 1 i εk ↓ 0.

Покладемо Sk =
k⋃

j=1

Tj. Зараз ми iндукцiєю по k визначимо сiм’ї
(
U t
n

)
t∈Tk,n∈N

вiдкритих

непорожнiх множин так, щоб виконувались наступнi властивостi:

U t
n ⊆ G ∩B(t, εk

n
) при t ∈ Tk i n ∈ N; (1)

сiм’я
(
U s
n

)
s∈Sk,n∈N

— диз’юнктна. (2)

Припустимо, що для деякого k ∈ N при j < k уже визначенi сiм’ї
(
U t
n

)
t∈Tj ,n∈N

так, що
виконуються властивостi аналогiчнi до (1) та (2). Вiзьмемо t ∈ Tk i побудуємо множини
U t
n. Оскiльки вiдокремнi множини є замкненими, то множина Sk−1 також є замкненою.

Тодi iснує ε > 0, для якого B(t, 2ε)∩Sk−1 = ∅. Значить, за рахунок (1), B(t, ε)∩U s
n = ∅
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при s ∈ Sk−1 i 1
n
< ε, адже εj < 1. Врахувавши, що сiм’ї

(
B(t, εj)

)
s∈Tj

— дискретнi при
j < k i використавши (1) матимемо, що сiм’я

(
U s
n

)
t∈Sk−1,n≤ 1

ε

— локально скiнченна. Тому

B(t, ε) ∩
⋃

s∈Sk−1

∞⋃
n=1

U s
n ⊆

⋃
s∈Sk−1

⋃
n≤ 1

ε

U s
n =

⋃
s∈Sk−1

⋃
n≤ 1

ε

U s
n ⊆ G 63 t

Отже, множина U = X \
⋃

s∈Sk−1

∞⋃
n=1

U s
n є околом точки e. Тому для множини H = G ∩ U

матимемо, що t ∈ H. Залишилось, iндукцiєю по n побудувати послiдовнiсть вiдкритих
непорожнiх множин U t

n так, щоб U t
n ⊆ H ∩ B(t, εk

n
) i послiдовнiсть

(
U t
n

)∞
n=1

була би
диз’юнктною.

Доведемо, що побудована сiм’я
(
U s
n

)
s∈S,n∈N є шуканою. По-перше, з властивостей (1k)

випливають властивостi (i) та (ii). Перевiримо (iii). Вiзьмемо T ⊆ S i точку x ∈ X \ T .
Зуважимо, що з властивостей (2k) випливає, що сiм’я

(
U t
n

)
t∈T,n∈N — диз’юнктна. Тому

достатньо перевiрити локальну скiнченнiсть сiм’ї
(
U t
n

)
t∈T,n∈N в точцi x. Для цього вi-

зьмемо таке ε > 0, що B(x, 2ε) ∩ T = ∅. Тодi за рахунок (1) матимемо, що при n > 1
ε

виконується, що εk
n

< 1
n
< ε, а тому U t

n ∩ B(x, ε) = ∅ при t ∈ T . Далi, оскiльки εk ↓ 0,
то iснує k, для якого εk < ε. Тодi B(x, ε) ∩ U t

n = ∅ при j ≥ k i t ∈ T ∩ Tj. Але сiм’ї(
B(t, εj)

)
t∈Tj

— дискретнi. Тому для довiльних n та j сiм’я
(
U t
n

)
t∈Tj

також є дискретною.
Таким чином, сiм’я

(
U t
n

)
t∈T,n∈N — локально скiнченна в точцi x.

Лема 5.5. Нехай P — деяка однорiдна локальна властивiсть дiйснозначних функцiй,
яка сильнiша за неперервнiсть, X — P -регулярний метричний простiр, G — вiдкри-
та пiдмножина X i g : X → [0,+∞] — така напiвнеперервна зверху функцiя, що
E = suppg ⊆ G \G. Тодi iснує функцiя f : X → R, що ωf = g, suppf ⊆ G i звужен-
ня f |X\E є P -функцiєю.

Доведення. Перш за все виберемо h за лемою 5.3 i покладемо S = supph. Тодi S ⊆
E ⊆ G \ G. Далi побудуємо сiм’ю

(
U s
n

)
s∈S,n∈N за лемою 5.4. Для довiльних s ∈ S i

n ∈ N виберемо деяку точку asn ∈ U s
n. Оскiльки X є P -регулярним, то iснує P -функцiя

ϕs
n : X → R, така що ϕs

n(a
s
n)) = 1 i suppϕs

n ⊆ U s
n. Далi, нехай λs

n = min{n, h(s)}.
Покладемо f(x) =

∑
s∈S,n∈N

λs
nϕ

s
n(x), x ∈ X. Доведемо, що функцiя f шукана.

По-перше, suppf =
⋃

s∈S,n∈N
suppϕs

n ⊆
⋃

s∈S,n∈N
U s
n ⊆ G. Далi, оскiльки сiм’я

(
U s
n

)
s∈S,n∈N

— дискретна поза S ⊆ E, i властивiсть P є локальною та однорiдною, то f |X\E є P -
функцiєю. Залишилось довести, що ωf = g. Але h∨ = g. Тому досить показати, що
h ≤ ωf ≤ g. Оскiльки P сильнiша за неперервнiсть, то f — неперервна на X \ E. Тому
ωf (x) = 0 = g(x) = h(x) при x ∈ X \E. Зафiксуємо x ∈ E. Тодi f(x) = f∧(x) = 0. Отже,
ωf (x) = f∨(x). Тому досить довести, що h(x) ≤ f∨(x) ≤ g(x).

Перевiримо спочатку нерiвнiсть h(x) ≤ f∨(x). Якщо x 6∈ S, то h(x) = 0 ≤ f∨(x).
Нехай тепер x ∈ S. Тодi, оскiльки axn → x, то

f∨(x) = lim sup
u→x

f(u) ≥ lim sup
n→∞

f(axn) = lim
n→∞

λx
n = lim

n→∞
min{n, h(x)} = h(x).
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Доведемо тепер нерiвнiсть f∨(x) ≤ g(x). Вiзьмемо ε > 0. Оскiльки g — напiвнепе-
рервна зверху, то iснує такий окiл U точки x, для якого g(u) ≤ g(x) + ε при u ∈ U .
Нехай T = S \ U . Тодi сiм’я

(
U t
n

)
t∈T,n∈N — дискретна в точцi x. Але U t

n ⊆ G 63 x при
t ∈ T i n ∈ N. Тому iснує окiл V точки x, такий що V ⊆ U i V ∩ U t

n = ∅ при t ∈ T i
n ∈ N. Тодi при v ∈ V матимемо, що

f(v) ≤ sup
s∈S∩U,n∈N

λs
n ≤ sup

s∈S∩U
h(s) ≤ suph(U) ≤ sup g(U) ≤ g(x) + ε.

Тодi f∨(x) ≤ sup f(V ) ≤ g(x) + ε. Спрямовуючи ε → 0, одержимо потрiбну нерiв-
нiсть.

Теорема 4. Нехай P та Q — деякi локальнi однорiднi властивостi дiйснозначних фун-
кцiй, якi сильнiшi за неперервнiсть, X — P -регулярний метричний простiр, a Y — Q-
регулярний метричний простiр i g : X × Y → [0,+∞] — така напiвнеперервна зверху
функцiя, що її носiй suppg є hv-нiде не щiльна. Тодi iснує PQ-функцiя f : X × Y → R,
така що ωf = g.

Доведення. Нехай M — деякий нiде не щiльний hv-окiл множини E = suppg i G =

(X × Y ) \M . Покладемо P0 = PQ ∧ C. За лемою 3.3 добуток X × Y є P0-регулярним.
Застосовуючи лему 5.5 до властивостi P0, функцiї g i множини G, побудуємо функцiю
f : X × Y → R, таку що ωf = g, suppf ⊆ G i f |(X×Y )\E — P0-функцiя. Доведемо, що f є
PQ-функцiєю.

Вiзьмемо (x, y) ∈ X × Y i покажемо, що fy є P -функцiєю. Якщо (x, y) 6∈ E, то
звуження f на окiл (X × Y ) \ E точки (x, y) є P0-функцiєю. Тому звуження fy на
деякий вiдкритий окiл точки x є P -функцiєю. Нехай тепер (x, y) ∈ E. Оскiльки M є
hv-околом E, то iснує вiдкритий окiл U точки x, для якого U × {y} ⊆ M . Але f рiвна
нулю на M . Тому fy рiвне нулю на U . Але нульова функцiя має властивiсть P , адже
P — однорiдна властивiсть. Таким чином, для кожного x ∈ X звуження fy на деякий
вiдкритий окiл точки x має властивiсть P . Отже, fy є P -функцiєю, адже P — локальна
властивiсть. Аналогiчно доводимо, що fx має властивiсть Q.

Теорема 5. Нехай P — деяка локальна однорiдна властивiсть дiйснозначних функцiй,
яка сильнiша за неперервнiсть, X — метричний простiр, a Y — P -регулярний метричний
простiр i g : X×Y → [0,+∞] — така напiвнеперервна зверху функцiя„ що її носiй suppg

є hv-нiде не щiльним. Тодi iснує CP -функцiя f : X × Y → R, така що ωf = g.

Доведення. Нехай M — деякий нiде не щiльний hv-окiл множини E = suppg i G =

(X × Y ) \M . Покладемо P0 = CP ∧ C. За лемою 3.3 добуток X × Y є P0-регулярним.
Застосовуючи лему 5.5 до властивостi P0, функцiї g i множини G, побудуємо функцiю
f : X × Y → R, таку що ωf = g, suppf ⊆ G i f |(X×Y )\E — P0-функцiя. Доведемо, що f є
CP -функцiєю.

Вiзьмемо (x, y) ∈ X × Y i покажемо, що fx є P -функцiєю. Якщо (x, y) 6∈ E, то
звуження f на окiл (X × Y ) \ E точки (x, y) є P0-функцiєю. Тому звуження fx на
деякий вiдкритий окiл точки y є P -функцiєю. Нехай тепер (x, y) ∈ E. Оскiльки M є
hv-околом E, то iснує вiдкритий окiл V точки y, для якого {x} × V ⊆ M . Але f рiвна
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нулю на M . Тому fx рiвне нулю на V . Але нульова функцiя має властивiсть P , адже
P — однорiдна властивiсть. Таким чином, для кожного x ∈ X звуження fx на деякий
вiдкритий окiл точки y має властивiсть P . Отже, fy є P -функцiєю, адже P — локальна
властивiсть.

Доведемо, що fy — неперервне в точцi x. Якщо (x, y) 6∈ E, то ωf (x, y)=g(x, y)=0.
Отже, f — неперервна в точцi (x, y). А тому fy — неперервне в точцi x. Нехай тепер
(x, y) ∈ E. Оскiльки M є hv-околом множини E, то iснує такий окiл U точки x, для
якого U × {y} ⊆ M . Тодi функцiя fy рiвна нулю на U , а значить, вона неперервна в
точцi x.
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We prove that a function which defined on the product of two metric Baire spaces is the

oscillation of some separately locally Lipschitz function if and only if it is an upper semi-

continuous non-negative function which has a crosswise nowhere dense closure of its support.
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Доказано, что функция, которая определена на произведении двух бэровских метриче-
ских пространств, является колебанием некоторой раздельно локально липшицевой функ-
ции тогда и только тогда, когда она неотрицательна полунепрерывна сверху и замыкание
ее носителя накрест нигде не плотно.


