
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical

публiкацiї. Т.3, №1 Publications. V.3, №1

УДК 517.98

Голубчак О.М.

ГIЛЬБЕРТОВI ПРОСТОРИ СИМЕТРИЧНИХ АНАЛIТИЧНИХ

ФУНКЦIЙ НА `1

Голубчак О.М. Гiльбертовi простори симетричних аналiтичних функцiй на `1 // Кар-
патськi математичнi публiкацiї. — 2011. — Т.3, №1. — C. 34–39.

В роботi розглянуто поповнення простору симетричних полiномiв на `1 вiдносно деякої
гiльбертової норми i дослiджено умови, при яких отриманий простiр буде простором ана-
лiтичних функцiй на `1. Розглянуто зв’язок з абстрактними просторами Фока.

Вступ

Нехай X — лiнiйний нормований простiр з безумовним базисом над полем K. Фун-

кцiя f : X → K називається симетричною, якщо f
( ∞∑

k=1

xkek

)
= f

( ∞∑
k=1

xkeσ(k)

)
для

довiльної пiдстановки σ на деякiй скiнченнiй пiдмножинi натуральних чисел N.
Функцiя P : X → K називається полiномом степеня n, якщо P = P0+P1+ ...+Pn, де

Pk(x) = Bk(x, x, ..., x) i Bk є k-лiнiйною формою Bk : X ×X × ...×X → K для кожного
1 ≤ k ≤ n. При цьому P0 = const i Pn 6= 0.

Розглянемо простiр `1 абсолютно сумовних послiдовностей над полем комплексних
чисел C: `1 = {(x1, x2, ..., xn, ...)|

∑∞
k=1 |xk| < ∞}.

Простiр симетричних полiномiв на `1 позначимо Ps(`1). Вiдомо, що полiноми

Pk(x) =
∞∑
i=1

xk
i

утворюють алгебраїчний базис в Ps(`1). Також вiдомо, що полiноми вигляду Pλ = Pλ1 ·
Pλ2 · ... ·Pλm утворюють лiнiйний базис в Ps(`1), де Pλk

(x) =
∑∞

i=1 x
λk
i , λ = (λ1, λ2, ..., λm)

— деяке розбиття натурального числа n, тобто λ1 + λ2 + ...+ λm = n.
Симетричнi аналiтичнi функцiї вiд нескiнченної кiлькостi змiнних дослiджувались

в роботах [3, 4, 5]. У цiй роботi ми розглядаємо гiльбертовi простори, породженi симет-
ричними полiномами на `1, i встановлюємо умови, при яких елементи цих просторiв
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будуть аналiтичними функцiями у деякiй областi Ω ⊂ `1. У першому роздiлi доведено
загальний результат, який оцiнює радiус кулi в `1, що мiститься в Ω. У другому роздiлi
показано, що Ω, в загальному випадку, не збiгається з цiєю кулею, i побудовано Ω для
одного конкретного випадку, використовуючи абстрактнi простори Фока.

Розглянемо на Ps(`1) деякий скалярний добуток 〈Pλ, Pµ〉 = bλµδλµ, де δλµ — символ
Кронекера, bλλ = bλ > 0. Даний скалярний добуток породжує норму

‖Pλ‖ =
√

〈Pλ, Pλ〉 =
√
bλ.

Поповнення простору Ps(`1) вiдносно даної норми позначимо Hs(`1). В цiй роботi
дослiджуються умови на bλ, при яких простiр Hs(`1) є простором аналiтичних функцiй
в деякiй областi `1.

На просторi Ps(`1) також можна визначити норму

‖P‖sup = sup
‖x‖≤1

|P (x)|.

Легко бачити, що ‖Pλ‖sup = 1.

1 Простiр аналiтичних функцiй

Очевидно, що значення в точцi x ∈ `1 породжує функцiонал δx : P 7→ P (x), P ∈
Ps(`1). Ми розглянемо питання: при яких x функцiонал δx буде неперервним?

Припустимо, що для деякого x ∈ `1, δx — неперервний. Тодi його можна продовжити
за неперервнiстю до лiнiйного функцiонала на Hs(`1). За теоремою Рiса iснує елемент
Rx ∈ Hs(`1), такий що

δx(P ) = P (x) = 〈P,Rx〉.

Знайдемо цей елемент.

Якщо такий елемент Rx iснує та оскiльки
Pλ

‖Pλ‖
=

Pλ√
bλ

— ортонормований базис в

Hs(`1), то δx

( Pλ√
bλ

)
=

Pλ(x)√
bλ

=
〈 Pλ√

bλ
, Rx

〉
. Тому

Rx =
∑
λ

Pλ√
bλ

Pλ(x)√
bλ

=
∑
λ

Pλ

bλ
Pλ(x). (1)

Отже, Rx є визначеним для тих елементiв x, для яких ряд (1) збiгається в Hs(`1).
Знайдемо область збiжностi даного ряду.

‖Rx‖Hs
=

∥∥∥∑
λ

Pλ

bλ
Pλ(x)

∥∥∥
Hs

≤
∞∑
n=1

∥∥∥ ∑
|λ|=n

Pλ

bλ
Pλ(x)

∥∥∥
Hs

≤

∞∑
n=1

∑
|λ|=n

∥∥∥Pλ

bλ

∥∥∥
Hs

|Pλ(x)| =
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

|Pλ(x)|√
bλ

≤
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∞∑
n=1

∑
|λ|=n

‖Pλ‖sup‖x‖n`1√
bλ

=
∞∑
n=1

∑
|λ|=n

‖x‖n`1√
bλ

.

Позначимо через p(n) — кiлькiсть розбиттiв λ натурального числа n. Нехай

dn = max
|λ|=n

1√
bλ
. (2)

Тодi

‖Rx‖Hs
≤

∞∑
n=1

p(n)dn‖x‖n`1 .

Використовуючи формулу Кошi-Адамара та вiдому асимптотику для p(n), можна
оцiнити радiус збiжностi ряду:

r ≥ 1

lim sup
n→∞

(p(n)dn)
1
n

=
1

lim sup
n→∞

d
1
n
n

.

Таким чином, ми довели наступну теорему.

Теорема 1. Простiр Hs(`1) є простором аналiтичних функцiй в кулi з центром в нулi
радiуса

r =
1

lim sup
n→∞

d
1
n
n

в `1, де константи dn визначаються формулою (2).

З теореми 1 маємо, що коли ‖Pλ‖Hs ≥ 1 для довiльного розбиття λ, то Hs(`1) є
простором аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi в `1.

2 Зв’язок з абстрактними просторами Фока

Зауважимо, що в деяких випадках можна зробити точнiшу оцiнку для областi збiж-
ностi ряду (1). Нам потрiбнi будуть деякi вiдомi результати стосовно абстрактних прос-
торiв Фока. Нехай E — гiльбертiв простiр з ортонормованим базисом (en). Скажемо, що
гiльбертiв простiр F = F(E) з нормою ‖·‖η є (абстрактним) симетричним простором
Фока над простором E, якщо вектори 1, e

(k)
[i] = ek1i1 . . . e

kn
in

утворюють ортогональний
базис в F , де n = |(k)| = k1 + · · ·+ kn ∈ N, kj ≥ 0, i1 < · · · < in,

ek1i1 . . . e
kn
in

=
1

n!

∑
σ

k1︷ ︸︸ ︷
eσ(i1) ⊗ · · · ⊗ eσ(i1) ⊗ · · · ⊗

kn︷ ︸︸ ︷
eσ(in) ⊗ · · · ⊗ eσ(in)

є симетричним тензорним добутком векторiв.

Покладемо c
(k)
[i] :=

∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥−2

η
i c0 = 1. Розглянемо степеневий ряд

η(x) =
∞∑

k1+···+kn=0

∑
i1<···<in

ck1...kni1...in
xk1
i1
. . . xkn

in
ek1i1 . . . e

kn
in

=
∞∑

|(k)|=0

∑
[i]

c
(k)
[i] x

(k)
[i] e

(k)
[i] (3)
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для будь-якого x =
∞∑
i=1

xiei ∈ E.

Наступну теорему доведено в [2].

Теорема 2. Припустимо, що iснує константа S > 0 i послiдовнiсть додатних чисел
(Mn), така що для кожного n lim supn→∞

n
√
Mn = M ≤ ∞ i

0 < c
(k)
[i] = ck1...kni1...in

≤ SM2
n

(k1 + · · ·+ kn)!

k1! . . . kn!
= SM2

n

n!

k1! . . . kn!
, (4)

де n = k1 + · · ·+ kn. Тодi

(i) ряд (3) збiгається для кожного x ∈ E, ‖x‖ < 1/M i η є аналiтичним вiдображенням
на кулi B(0, 1/M) ⊂ E з центром в нулi радiуса 1/M зi значенням в F ;

(ii) для кожного ϕ ∈ F вiдображення fϕ(x) = 〈η(x) | ϕ〉 є аналiтичною функцiєю на
B(0, 1/M) ⊂ E;

(iii) функцiя
〈
η(x)

∣∣∣e(k)[i]

〉
є n-однорiдним полiномом i

〈
η(x)

∣∣∣e(k)[i]

〉
= xk1

i1
. . . xkn

in
.

Твердження 2.1. Вiдображення

ξ : Pλ 7→ eλ1 . . . eλm , λ = (λ1, . . . , λm)

задає iзометричний iзоморфiзм простору Hs(`1) на абстрактний симетричний простiр
Фока F = F(E), для якого константи c

(k)
[i] з формули (3) визначаються рiвнiстю c

(k)
[i] =

‖P k1
i1

. . . P kn
in
‖−2. Iзоморфiзм ξ є мультиплiкативним на пiдпросторi полiномiв у Hs(`1).

Доведення цього твердження безпосередньо випливає з означень. Зауважимо, що
замкнена лiнiйна оболонка {Pn, n ∈ N} є прообразом простору E при вiдображеннi ξ.

Позначимо Ω — область в `1

Ω = {x ∈ `1 : |Pn(x)| < 1, n ∈ N}.

Легко бачити, що Ω мiстить вiдкриту одиничну кулю простору `1 як власну пiдмножину.

Твердження 2.2. Множина Ω є необмеженою i вiдкритою пiдмножиною в `1. Крiм
того, для кожного x ∈ Ω

∑
|Pn(x)| < ∞.

Доведення. Покажемо, що iснує необмежена послiдовнiсть в `1, яка належить Ω. Роз-
глянемо числову послiдовнiсть

xn = (−1)n
6

π2n
.

Нехай (z(m)) — послiдовнiсть з `1, така що z(m) = (x1, x2, . . . , xm, 0, 0, . . .).

Оскiльки Pn(z(m)) < 1 ∀n,m, то z(m) ∈ Ω. З iншого боку, очевидно, що ‖z(m)‖ → ∞
при m → ∞. Отже, Ω є необмеженою множиною.

Зауважимо, що коли x =
∑

xkek ∈ Ω, то |xk| < 1 для кожного k. Тобто Ω лежить у
вiдкритiй пiдмножинi

D1 = {x ∈ `1 : ∀k ∈ N |xk| < 1}.
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Розглянемо вiдображення Ψ(x) = (P1(x), . . . , Pn(x), . . .). У роботi [4] показано, що Ψ

— неперервне вiдображення i Ψ: D1 → `1. Тому
∑

|Pn(x)| < ∞. З iншого боку, Ω є
прообразом вiдкритої множини D1 при вiдображеннi Ψ. Тому Ω — вiдкрита пiдмно-
жина.

Розглянемо абстрактний простiр Фока F з нормою
∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥
η
= 1. Згiдно формули (3),

цiй нормi вiдповiдає вiдображення η:

η(y) =
∞∏
i=1

∞∑
k=0

yki e
k
i =

∞∑
|(k)|=0

∑
[i]

y
(k)
[i] e

(k)
[i] ,

де yi = (y, ei) — координати вектора y ∈ `. В роботi [1] показано, що η є аналiтичним
вiдображенням з D2 ⊃ D1 в F , де

D2 = {x ∈ `2 : ∀k ∈ N |xk| < 1}

є вiдкритою пiдмножиною в `2.

Оскiльки вiдображення ξ є iзометричним iзоморфiзмом з Hs(`1) в F , то ξ(Rx) ∈ F
для кожного x ∈ `1, ‖x‖ < 1. Покажемо, що елемент Rx коректно визначений для всiх
x ∈ Ω. Для цього достатньо показати, що ξ(Rx) ∈ F при x ∈ Ω. З формули (1) маємо

ξ(Rx) = ξ
(∑

λ

PλPλ(x)
)
=

∑
λ

eλPλ(x). (5)

Оскiльки |Pn(x)| < 1 i ряд
∑

|Pn(x)| збiгається для кожного x ∈ Ω, то∑
λ

|Pλ(x)|2 ≤
∞∏
i=1

∞∑
k=0

|Pi(x)|2k =
∞∏
i=1

1

1− |Pi(x)|2
.

З iншого боку,

ln
( ∞∏
i=1

1

1− |Pi(x)|2
)
= − ln

∞∏
i=1

(1− |Pi(x)|2) ≤ −
∞∑
i=1

(−|Pi(x)|2) =
∞∑
i=1

|Pi(x)|2.

Тому

‖ξ(Rx)‖2 =
∑
λ

|Pλ(x)|2 ≤ exp
( ∞∑

i=1

|Pi(x)|2
)
< ∞.

Отже, ξ(Rx) ∈ F , тобто Rx ∈ Hs(`1) для всiх x ∈ Ω. Таким чином, ми довели наступну
теорему.

Теорема 3. Нехай ‖Pλ‖ = 1 для довiльного розбиття λ. Тодi Hs(`1) є простором аналi-
тичних функцiй на Ω. При цьому

F (x) = 〈F,Rx〉 = 〈ξ(F ), ξ(Rx)〉, x ∈ Ω, F ∈ Hs(`1).

Зауважимо, що коли x /∈ Ω, то для деякого m |Pm(x)| > 1. Тодi у формулi (5) ряд
буде мiстити розбiжний доданок

∑
k e

k
m(Pm(x))k. Тому Rx не буде коректно визначеним.

Отже, область Ω у теоремi 3 не може бути розширеною.
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В работе рассмотрены пополнения пространства симметрических полиномов на `1
относительно некоторой гильбертовой нормы и исследованы условия, при которых полу-
ченное пространство будет пространством аналитических функций на `1. Рассмотрена
связь с абстрактными пространствами Фока.


