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В роботi вивчаються зв’язки функцiй матриць Хессенберга iз парадетермiнантами та
параперманентами.

Вступ

Важливим класом квадратних матриць є матрицi Хессенберга [6]. Вони виникають у
пiдпросторах Крилова1 [3] в процесi побудови ортогональних базисiв, у задачах на зна-
ходження власних значень матрицi QR-методом (методом послiдовних елементарних
перетворень), а також у теорiї симетричних многочленiв — у детермiнантних виражен-
нях симетричних многочленiв [4]. Виявляється, що детермiнанти матриць Хессенберга
можна подати у виглядi парадетермiнантiв трикутних матриць, властивостi яких добре
вивченi. Позаяк квазiтрикутнi матрицi [2] є частковим випадком матриць Хессенберга,
то зв’язок останнiх з парадетермiнантами дозволяє узагальнити ряд теорем числення
трикутних матриць, зокрема теорему Пойа [8], [7] про зв’язок перманентiв iз детермi-
нантами.

Матрицi Хессенберга з’являються також при дослiдженнi характеру та швидкостi
збiжностi рацiональних вкорочень рекурентних дробiв.
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1Пiдпростором Крилова розмiрностi m породженим вектором v ∈ Cn i квадратною матрицею A ∈
Cn × Cn називають лiнiйний простiр

Km(v, A) = span{v, Av, A2v, . . . , Am−1v}.
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1 Зведення матриць Хессенберга до парадетермiнантiв та
параперманентiв трикутних матриць

Теорема 1. Справедливою буде тотожнiсть
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Доведення. Перемножимо детермiнант лiвої частини тотожностi (1) на
∏n−1

i=1 ai та роздi-
лимо j-тий (j = 2, 3, . . . , n) стовпець детермiнанта лiвої частини тотожностi на aj−1. При
цьому отримаємо детермiнант квазiтрикутної матрицi, з якої, при допомозi наслiдку 1
[2], легко одержати парадетермiнант правої частини тотожностi (1).

Теорема 2. Справедливою є тотожнiсть
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Доведення. Спочатку скористаємося теоремою 1 i переходимо вiд детермiнанта лiвої
частини тотожностi (2) до вiдповiдного парадетермiнанта. Потiм, використовуючи тео-
рему про зв’язок параперманента з парадетермiнантом, вiд отриманого парадетермi-
нанта переходимо до параперманента правої частини тотожностi (2).

Зауваження 1.1. Теорема 1 узагальнює теорему про зв’язок детермiнанта iз параде-
термiнантом iз [2] та теорему про зв’язок перманентiв iз детермiнантами [5].

Приклад 1. Нехай

σk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

i1<i2<...<ik

xi1xi2 · . . . · xik ,

sk(x1, x2, . . . , xn) = xk
1 + xk

2 + . . . + xk
n,

pk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

i1+i2+...+in=k

xi1
1 xi2

2 · . . . · xin
n

є вiдповiдно елементарнi симетричнi многочлени, степеневi суми та повнi однорiднi си-
метричнi многочлени, тодi справедливi [4] детермiнантнi представлення елементарних
симетричних многочленiв та повних однорiдних симетричних многочленiв через степе-
невi суми:
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1
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Тодi, внаслiдок теорем 1, 2, їх можна виразити вiдповiдно через парадетермiнант та
параперманент трикутної матрицi

A =




s1

1 · s2

s1
s1

1 · s3

s2
2 · s2

s1
s1

... . . . . . .
. . .

1 · sk
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,

причому справедливими будуть тотожностi:

σk =
1

k!
ddet(A), pk =

1

k!
pper(A).

Останнi тотожностi дозволяють перейти до вiдповiдних рекурентних спiввiдношень.
Для цього достатньо розкласти парадетермiнант та параперманент матрицi A за елемен-
тами останнього рядка.
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2 Деякi теореми числення матриць

Доведемо двi теореми, якi використовуються при дослiдженнi характеру та швидко-
стi збiжностi рацiональних вкорочень рекурентних дробiв та мають деяке вiдношення
до матриць Хессенберга.

Нехай задана трикутна матриця

An =




a11

a21 a22

... . . .
. . .

am1 am2 . . . amm

am+1,1 am+1,2 . . . am+1,m am+1,m+1

am+2,1 am+2,2 . . . am+2,m am+2,m+1 am+2,m+2

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

an1 an2 . . . anm an,m+1 an,m+2 . . . ann




n

, (3)

тодi рiг

Rm1 =




a11

a21 a22

... . . .
. . .

am1 am2 . . . amm




цiєї матрицi природно позначити через Am. На основi рогу

Rn,m+1 =




am+1,m+1

am+2,m+1 am+2,m+2

... . . .
. . .

an,m+1 an,m+2 . . . ann




побудуємо матрицi

Bj =




bj1

bj2 am+2,m+2

... . . .
. . .

bj,n−m an,m+2 . . . ann


 ,

де

bji =
m+1∏

k=j

am+i,k, i = 1, 2, . . . , n−m, j = 1, 2, . . . , m + 1. (4)

Теорема 1. Для матрицi (3) виконуються тотожностi

pper(An) =
m∑

r=0

pper(Ar) · pper(Br+1), (5)

ddet(An) =
m∑

r=0

(−1)m−rddet(Ar) · ddet(Br+1). (6)
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Доведення. Доведемо тотожнiсть (5).

1. Доведемо, що число доданкiв лiвої частини тотожностi рiвне числу доданкiв пра-
вої. Число доданкiв лiвої частини дорiвнює числу впорядкованих розбиттiв натураль-
ного числа n на натуральнi доданки i дорiвнює 2n−1. Знайдемо число доданкiв правої
частини тотожностi. Число доданкiв кожного iз параперманентiв Bj, j = 1, 2, . . . , m+1,

становить 2n−m−1, тому маємо суму

2n−m−1(1 +
m∑

r=1

2r−1) = 2n−m−1(1 + 2m − 1) = 2n−1.

2. Доведемо, що всi доданки правої частини тотожностi побудованi з елементiв, якi
утворюють нормальнi набори елементiв матрицi параперманента з лiвої частини тото-
жностi. З цiєю метою дослiдимо доданки, що утворюються в результатi добутку пара-
перманентiв ArBr+1, r = 0, 1, . . . , m.

a) Кожен доданок добутку матиме n рiзних спiвмножникiв, що є елементами матрицi
параперманента An, бо параперманент Ar має порядок r, а в кожен доданок параперма-
нента Br+1 входитиме n− (r + 1)− 1 = n− r спiвмножникiв.

b) Кожен доданок добутку, внаслiдок задання елементiв bji рiвнiстю (4), можна
подати у виглядi факторiальних добуткiв ключових елементiв параперманента An.

3. Доведемо, що всi доданки добутку рiзнi, а це випливає iз того, що першi стовпцi
параперманентiв Br+1, r = 0, 1, . . . , m, рiзнi.

Доведемо тотожнiсть (6).
Перш за все вiдзначимо, що знак нормального набору ключових елементiв матрицi

n-го порядку залежить вiд парностi числа n−k, де k — число ключових елементiв цього
набору. Знайдемо суму порядкiв парадетермiнантiв матриць Ar i Br+1. Параперманент
матрицi Br+1 при довiльному r = 0, 1, . . . , m має порядок n − m, а парадетермiнант
матрицi Ar — порядок r, тому сума порядкiв парадетермiнантiв цих матриць дорiвнює
n + r −m. Парадетермiнант матрицi An має порядок n.

Розглянемо деякий фiксований нормальний набiр k ключових елементiв матрицi An,

до складу якого входить факторiальний добуток {asr}, r < m 6 s 6 n. Алгебраїчним
доповненням до цього факторiального добутку у матрицi An є добуток парадетермiнан-
та Ar на парадетермiнант рогу Rn,s+1. Алгебраїчним доповненням до факторiального
добутку елемента {asr · . . . · as,m+1} у парадетермiнантi Br+1 є парадетермiнант рогу
Rn,s+1. Таким чином, зрiвнявши знак (−1)n−k фiксованого нормального набору параде-
термiнанта матрицi An iз знаком (−1)n+r−m−k того ж набору елементiв у добутку ddetAr·
ddetBr+1, прийдемо до рiвностi (−1)n−k = (−1)n+r−m−k. Пiсля вiдповiдного скорочення
приходимо до висновку, що добуток ddetAr · ddetBr+1 правої частини рiвностi (6) має
знак (−1)m−r.
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Наслiдок 1. Справедливими будуть тотожностi

pper(An) =
m∑

r=0

pper(Ar)
n−m∑
i=1

m+1∏

k=r+1

am+i,kpper(Rn,m+i+1),

ddet(An) =
m∑

r=0

(−1)m−rddet(Ar)
n−m∑
i=1

m+1∏

k=r+1

am+i,kddet(Rn,m+i+1),

де Rn,m+i+1 — рiг матрицi An.

Нехай задано квадратну матрицю

A =




a10 −1 0 . . . 0 0 0

a21 a11 −1 . . . 0 0 0

a32 a22 a12 . . . 0 0 0
... . . . . . . . . . . . . . . .

...
an−1,n−2 an−2,n−2 an−3,n−2 . . . a1,n−2 −1 0

an,n−1 an−1,n−1 an−2,n−1 . . . a2,n−1 a1,n−1 −1

an+1,n an,n an−1,n . . . a3n a2n a1n




n+1

.

Позначимо детермiнант матрицi утвореної видаленням iз матрицi A першого рядка та
k-го стовпця (нумерацiя стовпцiв ведеться вiд нульового до n-го) через Ak,n.

Теорема 2. Справедливе рекурентне спiввiдношення

Ak,n = −a1,k−1Ak−1,n + a2,k−1Ak−2,n − . . . + (−1)k−1ak−1,k−1A1,n + (−1)kak,k−1A0,n. (7)

Доведення. Позаяк у детермiнантi лiвої частини спiввiдношення (7) внаслiдок видален-
ня k-го стовпця вiдсутнi елементи a1,k, . . . , an−k+1,n, то у детермiнантах правої частини
цього спiввiдношення цi елементи можна замiнити нулями. Розкладаючи всi утворенi
детермiнанти правої частини спiввiдношення за елементами k-го стовпця, отримаємо
розклад детермiнанта лiвої частини цього спiввiдношення за елементами k-го рядка.
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