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Дослiджено властивостi розв’язку початкової задачi для диференцiально-рiзницевого
рiвняння нейтрального типу. Уточнено оцiнку наближення елемента запiзнення схемою
пiдвищеної точностi, за допомогою якої побудовано та обгрунтовано схему апроксимацiї
пiдвищеної точностi рiвняння нейтрального типу послiдовнiстю систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Вступ

Схема апроксимацiї лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь (ДРР) послi-
довнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь вперше була запропонована
М.М. Красовським [1] при дослiдженнi задачi про синтез оптимального регулятора в
системах iз запiзненням. Точнiсть апроксимацiї нелiнiйних ДРР iз запiзненням дослi-
джена Ю.М. Рєпiним в [6]. У цiй роботi вперше дослiджується апроксимацiя скаляр-
ного елемента запiзнення у випадку, коли його вхiдна функцiя є диференцiйованою,
або задовольняє умову Лiпшиця. Подальше вивчення схем апроксимацiї ДРР в про-
сторах неперервних функцiй на скiнченому iнтервалi здiйснено в роботах I.М. Черевка
та Л.А. Пiддубної [4, 5]. Дослiдження схеми апроксимацiї системи диференцiально-
рiзницевого та рiзницевого рiвнянь дозволило поширити схему Красовського-Рєпiна на
випадок ДРР нейтрального типу за Хейлом [8]. Аналiз точностi апроксимацiї векторно-
го елемента запiзнення для рiзних вхiдних функцiй та узагальнення схем апроксимацiї
для систем ДРР запiзнюючого i нейтрального типiв здiйснено в роботах I.М. Черев-
ка та О.В. Матвiя [2, 3]. Схема апроксимацiї ДРР iз запiзненням пiдвищеної точностi
запропонована у роботах [11, 9]. Метою даної роботи є поширення схеми апроксимацiї
пiдвищеної точностi для ДРР нейтрального типу.
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1 Постановка задачi. Схема апроксимацiї

Розглянемо диференцiально-рiзницеве рiвняння нейтрального типу

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ), x′(t− τ)), t ∈ [0, T ], (1)

з початковою умовою

x(t) = ϕ0(t), x′(t) = ϕ′
0(t), t ∈ [−τ, 0], (2)

де τ > 0; f(t, u0, u1, u
′
1) — неперервна функцiя, визначена для t ∈ [0, T ], u0, u1, u

′
1 ∈ R,

що задовольняє умову Лiпшиця

|f(t1, u0, u1, u
′
1)− f(t2, v0, v1, v

′
1)| ≤ K(|t1 − t2|+ |u0 − v0|+ |u1 − v1|+ |u′

1 − v′1|), (3)

K > 0, t1, t2 ∈ [0, T ]; ϕ0(t) — задана при t ∈ [−τ, 0] диференцiйовна функцiя, похiдна
якої задовольняє умову Лiпшиця

|ϕ′
0(t1)− ϕ′

0(t2)| ≤ L0|t1 − t2|, L0 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, 0]. (4)

Визначимо функцiї zj(t), j = 0,m, як розв’язки системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

z′0(t) = f(t, z0(t), zm(t), z
′
m(t)),

1
2

(
τ
m

)2
z′′j +

τ
m
z′j + zj = zj−1, j = 1,m

(5)

з початковими умовами

z0(0) = ϕ0(0), zj(0) = ϕ0(− jτ
m
), z′j(0) = ϕ′

0(−
jτ
m
), j = 1,m. (6)

Вважатимемо, що розв’язок задачi Кошi (5)–(6) апроксимує розв’язок початкової
задачi (1)–(2), якщо∣∣x (t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣ → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m → ∞.

2 Властивостi розв’язкiв початкової задачi (1)–(2)

При наведених в першому пунктi умовах розв’язок початкової задачi (1)–(2) буде
неперервно-диференцiйовною функцiєю на [−τ, T ] за можливим винятком точок t =

kτ, k = 0, 1, . . . . Для iснування похiдної розв’язку в точцi t = 0 необхiдно i досить, щоб
виконувалась умова склейки (див. [10])

ϕ′
0(0) = f(0, ϕ0(0), ϕ0(−τ), ϕ′

0(−τ)). (7)

Легко бачити, що при виконаннi умови (7) розв’язок задачi (1)–(2) також непе-
рервно-диференцiйовний в точках t = kτ, k = 1, 2, . . . .
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Лема 2.1. Нехай справджуються умови (3),(4) та виконується умова склейки (7). Тодi
розв’язок x(t) початкової задачi (1)–(2) — неперервно-диференцiйовний на [−τ, T ] i x′(t)

задовольняє умову Лiпшиця

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ L|t1 − t2|, L > 0, t1, t2 ∈ [−τ, T ]. (8)

Доведення. Розв’язуючи задачу (1)–(2) методом крокiв, дiстаємо послiдовнiсть задач
Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь

x′(t) = f(t, x(t), ϕk(t− τ), ϕ′
k(t− τ)), t ∈ [kτ, (k + 1)τ ], (9)

x(kτ) = ϕk(kτ), k = 0, 1, 2, . . . . (10)

При виконаннi умови (3) iснує єдиний розв’язок x(t) = ϕk+1(t), k = 0, 1, 2, . . . , задачi
(9)–(10), причому ϕk+1(t) ∈ C1[kτ, (k + 1)τ ], k = 0, 1, 2, . . . .

Якщо умова (7) справджується, тодi розв’язок початкової задачi (1)–(2) буде
неперервно-диференцiйовний в точцi t = 0 [10] i, як видно з рiвняння (1), x′(t) буде
неперервною в точках t = kτ, k = 1, 2, . . . . Таким чином, при виконаннi умов (3),(7)
розв’язок початкової задачi (1)–(2) — неперервно-диференцiйовний на [−τ, T ].

Покажемо, що умова (8) також справджується. Спочатку розглянемо вiдрiзок
[−τ, τ ].

1) Якщо t1, t2 ∈ [−τ, 0], то (8) справджується згiдно умови (4) при L = L0.
2) Нехай t1, t2 ∈ [0, τ ]. При t ∈ [0, τ ] розв’язок x(t) = ϕ1(t) початкової задачi (1)–(2)

неперервно-диференцiйовний. Тодi, використовуючи властивостi функцiй ϕ0(t), ϕ1(t) i
умови (3)–(4), маємо

|x′(t1)− x′(t2)| = |f(t1, x(t1), ϕ0(t1 − τ), ϕ′
0(t1 − τ))− f(t2, x(t2), ϕ0(t2 − τ), ϕ′

0(t2 − τ))| ≤

K(|t1 − t2|+ |ϕ1(t1)− ϕ1(t2)|+ |ϕ0(t1 − τ)− ϕ0(t2 − τ)|+ |ϕ′
0(t1 − τ)− ϕ′

0(t2 − τ)|) ≤

K(|t1 − t2|+ max
s∈[0,τ ]

|ϕ′
1(s)||t1 − t2|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′

0(s)||t1 − t2|+ L0|t1 − t2|) =

K(1 + max
s∈[0,τ ]

|ϕ′
1(s)|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′

0(s)|+ L0)|t1 − t2|.

3) Якщо t1 ∈ [−τ, 0], а t2 ∈ [0, τ ], то одержуємо

|x′(t1)−x′(t2)| = |ϕ′
0(t1)−x′(t2)| = |ϕ′

0(t1)−ϕ′
0(0)+ϕ′

0(0)−x′(t2)| ≤ |ϕ′
0(t1)−ϕ′

0(0)|+|x′(0)−

x′(t2)| ≤ L0|t1 − 0|+ |f(0, ϕ1(0), ϕ0(−τ), ϕ′(−τ))− f(t2, ϕ1(t2), ϕ0(t2 − τ), ϕ′
0(t2 − τ))| ≤

L0|t1 − t2|+K(|0− t2|+ max
s∈[0,τ ]

|ϕ′
1(s)||0− t2|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′

0(s)||0− t2|+ L0|0− t2|) ≤

(L0 +K(1 + max
s∈[0,τ ]

|ϕ′
1(s)|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′

0(s)|+ L0))|t1 − t2|.

Отже, x′(t) задовольняє умову Лiпшиця на [−τ, τ ] :

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ L1|t1 − t2|, L1 > 0, t1, t2 ∈ [−τ, τ ],

де L1 = L0 +K(1 + max
s∈[0,τ ]

|ϕ′
1(s)|+ max

s∈[−τ,0]
|ϕ′

0(s)|+ L0).
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Припустимо, що розв’язок задачi (1)–(2) задовольняє умову (8) при t ∈ [−τ, jτ ],
j ≥ 1, з L = Lj. Покажемо, що ця умова справедлива для t ∈ [−τ, (j + 1)τ ].

1) Якщо t1, t2 ∈ [−τ, jτ ], то властивiсть (8) справджується за припущення з L = Lj.
2) Нехай t1, t2 ∈ [jτ, (j + 1)τ ]. На цьому вiдрiзку розв’язок x(t) = ϕj+1(t) початкової

задачi (1)–(2) — неперервно-диференцiйовний. Тодi, використовуючи властивостi фун-
кцiй ϕj(t), ϕj+1(t) i умову (3), маємо

|x′(t1)− x′(t2)| = |f(t1, x(t1), ϕj(t1 − τ), ϕ′
j(t1 − τ))− f(t2, x(t2), ϕj(t2 − τ), ϕ′

j(t2 − τ))| ≤

K(1 + max
s∈[jτ,(j+1)τ ]

|ϕ′
j+1(s)|+ max

s∈[(j−1)τ,jτ ]
|ϕ′

j(s)|+ Lj)|t1 − t2|.

3) Якщо t1 ∈ [pτ, (p+ 1)τ ], 0 ≤ p ≤ j, t2 ∈ [jτ, (j + 1)τ ], то маємо

|x′(t1)− x′(t2)| = |f(t1, x(t1), ϕp(t1 − τ), ϕ′
p(t1 − τ))− f(t2, x(t2), ϕj(t2 − τ), ϕ′

j(t2 − τ))| ≤

K(|t1 − t2|+ |ϕp+1(t1)− ϕj+1(t2)|+ |ϕp(t1 − τ)− ϕj(t2 − τ)|+ |ϕ′
p(t1 − τ)− ϕ′

j(t2 − τ)|) ≤

K(|t1 − t2|+ |ϕp+1(t1)− ϕp+1((p+ 1)τ) + ϕp+2((p+ 1)τ)− . . .+ ϕj+1(jτ)− ϕj+1(t2)|+

|ϕp(t1−τ)−ϕp(pτ)+ϕp+1(pτ)−...+ϕj((j−1)τ)−ϕj(t2−τ)||ϕ′
p(t1−τ)−ϕ′

p(pτ)+ϕ′
p+1(pτ)−...+

ϕ′
j((j − 1)τ)− ϕ′

j(t2 − τ)| ≤ K(1 + max
s∈[(p−1)τ,pτ ]

|ϕ′
p(s)|+ 2( max

s∈[pτ,(p+1)τ ]
|ϕ′

p+1(s)|+ . . .+

max
s∈[(j−1)τ,jτ ]

|ϕ′
j(s)|) + max

s∈[jτ,(j+1)τ ]
|ϕ′

j+1(s)|+ Lp + Lp+1 + . . .+ Lj)|t1 − t2|.

4) При t1 ∈ [−τ, 0], t2 ∈ [jτ, (j + 1)τ ] аналогiчно одержуємо, що

|x′(t1)− x′(t2)| ≤ (L0 +K(1 + max
s∈[−τ,0]

|ϕ′
0(s)|+ 2(max

s∈[0,τ ]
|ϕ′

1(s)|+ . . .+

max
s∈[(j−1)τ,jτ ]

|ϕ′
j(s)|) + max

s∈[jτ,(j+1)τ ]
|ϕ′

j+1(s)|+ L0 + . . .+ Lj)|t1 − t2| ≤ Lj+1|t1 − t2|.

Отже, x′(t) задовольняє умову Лiпшиця при t ∈ [−τ, (j + 1)τ ] з L = Lj+1. Оскiльки
j — довiльне цiле, то умова (8) справджується при t ∈ [−τ, T ]. Лема 2.1 доведена.

3 Апроксимацiя елемента запiзнення

Лема 3.1. Розглянемо задачу Кошi для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь
1
2
( τ
m
)2z′′1 (t) +

τ
m
z′1(t) + z1(t) = x(t),

1
2
( τ
m
)2z′′j (t) +

τ
m
z′j(t) + zj(t) = zj−1(t), j = 2,m,

(11)

zj(0) = x(− jτ
m
), z′j(0) = x′(− jτ

m
), j = 1,m, (12)

де x(t) — функцiя, визначена на [−τ, T ], похiдна якої задовольняє умову Лiпшиця, τ, T —
сталi. Тодi для m > 2τ справедливими будуть спiввiдношення∣∣∣zj(t)− x(t− jτ

m
)
∣∣∣ ≤ A1

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ], (13)∣∣∣z′j(t)− x′(t− jτ

m
)
∣∣∣ ≤ A2

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ], (14)

де A1, A2 > 0 — сталi, що не залежить вiд j та m.
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Доведення. Розглянемо спочатку задачу

τ 2

2
z′′(t) + τz′(t) + z(t) = x(t), z(0) = x(−τ), z′(0) = x′(−τ). (15)

Позначимо y(t) = x(t − τ) i оцiнимо рiзницi ε(t) = z(t) − y(t) та ε′(t) = z′(t) − y′(t).

Згiдно (15), ε(t) є розв’язком задачi Кошi

ε′′(t) +
2

τ
ε′(t) +

2

τ 2
ε(t) = ϕ(t), ε(0) = 0, ε′(0) = 0, (16)

де ϕ(t) = 2
τ2
[x(t)−x(t−τ)−τx′(t−τ)]−x′′(t−τ). Якщо x′′(t) задовольняє умову Лiпшиця

iз сталою K2, то |ϕ(t)| ≤ K2τ . Для розв’язку задачi (16) маємо зображення

ε(t) =

t∫
0

τe−
t−s
τ sin

t− s

τ
ϕ(s)ds, (17)

ε′(t) = −
t∫

0

e−
t−s
τ sin

t− s

τ
ϕ(s)ds+

t∫
0

e−
t−s
τ cos

t− s

τ
ϕ(s)ds. (18)

Враховуючи оцiнку для ϕ(t), iз (17) та (18) одержуємо

|ε(t)| ≤ K2τ
3, (19)

|ε′(t)| ≤ 2K2τ
2. (20)

Розглянемо тепер систему диференцiальних рiвнянь (11). Позначимо yj(t) = x(t− jτ
m
)

i оцiнимо рiзницi εj(t) = zj(t) − yj(t), ε′j(t) = z′j(t) − y′j(t). Виходячи iз оцiнок (19) та
(20), маємо

|ε1(t)| = |z1(t)− y1(t)| ≤ K2

( τ

m

)3

,

|ε′1(t)| = |z′1(t)− y′1(t)| ≤ 2K2

( τ

m

)2

.

Оскiльки z1(t) = y1(t)+ ε1(t), то представимо z2 = z12 + z22 , де z12 i z22 є розв’язками таких
задач Кошi

1

2

( τ

m

)2

(z12(t))
′′ +

τ

m
(z12(t))

′ + z12(t) = y1(t), z12(0) = y2(0), (z12(0))
′ = y′2(0); (21)

1

2

( τ

m

)2

(z22(t))
′′ +

τ

m
(z22(t))

′ + z22(t) = ε1(t), z22(0) = 0, (z22(0))
′ = 0. (22)

В цьому випадку одержуємо

|ε2(t)| = |z2(t)− y2(t)| ≤ |z12(t)− y2(t)|+ |z22(t)| ≤ K2

( τ

m

)3

+ |z22(t)|,

|ε′2(t)| = |z′2(t)− y′2(t)| ≤ |(z12(t))′ − y′2(t)|+ |(z22(t))′| ≤ 2K2

( τ

m

)2

+ |(z22(t))′|.

Для розв’язку задачi (22) маємо явне зображення z22(t) =
t∫
0

τ
m
e−

m
τ
(t−s) sin m

τ
(t−s)ε1(s)ds.
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Тодi

|z22(t)| =
∣∣∣ t∫
0

τ

m
e−

m
τ
(t−s) sin

m

τ
(t− s)ε1(s)ds

∣∣∣ ≤ K2

( τ

m

)3
t∫

0

τ

m
e−

m
τ
(t−s)ds ≤ K2

( τ

m

)3 τ 2

m2
,

|(z22(t))′| =
∣∣∣− t∫

0

e−
m
τ
(t−s) sin

m

τ
(t− s)ε1(s)ds+

t∫
0

e−
m
τ
(t−s) cos

m

τ
(t− s)ε1(s)ds

∣∣∣
≤ 2K2

( τ

m

)3
t∫

0

e−
m
τ
(t−s)ds ≤ 2K2

( τ

m

)4

.

Отже, маємо

|ε2(t)| ≤ K2

( τ

m

)3

+K2

( τ

m

)3 τ 2

m2
= K2

( τ

m

)3(
1 +

τ 2

m2

)
,

|ε′2(t)| ≤ 2K2

( τ

m

)2

+ 2K2

( τ

m

)4

= 2K2

( τ

m

)2(
1 +

τ 2

m2

)
.

Продовжуючи аналогiчно, одержимо при m > 2τ

|εj(t)| ≤ K2

( τ

m

)3(
1 +

τ 2

m2
+

τ 4

m4
+ . . .+

τ 2(j−1)

m2(j−1)

)
≤

K2

( τ

m

)3(
1 +

1

4
+

1

16
+ . . .+

1

22j
+ . . .

)
=

4

3
K2

( τ

m

)3

, j = 1,m, (23)

|ε′j(t)| ≤ 2K2

( τ

m

)2(
1 +

τ 2

m2
+

τ 4

m4
+ . . .+

τ 2(j−1)

m2(j−1)

)
≤

2K2

( τ

m

)2(
1 +

1

4
+

1

16
+ . . .+

1

22j
+ . . .

)
=

8

3
K2

( τ

m

)2

, j = 1,m. (24)

Звiдси випливає, що zj(t) → x(t− jτ
m
) i z′j(t) → x′(t− jτ

m
), j = 1,m, рiвномiрно на [0, T ]

при m → ∞. Послабимо тепер умови на x(t). Припустимо, що x′(t) задовольняє умову
Лiпшиця iз сталою K1 i |x′(t)| < M1 при t ∈ [−τ, T ]. Продовжимо функцiю x(t) на
iнтервал [−τ, T + h], h > 0, поклавши x(t) = 0 при t 6∈ [−τ, T ]. Розглянемо згладжену
функцiю

x1(t) =
1

h

t+h∫
t

x(s)ds, t ∈ [−τ, T ],

друга похiдна якої задовольняє умову Лiпшиця зi сталою 2K1

h
.

Оцiнимо функцiю x2(t) = x(t)− x1(t) i ї ї похiдну

|x2(t)| =
∣∣∣x(t)− 1

h

t+h∫
t

x(s)ds
∣∣∣ = ∣∣∣x(t)− 1

h

t+h∫
t

[x(t) + x′(θs)(s− t)]ds
∣∣∣ ≤ M1h

2
, (25)
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|x′
2(t)| =

∣∣∣x′(t)− 1

h
(x(t+ h)− x(t))

∣∣∣ = ∣∣∣1
h

t+h∫
t

(x′(t)− x′(s))ds
∣∣∣ ≤ ∣∣∣1

h

t+h∫
t

K1(t− s)ds
∣∣∣ = K1h

2
.

(26)
Розглянемо тепер задачу (15), де x(t) = x1(t) + x2(t). Покладемо z(t) = z1(t) + z2(t),
z1(t) i z2(t) — розв’язки таких задач

τ 2

2
z′′1 (t) + τz′1(t) + z1(t) = x1(t), z1(0) = x1(−τ), z′1(0) = x′

1(−τ); (27)

τ 2

2
z′′2 (t) + τz′2(t) + z2(t) = x2(t), z2(0) = x2(−τ), z′2(0) = x′

2(−τ). (28)

Оцiнимо рiзницi z(t)− x(t− τ) i z′(t)− x′(t− τ). Маємо

|z(t)−x(t−τ)| = |z1(t)+z2(t)−x1(t−τ)−x2(t−τ)| ≤ |z1(t)−x1(t−τ)|+ |z2(t)|+ |x2(t−τ)|.

Тодi |z′(t)− x′(t− τ)| ≤ |z′1(t)− x′
1(t− τ)|+ |z′2(t)|+ |x′

2(t− τ)|. Оскiльки друга похiдна
функцiї x1(t) задовольняє умову Лiпшиця iз сталою 2K1

h
, то, згiдно (19) та (20),

|z1(t)− x1(t− τ)| ≤ 2K1

h
τ 3, (29)

|z′1(t)− x′
1(t− τ)| ≤ 4K1

h
τ 2. (30)

Для x2(t− τ) та x′
2(t− τ) справедливi оцiнки (25),(26), тому

|x2(t− τ)| ≤ M1h

2
, |x′

2(t− τ)| ≤ K1h

2
.

Функцiя z2(t) є розв’язком задачi (28), тому мають мiсце рiвностi

z2(t) = x2(−τ)e−
t
τ cos

t

τ
+ (τx′

2(−τ) + x2(−τ))e−
t
τ sin

t

τ
+

t∫
0

τe−
t−s
τ sin

t− s

τ
x2(s)ds.

z′2(t) = −1

τ
x2(−τ)e−

t
τ cos

t

τ
− 1

τ
x2(−τ)e−

t
τ sin

t

τ
− 1

τ
(τx′

2(−τ) + x2(−τ))e−
t
τ sin

t

τ

+
1

τ
(τx′

2(−τ) + x2(−τ))e−
t
τ cos

t

τ
−

t∫
0

e−
t−s
τ sin

t− s

τ
x2(s)ds+

t∫
0

e−
t−s
τ cos

t− s

τ
x2(s)ds.

Тодi маємо оцiнки

|z2(t)| ≤
∣∣∣x2(−τ)e−

t
τ cos

t

τ

∣∣∣+ ∣∣∣(τx′
2(−τ)+x2(−τ))e−

t
τ sin

t

τ

∣∣∣+ t∫
0

∣∣∣τe− t−s
τ sin

t− s

τ
x2(s)

∣∣∣ds ≤
M1h

2
+

τK1h

2
+

M1h

2
+ τ 2

M1h

2
(1− e−

t
τ ) ≤ h

(
M1 +

τK1

2
+

M1τ
2

2

)
,

|z′2(t)| ≤
∣∣∣− 1

τ
x2(−τ)e−

t
τ cos

t

τ

∣∣∣+ ∣∣∣− 1

τ
x2(−τ)e−

t
τ sin

t

τ

∣∣∣+ ∣∣∣− 1

τ
(τx′

2(−τ)+
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x2(−τ))e−
t
τ sin

t

τ

∣∣∣+ ∣∣∣1
τ
(τx′

2(−τ) + x2(−τ))e−
t
τ cos

t

τ

∣∣∣+ t∫
0

∣∣∣− e−
t−s
τ

∣∣∣∣∣∣ sin t− s

τ

∣∣∣∣∣∣x2(s)
∣∣∣ds+

t∫
0

e−
t−s
τ

∣∣∣ cos t− s

τ

∣∣∣∣∣∣x2(s)
∣∣∣ds ≤ 2M1h

τ
+K1h+M1hτ

(
1− e−

t
τ

)
≤ h

(2M1

τ
+K1 +M1τ

)
.

Отже,

|z(t)− x(t− τ)| ≤ 2K1

h
τ 3 + h

(3
2
M1 +

τK1

2
+

τ 2M1

2

)
,

|z′(t)− x′(t− τ)| ≤ 4K1

h
τ 2 + h

(2M1

τ
+

3K1

2
+M1τ

)
.

Розглядаючи тепер систему рiвнянь (11), де x(t) = x1(t) + x2(t), i проводячи аналогiчнi
оцiнки, одержуємо∣∣∣zj(t)− x(t− jτ

m
)
∣∣∣ ≤ 8K1

3h

( τ

m

)3

+ h
(3
2
M1 +

τK1

2
+

M1τ
2

2

)
=

8K1

3h

( τ

m

)3

+ hB1, B1 =
(3
2
M1 +

τK1

2
+

M1τ
2

2

)
. (31)∣∣∣z′j(t)− x′

(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ 32K1

3h

( τ

m

)2

+ h
(2M1

τ
+

3K1

2
+M1τ

)
=

32K1

3h

( τ

m

)2

+ hB2, B2 =
(2M1

τ
+

3K1

2
+M1τ

)
. (32)

Покладемо в нерiвностях (31),(32) h = τ
m

, маємо∣∣∣zj(t)− x(t− jτ

m
)
∣∣∣ ≤ 1

m

(8K1τ
2

3m
+ τB1

)
≤ A1

m
, A1 =

8K1τ

3
+ τB1,

∣∣∣z′j(t)− x′(t− jτ

m
)
∣∣∣ ≤ 1

m

(32K1τ

3
+ τB2

)
=

A2

m
, A2 =

32K1τ

3
+ τB2.

Лема 3.1 доведена.

4 Обгрунтування схеми апроксимацiї

Теорема 1. Нехай zj(t), j = 0,m — розв’язок задачi Кошi (5)–(6), а x(t) — розв’язок
початкової задачi (1)–(2) i справджуються умови (3),(4),(7). Тодi розв’язок задачi Кошi
(5)–(6) апроксимує розв’язок початкової задачi (1)–(2), i мають мiсце спiввiдношення∣∣∣x(t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣∣ ≤ B1

m
, j = 0,m, t ∈ [0, T ], (33)

∣∣∣x′
(
t− τj

m

)
− z′j(t)

∣∣∣ ≤ B2

m
, j = 0,m, t ∈ [0, T ], (34)

де B1, B2 > 0 — сталi, що не залежать вiд j та m.
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Доведення. Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь (5) з початковими
умовами (6). Нехай

Nj(t) = max
0≤s≤t

∣∣∣x(s− τj

m

)
− zj(s)

∣∣∣, j = 0,m, t ∈ [0, T ]. (35)

Mj(t) = max
0≤s≤t

∣∣∣x′
(
s− τj

m

)
− z′j(s)

∣∣∣, j = 0,m, t ∈ [0, T ]. (36)

Представимо zj(t), j = 1,m у виглядi суми zj(t) = z
(1)
j (t) + z

(2)
j (t), де z

(1)
j (t) та z

(2)
j (t) є

розв’язками таких задач Кошi:
1
2
( τ
m
)2z

′′(1)
1 + τ

m
z
′(1)
1 + z

(1)
1 = x(t),

1
2
( τ
m
)2z

′′(1)
j + τ

m
z
′(1)
j + z

(1)
j = z

(1)
j−1(t), j = 2,m,

z
(1)
j (0) = x(− jτ

m
), z

′(1)
j (0) = x′(− jτ

m
), j = 1,m;

(37)

1
2
( τ
m
)2z

′′(2)
1 + τ

m
z
′(2)
1 + z

(2)
1 = z0(t)− x(t),

1
2
( τ
m
)2z

′′(2)
j + τ

m
z
′(2)
j + z

(2)
j = z

(2)
j−1(t), j = 2,m,

z
(2)
j (0) = 0, z

′(2)
j (0) = 0, j = 1,m.

(38)

Оцiнимо рiзницi |zj(t) − x(t − jτ
m
)| та |z′j(t) − x′(t − jτ

m
)|. Враховуючи вигляд систем

(37),(38), маємо∣∣∣zj(t)− x
(
t− jτ

m

)∣∣∣ = ∣∣∣z(1)j (t) + z
(2)
j (t)− x

(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣z(1)j (t)− x
(
t− jτ

m

)∣∣∣+ |z(2)j (t)|,∣∣∣z′j(t)− x′
(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣z′(1)j (t)− x′
(
t− jτ

m

)∣∣∣+ |z′(2)j (t)|.

Покажемо методом математичної iндукцiї, що для доданкiв |z(2)j (t)| та |z′(2)j (t)| справе-
дливi оцiнки

|z(2)j (t)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ], (39)

|z′(2)j (t)| ≤ 2N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (40)

Для розв’язку рiвняння 1
2
( τ
m
)2z

′′(2)
1 + τ

m
z
′(2)
1 + z

(2)
1 = z0(t)− x(t), з початковими умовами

z
(2)
1 (0) = 0, z

′(2)
1 (0) = 0, z(2)1 (t) має вигляд

z
(2)
1 (t) =

τ

m

t∫
0

e−
m
τ
(t−s) sin

(m
τ
(t− s)

)
[z0(s)− x(s)]ds.

Тодi при m > τ

|z(2)1 (t)| ≤
( τ

m

)2

N0(t) ≤ N0(t),

|z′(2)1 (t)| ≤
( τ

m

)2

2N0(t) ≤ 2N0(t).

Припустимо, що нерiвностi (39),(40) справджується при k = j, а саме |z(2)j (t)| ≤ N0(t),
|z′(2)j (t)| ≤ 2N0(t). Покажемо, що вони будуть справедливi при k = j + 1:

|z(2)j+1(t)| =
τ

m

t∫
0

e−
m(t−s)

τ

∣∣∣ sin m(t− s)

τ

∣∣∣|z(2)j (s)|ds ≤ τ

m
N0(t)

t∫
0

e−
m(t−s)

τ ds ≤ N0(t),
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|z′(2)j+1(t)| = 2
τ

m

t∫
0

e−
m(t−s)

τ |z(2)j (s)|ds ≤ 2
τ

m
N0(t)

t∫
0

e−
m(t−s)

τ ds ≤ 2N0(t).

Отже, нерiвнiстi (39),(40) мають мiсце.
Для системи (37) виконуються умови леми 3.1, тому∣∣∣z(1)j (t)− x

(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ A1

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ], A1 > 0,∣∣∣z′(1)j (t)− x′

(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ A2

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ], A2 > 0.

Отже, ∣∣∣zj(t)− x
(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ A1

m
+N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ], (41)∣∣∣z′j(t)− x′

(
t− jτ

m

)∣∣∣ ≤ A2

m
+ 2N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (42)

Нерiвностi (41),(42) справджується для всiх t ∈ [0, T ]. Тому, враховуючи позначення
(35),(36), маємо

Nj(t) ≤ N0(t) +
A1

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ], (43)

Mj(t) ≤ 2N0(t) +
A2

m
, j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (44)

Оцiнимо тепер рiзницi |x(t) − z0(t)| та |x′(t) − z′0(t)|. Записуючи рiвняння (1) i (5) у
iнтегральному виглядi та враховуючи властивостi функцiї f(t, u0, u1, u

′
1), одержуємо

|x(t)− z0(t)| ≤
t∫

0

|f(s, x(s), x(s− τ), x′(s− τ))− f(s, z0(s), zm(s), z
′
m(s))|ds ≤

L

t∫
0

(4N0(s) +
1

m
(A1 + A2))ds ≤ 4L

t∫
0

N0(s)ds+
L

m
(A1 + A2)T. (45)

Нерiвнiсть (45) справджується для всiх t ∈ [0, T ], тому, враховуючи позначення (35),
маємо

N0(t) ≤ 4L

t∫
0

N0(s)ds+
L

m
(A1 + A2)T.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла-Белмана [11], отримаємо

N0(t) ≤
L

m
(A1 + A2)Te

4LT .

Тепер iз нерiвностей (43),(44) маємо

Nj(t) ≤
L

m
(A1 + A2)Te

4LT +
A1

m
≤ B1

m
, t ∈ [0, T ], j = 1,m,

де B1 = L(A1 + A2)Te
4LT + A1,

Mj(t) ≤
2L

m
(A1 + A2)Te

4LT +
A2

m
≤ B2

m
, t ∈ [0, T ], j = 1,m,

де B2 = 2L(A1 + A2)Te
4LT + A2.

Теорема доведена.
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5 Приклад

Розглянемо початкову задачу

x′(t) = x(t) + 2x(t− 1) + x′(t− 1), t ∈ [0, 1],

x(t) = 2t+ 2
3
, t ∈ [−1, 0],

x′(t) = 2, t ∈ [−1, 0].

(46)

Точний розв’язок задачi (46), знаходимо методом крокiв на [0,1]

xт(t) = 4et − 4t− 10

3
, x′

т(t) = 4et − 4.

Наближений розв’язок xн задачi (46), знайдений як розв’язок апроксимуючої задачi
Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (5). Для числового iнтегрування
системи звичайних диференцiальних рiвнянь використовуємо рiзницеву схему Гiра пер-
шого порядку. Результати числових експериментiв при рiзних m наведено в таблицях
1, 2.

Таблиця 1

t xm xн(m = 8) 41 xн(m = 13) 42

0,000000 0,666667 0,666667 0,000000 0,666667 0,000000
0,200000 0,752278 0,752253 -0,000024 0,752253 -0,000024
0,400000 1,033965 1,033903 -0,000063 1,033906 -0,000060
0,600000 1,555142 1,554397 -0,000745 1,554990 -0,000152
0,800000 2,368830 2,353762 -0,015068 2,363890 -0,004941

Таблиця 2

t x′
m x′

н(m = 8) 41 xн(m = 13) 42

0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
0,200000 0,885611 0,885587 -0,000024 0,885587 -0,000024
0,400000 1,967299 1,967124 -0,000175 1,967239 -0,000060
0,600000 3,288475 3,275736 -0,012739 3,287066 -0,001409
0,800000 4,902164 4,717788 -0,184276 4,816214 -0,085950
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The properties of solution of initial problem for differential-difference equation of neutral

type were researched. An approximate estimate of element delay was specified by scheme of

higher accuracy. The approximate scheme of higher accuracy of neutral equation by a sequence

of ordinary differential equations system was constructed and analyzed.

Пернай С.А., Черевко И.М. Схема аппроксимации повышенной точности дифферен-
циальных уравнений нейтрального типа // Карпатские математические публикации. —
2011. — Т.3, №1. — C. 112–123.

Исследованы свойства решения начальной задачи для дифференциально-разностного
уравнения нейтрального типа. Уточнена оценка приближения элемента запаздывания схе-
мой повышенной точности, с помощью которой построена и обоснована схема аппрокси-
мации повышенной точности уравнения нейтрального типа последовательностью систем
обыкновенных дифференциальных уравнений.


