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Побудовано ефективнi алгоритми обчислень у кубiчних полях та полях четвертого
степеня.

Вступ

Вивченню (n,m)-форм s0 + s1 n
√
m + . . . + sn−1

n
√
mn−1 числового поля Q(m) степеня

n присвячено чимало робiт. При цьому основна увага аналiтикiв була зосереджена на
вивченнi їх цiлочислових базисiв та одиниць. Випадок n = 2 в основному дослiджений
Валлiсом в Commercium aepistolicum (1657 р.) Проте окремi аспекти дослiджень у цьому
напрямку проводяться i нинi [4]. Випадок n = 3 бiльш складний. Його дослiджували
Якобi, Пуанкаре, Гурвiц. Вороний проводив свої дослiдження на основi узагальнень
неперервних дробiв [1]. Технiцi роботи з (3,m)-формами, якi Делоне та Фадеєв нази-
вають кубiчними числами у [2] присвячено цiлий роздiл. Алгоритми обчислення сте-
пенiв (n,m)-форм кориснi при дослiдженнi структури множини фундаментальних оди-
ниць у кiльцi цiлих чисел полiв.

У роботi, при допомозi апарату числення трикутних матриць [3] побудовано рекур-
сивнi алгоритми роботи iз (n,m)-формами третього та четвертого порядку та наведено
ряд прикладiв, що iлюструють їх ефективнiсть у порiвняннi з алгоритмами, запропо-
нованими у [2].

1 Кубiчнi рiвняння та iррацiональностi

Розглянемо кубiчнi iррацiональностi виду

x = a+ b 3
√
n+ c

3
√
n2, (1)
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де a, b, c, n — деякi рацiональнi числа, що назваються кубiчними формами [3].
Коефiцiєнти кубiчного рiвняння

x3 = qx2 + px+ r, (2)

яке задовольняє кубiчна форма (1), можна знайти, розв’язавши вiдповiдну систему
рiвнянь, або простiше, при допомозi перетворень Чирнгаузена [2].

Маємо: 
q = 3a,

p = 3(cbn− a2),

r = b3n+ c3n2 + a3 − 3abcn

(3)

Якщо норма кубiчної форми дорiвнює одиницi, то довiльний її степiнь також до-
рiвнює одиницi. В зв’язку з цим виникають циклiчнi групи одиниць. Для генерування
елементiв таких груп корисними виявляються наступнi двi теореми.

Теорема 1. Якщо x3 = qx2 + px+ r i xm = Qmx
2 +Pmx+Rm, то виконуються рiвностi:
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,
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, m = 3, 4, . . . .

Доведення. Маємо xm+1 = Qm+1x
2 + Pm+1x+Rm+1. З iншого боку, маємо рiвностi

xm+1 = Qmx
3 + Pmx

2 +Rmx = Qm(qx
2 + px+ r) + Pmx

2 +Rmx =

(qQm + Pm)x
2 + (pQm +Rm)x+Qmr,

але коефiцiєнти qQm + Pm, pQm + Rm, Qmr є вiдповiдно розкладом параперманентiв
Qm+1, Pm+1, Rm+1 за елементами першого стовпця.

Розкладаючи параперманент Qm у теоремi 1 за елементами останнього рядка, ма-
ємо лiнiйне рекурентне рiвняння третього порядку Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3 з
початковими умовами Q2 = 1, Q<2 = 0.
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Розкладаючи параперманент для Pm за елементами першого стовпця, дiстанемо ре-
курсiю Pm = pQm−1 + rQm−2, m = 3, 4, . . . . Аналогiчно можна одержати рекурсiю
Rm = rQm−1, m = 3, 4, . . . . Таким чином, коефiцiєнти Qm, Pm, Rm, m = 3, 4, . . . , у
теоремi 1 можна знайти iз рекурсiй

Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3, Q2 = 1, Q<0 = 0,

Pm = pQm−1 + rQm−2, Rm = rQm−1, m = 3, 4, . . . ,

що дають простий алгоритм їх обчислення.

Теорема 2. Нехай x = a+ b 3
√
n+ c

3
√
n2 є коренем рiвняння x3 = qx2 + px+ r, тодi

xm = Am +Bm
3
√
n+ Cm

3
√
n2,

причому

3Am =
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, (4)
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Доведення. Розкладаючи параперманент (4) за елементами першого стовпця, можна
отримати рiвностi:

3Am = q[]m−1 + 2p[]m−2 + 3r[]m−3 = q(q[]m−2 + p[]m−3 + r[]m−4) + 2p[]m−2 + 3r[]m−3 =

(q2 + 2p)[]n−2 + (qp+ 3r)[]m−3 + qr[]m−4,

де символом []m позначено параперманент

Qm =
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З iншого боку, згiдно з теоремою 1, маємо рiвностi

xm = Qmx
2 + Pmx+Rm =(

(a2 + 2bcn) + (c2n+ 2ab) 3
√
n+ (b2 + 2ac)

3
√
n2
)
Qm + (a+ b 3

√
n+ c

3
√
n2)Pm +Rm =(

(a2 + 2bcn)Qm + aPm +Rm

)
+
(
(c2n+ 2ab)Qm + bPm

)
3
√
n+

(
(b2 + 2ac)Qm + cPm

) 3
√
n2.

Тому справедливою буде рiвнiсть

Am = (a2 + 2bcn)Qm + aPm +Rm.

Але, згiдно з рiвностями (3), маємо a2 + 2bcn = 1
3
(q2 + 2p) i a = q

3
, отже,

3Am = (q2 + 2p)[]m−2 + q(p[]m−3 + r[]m−4) + 3r[]m−3 =

(q2 + 2p)[]m−2 + (qp+ 3r)[]m−3 + qr[]m−4.

Параперманент Qm задовольняє рекурсiю

Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3, Q0 = 1, Q<0 = 0.

Коефiцiєнти Am, Bm, Cm можна знайти iз рекурсiй

3Am = qQm−1 + 2pQm−2 + 3rQm−3,

Bm = bQm−1 + (nc2 − ab)Qm−2,

Cm = cQm−1 + (b2 − ac)Qm−2, m = 1, 2, . . . .

2 Рiвняння та iррацiональностi четвертого степеня

Розглянемо iррацiональностi четвертого степеня виду

x = a+ b 4
√
n+ c

4
√
n2 + d

4
√
n3, (5)

де a, b, c, d, n — деякi рацiональнi числа.
Знаходимо коефiцiєнти рiвняння четвертого степеня

x4 = qx3 + px2 + rx+ s,

яке задовольняє форма (5). Вони дорiвнюють
q = 4a,

p = 2(c2n+ 2bdn− 3a2),

r = 4(a3 + b2cn+ cd2n2 − ac2n− 2abdn)

s = d4n3−c4n2+b4n−a4−2b2d2n2+4bc2dn2−4a2bdn+2a2c2n−4ab2cn−4acd2n2

(6)

Знайшовши один корiнь дiофантового рiвняння

d4n3−c4n2+b4n−a4−2b2d2n2+4bc2dn2−4a2bdn+2a2c2n−4ab2cn−4acd2n2 = 1,

послiдовним пiднесенням до степеня можна отримати ряд нових його розв’язкiв. Тому
корисними виявляються наступнi теореми.
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Теорема 3. Якщо x4 = qx3 + px2 + rx + s i xm = Qmx
3 + Pmx

2 + Rmx + Sm, то вико-
нуються рiвностi
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де m = 4, 5, . . . .

Доведення. Маємо xm+1 = Qm+1x
3 + Pm+1x

2 +Rm+1x+ Sm+1. Але

xm+1 = Qmx
4 + Pmx

3 +Rmx
2 + Smx = Qm(qx

3 + px2 + rx+ s) + Pmx
3 +Rmx

2 + Smx =

(qQm + Pm)x
3 + (pQm +Rm)x

2 + (rQm + Sm)x+ sQm.

Позаяк коефiцiєнти qQm+Pm, pQm+Rm, rQm+Sm, sQm є вiдповiдно розкладом пара-
перманентiв Qm+1, Pm+1, Rm+1, Sm+1 за елементами першого стовпця, то теорема вико-
нується.

Розкладаючи параперманент Qm у теоремi 3 за елементами останнього рядка, маємо
лiнiйне рекурентне рiвняння четвертого порядку

Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3 + sQm−4, Q3 = 1, Q<3 = 0.

Розкладаючи параперманент для Pm за елементами першого стовпця, дiстанемо ре-
курсiю Pm = pQm−1 + rQm−2 + sQm−3, m = 4, 5, . . . . Аналогiчно можна одержати ре-
курсiї Rm = rQm−1 + sQm−2, Sm = sQm−1, m = 4, 5, . . . . Таким чином, коефiцiєнти
Qm, Pm, Rm, Sm, m = 3, 4, . . . , у теоремi 3 можна знайти iз рекурсiй

Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3 + sQm−4, Q2 = 1, Q<0 = 0,

Pm = pQm−1 + rQm−2 + sQm−3, m = 4, 5, . . . ,
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Rm = rQm−1 + sQm−2, m = 4, 5, . . . ,

Sm = sQm−1, m = 4, 5, . . . ,

що дають простий алгоритм обчислення коефiцiєнтiв.

Приклад 2.1. Нехай x4 = 16x3 − 56x2 + 256x− 862, тодi x7 = Q7x
3 + P7x

2 +R7x+ S7.
Користуючись рекурсiями

Qm = 16Qm−1 − 56Qm−2 + 256Qm−3 − 862Qm−4, Q3 = 1, Q<3 = 0,

Pm = −56Qm−1 + 256Qm−2 − 862Qm−3,

Rm = 256Qm−1 − 862Qm−2,

Sm = −862Qm−1, m = 4, 5, . . . ,

отримаємо
S4 = −862, R4 = 256, P4 = −56, Q4 = 16,

S5 = −13792, R5 = 3234, P5 = −640, Q5 = 200,

S6 = −172400, R6 = 37408, P6 = −7966, Q6 = 2560,

S7 = −2206720, R7 = 482960, P7 = −105952, Q7 = 32994.

Отже, x7 = 32994x3 − 105952x2 + 482960x− 2206720.

Теорема 4. Нехай x = a+b 4
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причому
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Cm =
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де α = d3n2 + a2b + bc2n − b2dn − 2acdn, β = a2c − ab2 − ad2n − c3n + 2bcdn, γ =

a2d− bd2n+ c2dn− 2abc+ b3.

Доведення. Розкладаючи параперманент (7) за елементами першого стовпця, можна
отримати рiвностi:

4Am = q[]m−1 + 2p[]m−2 + 3r[]m−3 + 4s[]m−4 = q(q[]m−2 + p[]m−3 + r[]m−4 + s[]m−5)+

2p[]m−2 + 3r[]m−3 + 4s[]m−4 = (q2 + 2p)[]m−2 + (qp+ 3r)[]m−3 + (qr + 4s)[]m−4 + qs[]m−5,

де символом []m позначено параперманент

Qm =



q
p
q

q
r
p

p
q

q
s
r

r
p

p
q

q

0 s
r

r
p

p
q

q

0 0 s
r

r
p

p
q

q
... . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
0 0 0 . . . s

r
r
p

p
q

q


m

.

З iншого боку, згiдно з теоремою 3, маємо рiвностi

xm = Qmx
3 + Pmx

2 +Rmx+ Sm =

((a3 + 6abdn+ 3ac2n+ 3cd2n2 + 3b2cn) + (d3n2 + 3a2b+ 3bc2n+ 3b2dn+ 6acdn) 4
√
n+
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(3a2c+ 3ab2 + 3ad2n+ c3n+ 6bcdn)
4
√
n2 + (3a2d+ 3bd2n+ 3c2dn+ 6abc+ b3)

4
√
n3)Qm+(

(a2 + 2bdn+ c2n) + (2cdn+ 2ab) 4
√
n+ (b2 + d2n+ 2ac)

4
√
n2 + (2bc+ 2ad)

4
√
n3
)
Pm+

(a+ b 4
√
n+ c

4
√
n2 + d

4
√
n3)Rm + Sm =(

(a3 + 6abdn+ 3ac2n+ 3cd2n2 + 3b2cn)Qm + (a2 + 2bdn+ c2n)Pm + aRm + Sm

)
+(

(d3n2 + 3a2b+ 3bc2n+ 3b2dn+ 6acdn)Qm + (2cdn+ 2ab)Pm + bRm

)
4
√
n+(

(3a2c+ 3ab2 + 3ad2n+ c3n+ 6bcdn)Qm + (b2 + d2n+ 2ac)Pm + cRm

) 4
√
n2+(

(3a2d+ 3bd2n+ 3c2dn+ 6abc+ b3)Qm + (2bc+ 2ad)Pm + dRm

) 4
√
n3.

Тому справедливою буде рiвнiсть

Am = (a3 + 6abdn+ 3ac2n+ 3cd2n2 + 3b2cn)Qm + (a2 + 2bdn+ c2n)Pm + aRm + Sm.

Але, згiдно з рiвностями (6), маємо a3+6abdn+3ac2n+3cd2n2+3b2cn = 1
4
(q3+3qp+3r),

a2 + 2bdn+ c2n = 1
4
(q2 + 2p) i a = q

4
, отже,

4Am = (q3+3qp+3r)[]m−3+(q2+2p)(p[]m−4+r[]m−5+s[]m−6)+q(r[]m−4+s[]m−5)+4s[]m−4 =

(q2 + 2p)[]m−2 + (qp+ 3r)[]m−3 + (qr + 4s)[]m−4 + qs[]m−5.

Для параперманента Qm справедливою є рекурсiя

Qm = qQm−1 + pQm−2 + rQm−3 + sQm−4, Q0 = 1, Q<0 = 0,

коефiцiєнти Am, Bm, Cm, Dm можна знайти iз рекурсiй

4Am = qQm−1 + 2pQm−2 + 3rQm−3 + 4sQm−4,

Bm = bQm−1 + (2cdn− 2ab)Qm−2 + αQm−3,

Cm = cQm−1 + (b2 + d2n− 2ac)Qm−2 + βQm−3,

Dm = dQm−1 + (2bc− 2ad)Qm−2 + γQm−3, m = 1, 2, . . . .

Приклад 2.2. Нехай x = 4+ 3 4
√
2+ 2

4
√
22 +

4
√
23 є коренем рiвняння x4 = 16x3 − 56x2 +

256x− 862, тодi
x5 = A5 +B5

4
√
2 + C5

4
√
22 +D5

4
√
23.

Користуючись рекурсiями

4Am = 16Qm−1 − 112Qm−2 + 768Qm−3 − 3448Qm−4,

Bm = 3Qm−1 − 16Qm−2 + 26Qm−3, Cm = 2Qm−1 − 5Qm−2 − 4Qm−3,

Dm = Qm−1 + 4Qm−2 − 3Qm−3, Qm = 16Qm−1 − 56Qm−2 + 256Qm−3 − 862Qm−4,

Q0 = 1, Q<0 = 0, m = 1, 2, . . .
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отримаємо
4A1 = 16, B1 = 3, C1 = 2, D1 = 1, Q1 = 16,

4A2 = 144, B2 = 32, C2 = 27, D2 = 20, Q2 = 200,

4A3 = 2176, B3 = 370, C3 = 316, D3 = 261, Q3 = 2560,

4A4 = 27400, B4 = 4896, C4 = 4056, D4 = 3312, Q4 = 32994,

4A5 = 339616 ⇒ A5 = 84904, B5 = 63222, C5 = 52388, D5 = 42634.

Отже, x5 = 84904 + 63222 4
√
2 + 52388

4
√
22 + 42634

4
√
23.
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