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Доведено, що гiллястi групи автоморфiзмiв регулярного кореневого дерева не можуть ма-

ти полiномiальний рiст спряженостi.
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ВСТУП

Нехай G — скiнченно породжена група зi скiнченною системою твiрних S. Одним

iз центральних об’єктiв дослiдження в геометричнiй теорiї груп є функцiя росту гру-

пи γG(n), яка обчислює кiлькiсть елементiв групи в кулi радiуса n з центром в одиницi

в графi Келi групи Γ(G, S). Функцiя росту спряженостi γc
G(n) групи G визначається як

кiлькiсть класiв спряженостi, якi перетинають кулю радiуса n в графi Келi. Функцiї ро-

сту спряженостi розглядалися з 60-х рокiв минулого столiття для фундаментальних груп

деяких класiв многовидiв. За останнi кiлька рокiв було отримано ряд важливих загаль-

них результатiв про рiст спряженостi. Зокрема, вiдомi результати про функцiї росту лi-

нiйних i розв’язних груп були перенесенi на функцiї росту спряженостi. Так в роботах

[2, 9, 3] доведено, що скiнченно породженi лiнiйнi групи та скiнченно породженi розв’я-

знi групи, якi не є вiртуально нiльпотентними, мають (рiвномiрно) експоненцiйний рiст

спряженостi.

В данiй роботi ми розглядаємо рiст спряженостi в гiллястих групах, якi були визначенi

Р.I. Григорчуком в [6]. Цей клас груп є важливим з точки зору звичайного росту груп,

оскiльки в ньому були вперше знайденi групи промiжного росту [4], а також завдяки

iншим цiкавим властивостях (екстремальнiсть, скiнченна ширина, перiодичнiсть тощо,

див. [5, 1, 6]). Зауважимо, що гiллястi групи не можуть мати полiномiальний рiст. Це

одразу випливає з того, що кожна гiлляста група мiстить нетривiальний прямий добуток

Hn для всiх n ∈ N, а рiст пiдгрупи не може бути бiльшим за рiст групи. Цей аргумент не

працює для росту спряженостi: пiдгрупа може мати бiльший рiст спряженостi за групу

(наприклад, можна взяти пiдгрупи в нескiнченнiй скiнченно породженiй групi з двома

класами спряженостi, див. [10]). В роботi ми доводимо, що гiллястi групи автоморфiзмiв

регулярних кореневих дерев не можуть мати полiномiальний рiст спряженостi, тобто

УДК 512.54
2010 Mathematics Subject Classification: 20F69, 20E45, 20E08.

c© Бондаренко Є.В., 2013



РIСТ СПРЯЖЕНОСТI В ГIЛЛЯСТИХ ГРУПАХ 15

функцiя γc
G(n) не обмежена зверху полiномом вiд n. Звiдси, зокрема, випливає, що гiлля-

стi групи промiжного росту, наприклад такi, як група Григорчука або група iтерованих

монодромiй многочлена z2 + i, мають промiжний рiст спряженостi. Зауважимо, що дове-

дення цього факту для групи Григорчука було наведено в [8].

1 ГIЛЛЯСТI ГРУПИ

Нехай X — скiнченний алфавiт порядку |X| ≥ 2. Множину всiх скiнченних слiв над X

позначимо X∗ = {x1x2 . . . xn : xi ∈ X, n ∈ N ∪ {0}}. Довжину слова v ∈ X∗ позначаємо |v|.

Множину X∗ будемо ототожнювати з множиною вершин регулярного кореневого дере-

ва, в якому кожна вершина v з’єднана ребром з vx для всiх x ∈ X, а коренем є порожнє

слово. Множина вершин Xn утворює n-тий рiвень дерева X∗.

Нехай G < Aut X∗ i v — вершина дерева X∗. Стабiлiзатором вершини v називається

пiдгрупа StG(v) = {g ∈ G : g(v) = v}. Стабiлiзатором n-го рiвня дерева називається

пiдгрупа StG(n) = {g ∈ G : g(v) = v для всiх v ∈ Xn}. Стабiлiзатор StG(n) має скiнченний

iндекс в групi G, який обмежений зверху iндексом

[Aut X∗ : StAut X∗(n)] = |X|!1+|X|+...+|X|n−1

≤ C|X|n , (1)

де C — деяка константа, яка залежить тiльки вiд |X|. Жорстким стабiлiзатором вершини

v називається пiдгрупа RiStG(v) = {g ∈ G : g(u) = u для всiх u ∈ X∗ \ vX∗}. Жорстким

стабiлiзатором n-го рiвня дерева називається пiдгрупа RiStG(n), породжена жорсткими

стабiлiзаторами вершин n-го рiвня. Оскiльки жорсткi стабiлiзатори рiзних вершин одно-

го рiвня комутують мiж собою, то жорсткi стабiлiзатори рiвнiв розкладаються у прямий

добуток

RiStG(n) = ∏
v∈Xn

RiStG(v).

Група G називається гiллястою, якщо вона дiє транзитивно на всiх рiвнях дерева i

кожен жорсткий стабiлiзатор рiвня RiStG(n) має скiнченний iндекс в G.

Визначимо вкладення ψ : ∏x∈X Aut X∗ → Aut X∗, яке переводить набiр автоморфiз-

мiв (gx)x∈X у автоморфiзм, який стабiлiзує вершини з X i дiє на пiддеревi xX∗ так само,

як gx дiє на X∗. Група G називається регулярно гiллястою над своєю пiдгрупою H, якщо G

дiє транзитивно на всiх рiвнях дерева, пiдгрупа H має скiнченний iндекс в G i ψ(∏x∈X H)

є пiдгрупою скiнченного iндексу в H.

Кожен автоморфiзм g ∈ Aut X∗ iндукує вiдображення vX → g(v)X для довiльної вер-

шини v ∈ X∗. Скорочуючи префiкси v i g(v), ми отримуємо пiдстановку на множинi X,

яка називається вершинною пiдстановкою автоморфiзма g в вершинi v. Кожен автомор-

фiзм однозначно визначається набором вершинних пiдстановок у всiх вершинах дерева.

2 РЕЗУЛЬТАТИ

Функцiя росту спряженостi групи залежить вiд вибору системи твiрних. Для того,

щоб позбутися цiєї залежностi вводять вiдношення еквiвалентностi на таких функцi-

ях. Для функцiй f , g : N → N кажуть, що f 4 g, якщо iснує така константа C, що

f (n) ≤ Cg(Cn) + C для всiх n. Функцiї f i g називаються еквiвалентними (мають однако-

вий рiст), якщо f 4 g i g 4 f . Функцiї росту спряженостi для рiзних скiнченних систем
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твiрних групи є еквiвалентними. Кажуть, що група має полiномiальний рiст спряженостi,

якщо iснує такий полiном P(n), що γc
G(n) 4 P(n). Зауважимо, що якщо звичайна фун-

кцiя росту γG(n) має полiномiальний рiст, то γG(n) ∼ nm для деякого цiлого m ∈ N. Для

функцiй росту спряженостi ця властивiсть не виконується, бiльш того, скiнченно поро-

джена група може мати довiльну функцiю спряженостi з природнiми обмеженнями (див.

[10]).

Теорема 1. Скiнченно породжена гiлляста група не може мати полiномiальний рiст спря-

женостi.

Доведення. Нехай G — скiнченно породжена гiлляста група автоморфiзмiв дерева X∗.

Спочатку ми доведемо, що функцiя росту спряженостi γc
G(n) не обмежена зверху функ-

цiєю nα для деякого α > 0. При побудовi елементiв з рiзних класiв спряженостi ми будемо

використовувати наступне спостереження. Якщо автоморфiзм g стабiлiзує n-тий рiвень

дерева i має l нетривiальних вершинних пiдстановок у вершинах n-го рiвня, то i будь-

який автоморфiзм спряжений з g в усiй групi автоморфiзмiв належить стабiлiзатору n-

го рiвня i має l нетривiальних вершинних пiдстановок у вершинах n-го рiвня. Зокрема,

автоморфiзми зi стабiлiзатора StG(n), якi мають рiзну кiлькiсть нетривiальних вершин-

них пiдставок у вершинах з Xn, не є спряженими. Бiльш того, образи таких елементiв в

факторгрупi G/ StG(n + 1) належать рiзним класам спряженостi. Це дає можливiсть ви-

брати елементи так, що їх довжина буде обмежена iндексом пiдгрупи StG(n + 1).

Нехай C = C(X) — константа з нерiвностi (1). Виберемо m ∈ N таке, що |X|m > C.

Зауважимо, що оскiльки група G дiє транзитивно на рiвнях дерева X∗, то якщо жорс-

ткий стабiлiзатор RiStG(v) вершини v дiє нетривiально на множинi вершин vX, то i для

кожної вершини u ∈ X|v| жорсткий стабiлiзатор RiStG(u) дiє нетривiально на множи-

нi вершин uX. Оскiльки всi жорсткi стабiлiзатори нетривiальнi, то iснує така зростаюча

послiдовнiсть {nk}k≥1, що жорсткий стабiлiзатор кожної вершини u ∈ Xnk+m дiє нетри-

вiально на uX для всiх k ≥ 1. Зафiксуємо довiльну вершину v ∈ Xnk . Тодi для кожно-

го i = 1, . . . , |X|m iснує елемент gi ∈ RiStG(v) такий, що gi стабiлiзує всi вершини vXm

i серед вершин vXm iснує точно i вершин, в яких вершиннi пiдстановки елемента gi є

нетривiальними. Тодi елементи gi належать рiзним класам спряженостi групи G. Бiльш

того, образи gi в факторгрупi G/ StG(nk + m + 1) представляють рiзнi класи спряженостi.

Аналогiчно будуємо |X|m елементiв з жорстких стабiлiзаторiв для кожної вершини з Xnk .

Утворимо (|X|m)|X|nk елементiв групи як добутки побудованих елементiв, де в кожному

добутку береться по одному з |X|m елементiв для всiх вершин з |X|nk . Не всi цi елементи

представляють рiзнi класи спряженостi групи G. Кожен з побудованих елементiв може

бути спряжений не бiльше нiж з [G : StG(nk)] iнших елементiв. Це випливає з того, що

всi побудованi елементи належать стабiлiзатору nk-го рiвня, а елементи gi є попарно не-

спряженими для кожної вершини nk-го рiвня. Враховуючи оцiнку (1) ми отримаємо d|X|nk

елементiв групи для d = |X|m

C > 1, якi не є спряженими в групi. Крiм того, їх образи пред-

ставляють неспряженi елементи в факторгрупi G/ StG(nk + m + 1). Враховуючи оцiнку

на iндекс пiдгрупи StG(nk + m + 1), можна вибрати представники цих образiв довжини

≤ C|X|nk+m+1
. Таким чином, ми побудували d|X|nk попарно неспряжених елементiв групи G

довжини ≤ C|X|nk+m+1
, де nk → ∞. Звiдси випливає, що функцiя росту спряженостi групи

G не обмежується зверху функцiєю nα з параметром α = log d
|X|m+1 log C

> 0. Наше тверджен-

ня доведено.
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Зауважимо, що аналогiчнi мiркування працюють для жорсткого стабiлiзатора

RiStG(v) кожної вершини дерева v, причому з тим самим параметром α, оскiльки вiн за-

лежав лише вiд потужностi алфавiту.

Жорсткий стабiлiзатор k-го рiвня RiStG(k) має скiнченний iндекс в групi. Можна ви-

користати лему 1 з [9], яка стверджує, що для скiнченно породженої групи G та її пiдгру-

пи H скiнченного iндексу виконується оцiнка γc
H(n) 4 γc

G(n). Отже, справедлива оцiнка

γc
RiStG(k)

(n) 4 γc
G(n). Крiм того, RiStG(k) є прямим добутком |X|k жорстких стабiлiзаторiв

вершин k-го рiвня. Класи спряженостi прямого добутку груп є добутком класiв спряже-

ностi. Звiдси випливає, що функцiя γc
G(n) не обмежується зверху функцiєю nα|X|k . Оскiль-

ки k може бути як завгодно великим, то функцiя росту спряженостi групи G не обмежена

зверху полiномом.

Одразу з означення випливає, що функцiя росту спряженостi обмежена зверху фун-

кцiєю росту групи. Оскiльки багато вiдомих груп промiжного росту, такi як група Гри-

горчука, або група iтерованих монодромiй многочлена z2 + i, є гiллястими, то з теореми

випливає, що всi такi групи мають промiжний рiст спряженостi. Для регулярно гiллястих

груп можна дати оцiнку знизу на функцiю росту спряженостi (див. [8, теорема 2.2]).

Твердження 2.1. Нехай G — скiнченно породжена регулярно гiлляста група. Iснує така

константа 0 < α < 1, що enα
4 γc

G(n).

Доведення. Регулярно гiлляста група G мiстить пiдгрупу H скiнченного iндексу, яка в

свою чергу мiстить пiдгрупу скiнченно iндексу iзоморфну Hm для m = |X| ≥ 2. Класи

спряженостi прямого добутку груп є добутком класiв спряженостi. Звiдси маємо

(γc
H(n))

m
4 γc

Hm(n) 4 γc
H(n).

Крiм того, H мiстить ψ(∏x∈X H) як пiдгрупу скiнченного iндексу. Використовуючи цю

властивiсть, можна показати, як i в доведеннi теореми 1, що пiдгрупа H має нескiнченно

багато класiв спряженостi, тобто γc
H(n) → ∞ при n → ∞. Якщо монотонно зростаюча

функцiя задовольняє умову γm 4 γ i γ(n) → ∞, то можна застосувати лему 2.1 з [7]: iснує

така константа α > 0, що

enα

4 γc
H(n) 4 γc

G(n).
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