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ПРО ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ПАР МАТРИЦЬ, ВИЗНАЧНИКИ ЯКИХ Є СТЕПЕНЯМИ

ПРОСТИХ ЧИСЕЛ, НАД КВАДРАТИЧНИМИ ЕВКЛIДОВИМИ КIЛЬЦЯМИ

Встановлено, що пара матриць, визначники яких є степенями простих чисел, над квадра-

тичним евклiдовим кiльцем K = Z[
√

k] спiльними рядковими елементарними операцiями над

кiльцем цiлих чисел Z i рiзними стовпцевими елементарними операцiями над квадратичним

кiльцем K зводиться до трикутних форм з iнварiантними множниками на головних дiагона-

лях.
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ВСТУП

Поняття напiвскалярної еквiвалентностi було введено П.С. Казiмiрським i В.М. Пе-

тричковичем в 1977 роцi [4]. Вони встановили, що многочленна матриця неособлива або

повного рангу над алгебраїчно замкнутим полем характеристики нуль напiвскалярно-

еквiвалентна до трикутної матрицi з iнварiантними множниками на головнiй дiагона-

лi. Схожий результат щодо напiвскалярної еквiвалентностi неособливих многочленних

матриць пiзнiше формулюють J.A. Dias da Silva i T.J. Laffey у 1999 роцi [1]. В роботi [8]

встановлено аналог цiєї еквiвалентностi для матриць над евклiдовими квадратичними

кiльцями та доведено, що кожна матриця над цим кiльцем за допомогою таких еквiва-

лентних перетворень зводиться до трикутної форми з iнварiантними множниками на

головнiй дiагоналi. Еквiвалентнiсть пар матриць лише зi спiльною односторонньою пере-

творювальною матрицею дослiджували V. Dlab i C.M. Ringel [2]. Вони розглянули еквiва-

лентнiсть пар комплексних матриць A1, A2, яку схематично можна зобразити у виглядi

QA1P1, QA2P2, де Q — комплексна, P1, P2 — дiйснi оборотнi матрицi i встановили кано-

нiчну форму щодо таких перетворень. В.В. Сергейчук i Т.Н. Гайдук запропонували ка-

нонiчну форму Agen, Bgen для пари матриць A, B над полем стосовно спiльних рядкових

i рiзних стовпцевих перетворень [3]. У роботi [7] П.С. Казiмiрський i Б.В. Забавський

довели, що пара матриць над адекватним кiльцем, одна з яких неособлива, спiльними

рядковими i рiзними стовпцевими перетвореннями зводиться до трикутного вигляду з

iнварiантними множниками на головних дiагоналях.
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У цiй роботi доведено, що пара матриць, визначники яких є степенями простих чисел,

над квадратичним евклiдовим кiльцем за допомогою спiльних елементарних операцiй iз

кiльця Z над рядками i рiзних елементарних операцiй iз кiльця Z[
√

k] над стовпцями

зводиться до трикутних форм з iнварiантними множниками на головних дiагоналях.

1 КВАДРАТИЧНI ЕВКЛIДОВI КIЛЬЦЯ

Нехай Z — кiльце цiлих чисел, k ∈ Z, k 6= 1 i k не дiлиться на квадрат жодного про-

стого числа. Тодi K = Z[
√

k] — квадратичне кiльце [6]. Якщо k ≡ 2, 3(mod4), тодi K

складається з елементiв вигляду x + y
√

k, де x, y ∈ Z; якщо k ≡ 1(mod4), тодi елементи

кiльця мають вигляд x
2 +

y
2

√
k, де x, y ∈ Z i x − y дiлиться на 2.

При k < 0 квадратичне кiльце називається уявним, а при k > 0 — дiйсним. Вiдомо

п’ять уявних i сiмнадцять дiйсних квадратичних кiлець, якi є евклiдовими. В цих кiльцях

евклiдова норма визначається наступним чином:

для k < 0 e
(

x + y
√

k
)

= x2 − ky2; e
(x

2
+

y

2

√
k
)

=
1

4

(

x2 − ky2
)

,

для k > 0 e
(

x + y
√

k
)

=
∣

∣x2 − ky2
∣

∣; e
(x

2
+

y

2

√
k
)

=
1

4

∣

∣x2 − ky2
∣

∣.

Евклiдовi норми простих чисел в квадратичному евклiдовому кiльцi є простими ра-

цiональними числами або квадратами простих рацiональних чисел. Кожне евклiдове ква-

дратичне кiльце є кiльцем головних iдеалiв. Однак вiдомо, що квадратичне кiльце

Z[
√
−19] є кiльцем головних iдеалiв, але не є евклiдовим. Iснують квадратичнi кiльця,

якi не є кiльцями головних iдеалiв, наприклад, кiльце Z[
√
−5] .

2 ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ МАТРИЦЬ НАД КВАДРАТИЧНИМИ ЕВКЛIДОВИМИ КIЛЬЦЯМИ

Надалi K = Z[
√

k] — евклiдове квадратичне кiльце. Через M(m, n, K) позначимо мно-

жину m × n матриць над кiльцем K, а через M(n, K) — множину квадратних матриць

n-го порядку, dA
k — найбiльший спiльний дiльник мiнорiв k-го порядку матрицi A.

Лема 2.1. Нехай A ∈ M(2, n, K), n ≥ 2 i dA
2 = pr, де p — просте число з K. Тодi iснує

рядок
∥

∥x1 x2

∥

∥, x1, x2 ∈ Z такий, що

∥

∥x1 x2

∥

∥ A =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ ,

де ( ´a11, ..., ´a1n) = dA
1 .

Доведення. Нехай

A =

∥

∥

∥

∥

a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

∥

∥

∥

∥

.

Без обмеження загальностi будемо вважати, що dA
1 = 1. Тодi правими елементарними

перетвореннями над K матрицю A зводимо до трикутного вигляду

AV =

∥

∥

∥

∥

a1 0 0 . . . 0

a3 a2 0 . . . 0

∥

∥

∥

∥

= A1,
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де V ∈ GL(n, K). Оскiльки
∥

∥ x1 x2

∥

∥ A1 =
∥

∥ x1a1 + x2a3 x2a2 0 . . . 0
∥

∥ , тодi пот-

рiбно довести, що iснують такi елементи x1, x2 ∈ Z, що

(x1a1 + x2a3, x2a2) = 1. (1)

В матрицi A найбiльший спiльний дiльник мiнорiв другого порядку dA
2 = pr . Отже,

a1a2 = pr , де a1 = pr1 , a2 = pr2 , r1 + r2 = r, r1, r2 ≥ 0. Тодi умова (1) виконується при

наступних x1, x2 ∈ Z, (x1, x2) = 1:

1) p ∤ x2 (p не дiлить x2), якщо r1 > 0, r2 ≥ 0.

Зауважимо, що якщо p = p1 + p2

√
k, то (p1 + p2

√
k)(p1 − p2

√
k) = α, де α ∈ Z, α

дiлиться на p.

2) p | x2 (p дiлить x2) i p ∤ x1, якщо r1 = 0, r2 > 0.

Лему доведено.

Лема 2.2. Нехай A ∈ M(m, n, K), m ≤ n i dA
m = pr, де p — просте число з K. Тодi iснує

рядок x =
∥

∥x1 . . . xm

∥

∥ , де x1, . . . , xm ∈ Z такий, що

xA =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ , (2)

де ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 .

Доведення. Нехай A =
∥

∥aij

∥

∥

m,n

1
, aij ∈ K, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Доведення проведемо

методом математичної iндукцiї за m. Для m = 2 твердження справедливе за лемою 2.1.

Припустимо, що лема справедлива для m − 1. Тобто для матрицi

Am−1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .

am1 . . . amn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

iснує рядок
∥

∥t2 . . . tm

∥

∥ , де ti ∈ Z, i = 2, . . . , m такий, що

∥

∥t2 . . . tm

∥

∥ Am−1 =
∥

∥ ´a21 . . . ´a2n

∥

∥ ,

де ( ´a21, . . . , ´a2n) = d
Am−1
1 i ´a2j = ∑

m
i=2 tiaij, j = 1, . . . , n.

Доведемо лему для довiльного m. Розглянемо матрицю

Ã1 =

∥

∥

∥

∥

a11 . . . a1n

´a21 . . . ´a2n

∥

∥

∥

∥

.

На основi леми 2.1 iснує рядок
∥

∥x y
∥

∥ такий, що

∥

∥x y
∥

∥ Ã1 =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ ,

де

´a1j = xa1j + y ´a2j = xa1j + y
m

∑
i=2

tiaij,

j = 1, . . . , n, i ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 , тобто виконується умова (2). Звiдси одержимо, що шука-

ним рядком є рядок x =
∥

∥x1 . . . xm

∥

∥ , де x1 = x, xi = yti, i = 2, . . . , m. Лему доведе-

но.
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Теорема 1. Нехай A ∈ M(n, K) i detA = pr, де p — просте число з K. Тодi iснують

оборотнi матрицi Q ∈ GL(n, Z) i R ∈ GL(n, K) такi, що

QAR =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

pr1 0 . . . 0

ã21 pr2 . . . 0
...

...
. . .

...

ãn1 ãn2 . . . prn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= TA, (3)

де r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn i e(ãij) < e(pri), e(ãij) — евклiдова норма числа ãij.

Доведення. Нехай A =
∥

∥aij

∥

∥

n

1
, aij ∈ K, i, j = 1, . . . , n. На основi леми 2.2 iснує рядок

x =
∥

∥x1 . . . xn

∥

∥ , x1, . . . , xn ∈ Z такий, що xA =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ , де ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 .

Вiдомо [5], що унiмодулярний рядок x доповнюється до оборотної матрицi

Q =

∥

∥

∥

∥

x1 . . . xn

∗

∥

∥

∥

∥

,

де ∗ — деякi елементи матрицi.

Тодi QA =

∥

∥

∥

∥

´a11 . . . ´a1n

∗

∥

∥

∥

∥

= A1, де ( ´a11, . . ., ´a1n) = dA
1 . Iснує матриця R1 ∈ GL(n, K)

така, що

A1R1 = QAR1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

pr1 0

ã21
... Ãn−1

ãn1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

де pr1 = dA1
1 = dA

1 i Ãn−1 – матриця порядку n − 1. Зауважимо, що pr1 дiлить ãi1, i =

2, . . . , n i всi елементи матрицi Ãn−1. Отже pr1 є першим iнварiантним множником мат-

рицi A.

Проводимо аналогiчнi мiркування з матрицею Ãn−1 i через скiнченну кiлькiсть крокiв

за допомогою зазначених вище елементарних операцiй зведемо матрицю A до вигляду

(3). Теорему доведено.

3 ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ПАР МАТРИЦЬ НАД КВАДРАТИЧНИМИ ЕВКЛIДОВИМИ

КIЛЬЦЯМИ

Лема 3.1. Нехай A, B ∈ M(2, n, K), n ≥ 2 i dA
2 = pr, dB

2 = qs, де p, q — простi числа з K.

Тодi iснує рядок
∥

∥x1 x2

∥

∥ , x1, x2 ∈ Z такий, що
∥

∥x1 x2

∥

∥ A =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ ,
∥

∥x1 x2

∥

∥ B =
∥

∥ ´b11 . . . ´b1n

∥

∥ , (4)

де ( ´a11, ..., ´a1n) = dA
1 , ( ´b11, ..., ´b1n) = dB

1 .

Доведення. Нехай A =

∥

∥

∥

∥

a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

∥

∥

∥

∥

, B =

∥

∥

∥

∥

b11 . . . b1n

b21 . . . b2n

∥

∥

∥

∥

. Без обмеження загальностi,

будемо вважати, що dA
1 = 1 i dB

1 = 1. За теоремою 1 iснують матрицi Q̃ ∈ GL(2, Z) i

R̃1, R̃2 ∈ GL(n, K) такi, що

Q̃AR̃1 =

∥

∥

∥

∥

a1 0 0 . . . 0

a3 a2 0 . . . 0

∥

∥

∥

∥

= A′, Q̃BR̃2 =

∥

∥

∥

∥

1 0 0 . . . 0

b qs 0 . . . 0

∥

∥

∥

∥

= B′,
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де a1a2 = pr.

Тепер необхiдно довести, що iснує такий рядок
∥

∥x1 x2

∥

∥ , x1, x2 ∈ Z, що

∥

∥x1 x2

∥

∥ A′ =
∥

∥x1a1 + x2a3 x2a2 0 . . . 0
∥

∥ ,

∥

∥x1 x2

∥

∥ B′ =
∥

∥x1 + x2b x2qs 0 . . . 0
∥

∥ ,

де

(x1a1 + x2a3, x2a2) = 1 (5)

i

(x1 + x2b, x2qs) = 1. (6)

Оскiльки a1a2 = pr, тодi a1 = pr1 , a2 = pr2 , r1, r2 ≥ 0. За лемою 2.1 iснують такi x1, x2 ∈ Z,

що виконується умова (5). Безпосередньо перевiряється, що умови (5), (6) виконуються

при наступних x1, x2 ∈ Z, (x1, x2) = 1:

1) p, q ∤ x2, i q | x1, якщо q ∤ b; q ∤ x1, якщо q | b; якщо r1 > 0, r2 ≥ 0.

2) p, q | x2, i p, q ∤ x1, якщо r1 = 0, r2 > 0;

3) якщо r1 = r2 = r = 0, то доведення випливає з леми 2.1.

Отже, для матриць A i B iснує такий рядок
∥

∥x1 x2

∥

∥ , що виконується умова (4). Лему

доведено.

Лема 3.2. Нехай A, B ∈ M(m, n, K), m ≤ n i dA
m = pr, dB

m = qs, де p, q — простi числа з

K. Тодi iснує рядок x =
∥

∥x1 . . . xm

∥

∥ , x1, . . . , xm ∈ Z такий, що

xA =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ , xB =
∥

∥ ´b11 . . . ´b1n

∥

∥ , (7)

де ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 , ( ´b11, . . . , ´b1n) = dB

1 .

Доведення. Нехай A =
∥

∥aij

∥

∥

m,n

1
, B =

∥

∥bij

∥

∥

m,n

1
, aij, bij ∈ K, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Дове-

демо лему методом математичної iндукцiї за m. Для m = 2 справедливiсть твердження

випливає з леми 3.1.

Припустимо, що лема справедлива для m − 1. Тобто для матриць

Am−1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .

am1 . . . amn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

i Bm−1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

b21 . . . b2n

. . . . . . . . .

bm1 . . . bmn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

iснує рядок
∥

∥t2 . . . tm

∥

∥, де ti ∈ Z, i = 2, . . . , m такий, що

∥

∥t2 . . . tm

∥

∥ Am−1 =
∥

∥ ´a21 . . . á2n

∥

∥ i
∥

∥t2 . . . tm

∥

∥ Bm−1 =
∥

∥ ´b21 . . . ´b2n

∥

∥ ,

де

( ´a21, . . . , ´a2n) = d
Am−1
1 , ( ´b21, . . . , ´b2n) = d

Bm−1
1

i

´a2j =
m

∑
i=2

tiaij, b́2j =
m

∑
i=2

tibij, j = 1, . . . , n.
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Доведемо лему для довiльного m. Розглянемо матрицi:

Ã1 =

∥

∥

∥

∥

a11 . . . a1n

´a21 . . . ´a2n

∥

∥

∥

∥

i B̃1 =

∥

∥

∥

∥

b11 . . . b1n
´b21 . . . ´b2n

∥

∥

∥

∥

.

На основi леми 3.1 iснує такий рядок
∥

∥x y
∥

∥ , що

∥

∥x y
∥

∥ Ã1 =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ i
∥

∥x y
∥

∥ B̃1 =
∥

∥ ´b11 . . . ´b1n

∥

∥ ,

де ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 , ( ´b11, . . . , ´b1n) = dB

1 i

´a1j = xa1j + y ´a2j = xa1j + y
m

∑
i=2

tiaij,

b́1j = xb1j + y ´b2j = xb1j + y
m

∑
i=2

tibij, j = 1, . . . , n.

Звiдси одержимо, що шуканим рядком є рядок x =
∥

∥x1 . . . xm

∥

∥ , де x1 = x, xi = yti,

i = 2, . . . , m, який задовольняє умову (7). Лему доведено.

Теорема 2. Нехай A, B ∈ M(n, K) i detA = pr , detB = qs, де p, q — простi числа з K.

Тодi iснують матрицi Q ∈ GL(n, Z) i R1, R2 ∈ GL(n, K) такi, що

QAR1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

pr1 0 . . . 0

ã21 pr2 . . . 0
...

...
. . .

...

ãn1 ãn2 . . . prn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= TA, QBR2 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

qs1 0 . . . 0

b̃21 qs2 . . . 0
...

...
. . .

...

b̃n1 b̃n2qs2 . . . qsn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= TB, (8)

де r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn i e(ãij) < e(pri); s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn i e(b̃ij) < e(qsi); i, j = 1, . . . , n.

Доведення. Нехай A =
∥

∥aij

∥

∥

m,n

1
, B =

∥

∥bij

∥

∥

m,n

1
, aij, bij ∈ K, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. На

основi леми 3.2 iснує рядок x =
∥

∥x1 . . . xn

∥

∥, x1, . . . , xn ∈ Z такий, що

xA =
∥

∥ ´a11 . . . ´a1n

∥

∥ , xB =
∥

∥ ´b11 . . . ´b1n

∥

∥ ,

де ( ´a11, . . . , ´a1n) = dA
1 i ( ´b11, . . . , ´b1n) = dB

1 . Рядок x можна доповнити до оборотної матрицi

Q =

∥

∥

∥

∥

x1 . . . xn

∗

∥

∥

∥

∥

. Таким чином,

QA =

∥

∥

∥

∥

´a11 . . . ´a1n

∗

∥

∥

∥

∥

= A1 i QB =

∥

∥

∥

∥

´b11 . . . ´b1n

∗

∥

∥

∥

∥

= B1.

Тодi iснують матрицi R̃1, R̃2 ∈ GL(n, K) такi, що

A1R̃1 = QAR̃1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

pr1 0

ã21
... Ãn−1

ãn1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, B1R̃2 = QBR̃2 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

qs1 0

b̃21
... B̃n−1

b̃n1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,
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де dA1
1 = dA

1 = pr1 , dB1
1 = dB

1 = qs1 i Ãn−1, B̃n−1 — матрицi порядкiв n − 1. Зауважимо, що

pr1 дiлить ãi1, i = 2, . . . , n i дiлить всi елементи матрицi Ãn−1; qs1 дiлить b̃i1, i = 2, . . . , n i

всi елементи матрицi B̃n−1. Таким чином pr1 i qs1 є першими iнварiантними множниками

матриць A1 i B1, i, отже, матриць A i B.

Застосовуємо аналогiчнi мiркування до матриць Ãn−1 i B̃n−1. Продовжуючи цей про-

цес, через скiнченну кiлькiсть крокiв за допомогою вказаних елементарних операцiй зве-

демо матрицi A i B до вигляду (8). Теорему доведено.
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Ladzoryshyn N.B. On equivalence of pairs of matrices, which determinants are primes powers, over quadratic

Euclidean rings. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 63–69.

We establish that a pair of matrices, which determinants are primes powers, can be reduced

over quadratic Euclidean ring K = Z[
√

k] to their triangular forms with invariant factors on a

main diagonal by using the common transformation of rows over a ring of rational integers Z and

separate transformations of columns over a quadratic ring K.
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Ладзоришин Н.Б. Об эквивалентности пар матриц, определители которых являются степенями

простых чисел, над квадратичными евклидовымы кольцами // Карпатские математические пуб-

ликации. — 2013. — Т.5, №1. — C. 63–69.

Установлено, что пара матриц, определители которых являются степенями простых чи-

сел, над квадратичным евклидовым кольцом K = Z[
√

k] элементарными преобразованиями

над строками над кольцом целых чисел Z и различными элементарными преобразованиями

над столбцами над квадратичным кольцом K приводятся к треугольным формам с инвари-

антными множителями на главных диагоналях.

Ключевые слова и фразы: квадратичное евклидово кольцо, эквивалентность пар матриц.


