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СУПЕРКОМПАКТНIСТЬ ПРОСТОРIВ ЄМНОСТЕЙ ТА ЇЇ НАСЛIДКИ

Доведено, що простiр нормованих дiйснозначних ємностей на вiдкрито-породженому ком-
пактi є абсолютним ретрактом. Показано, що у просторi нормованих граткозначних ємностей
iснує нормальна бiнарна передбаза для замкнених множин, звiдки випливає, що цей простiр є
простором Дугунджi.
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1 ВСТУП

Простiр X називається суперкомпактним [6], якщо вiн має бiнарну передбазу для за-
мкнених множин. Сiм’я P замкнених пiдмножин X є бiнарною, якщо будь-яка зчеплена
пiдсiм’я iз P має непорожнiй перетин (система пiдмножин X є зчепленою, якщо кожнi два
елементи цiєї системи перетинаються). Передбаза P називається нормальною, якщо для
кожних S0, S1 ∈ P iз S0 ∩ S1 = ∅ iснують такi T0, T1 ∈ P , що

S0 ∩ T0 = ∅ = T1 ∩ S1 та T0 ∪ T1 = MX.

Простiр X, який має бiнарну нормальну передбазу P , називається нормальним супер-

компактним.
Для X суперрозширення λX складається iз всiх максимальних зчеплених систем замкне-

них пiдмножин в X. Сiм’я множин U+ = {η ∈ λX | F ⊂ U для деякої F ∈ η}, де U пробi-
гає всi вiдкритi пiдмножини X, є передбазою для топологiї в λX.

Компактний простiр X називається вiдкрито-породженим [4, 1], якщо X є граничним
простором зворотнього σ-спектра, в якому всi проекцiї є вiдкритими вiдображеннями з
метризовними ядрами. Поняття обернених спектрiв, систематичне дослiдження їх вла-
стивостей та представлення компактiв незлiченної ваги у виглядi зворотних спектрiв мо-
жна знайти у [5].

Наступнi твердження отримано В. Валовим [6].

Теорема 1. [6, Proposition 3.2] Нехай X — вiдкрито-породжений компактний простiр з
бiнарною передбазою P для замкнених множин. Тодi X є простором Дугунджi. Бiльше
того, якщо X є зв’язним i P є нормальною, тодi X є абсолютним ретрактом.
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Наслiдок 1.1. [6, Corollary 3.3] Якщо X є вiдкрито-породженим компактним простором,
тодi λX є простором Дугунджi. Якщо при цьому X є зв’язним, тодi простiр максимальних
зчеплених систем λX є абсолютним ретрактом.

Нормованою неадитивною мiрою [7] (нормованою ємнiстю) на компактному гаусдорфо-
вому просторi X називаємо функцiю c : ExpX ∪∅ → I з такими трьома властивостями
(нижче F, G – замкненi пiдмножини в X):

1. c(∅) = 0, c(X) = 1;

2. якщо F ⊂ G, то c(F) ≤ c(G) (монотоннiсть);

3. якщо c(F) ≤ a, то iснує така вiдкрита множина U ⊃ F, що для кожної множини
G ⊂ U виконується c(G) < a (напiвнеперервнiсть згори).

Нехай L — компактна гаусдорфова топологiчна гратка. Функцiя c : Exp X → L нази-
вається нормованою L-значною ємнiстю [3] (нормованою граткозначною ємнiстю) на ком-
пактному просторi L, якщо виконано наступнi умови:

1. c(∅) = 0, c(X) = 1;

2. для кожних замкнених пiдмножин F, G простору X iз включення F ⊂ G випливає
c(F) ≤ c(G) (монотоннiсть);

3. якщо F ⊂ X замкнена i c(F) мiститься в околi V ⊂ L, то iснує така вiдкрита множина
U ⊃ F, що c(G) ∈ V ↓ для будь-якої замкненої множини G ⊂ X для якої G ⊂ U

(напiвнеперервнiсть згори).

У нашiй статтi L — цiлком дистрибутивна гратка, тодi з топологiєю Лоусона вона є
компактною гаусдорфовою дистрибутивною граткою Лоусона (див. [2] щодо основ тео-
рiї неперервних топологiчних граток).

Надалi всi ємностi вважаємо нормованими. На множинах MX дiйснозначних ємно-
стей та MLX граткозначних ємностей на компактi X розглядаємо тiснi топологiї [7, 3], якi
теж виявляються компактними i гаусдорфовими.

Нашою метою є отримання для MX та MLX аналогiв згаданих вище теорем В. Валова
про простiр λX.

2 СУПЕРКОМПАКТНIСТЬ ТА НОРМАЛЬНА СУПЕРКОМПАКТНIСТЬ ПРОСТОРIВ

ДIЙСНОЗНАЧНИХ МIР

Оскiльки отриманi В. Валовим доведення суттєво спираються на суперкомпактнiсть
λX, перевiримо, чи простiр неадитивних мiр MX є суперкомпактним. Для цього потрi-
бно перевiрити, чи в ньому iснує бiнарна передбаза для замкнених множин. Передба-
зу топологiї на MX утворюють множини вигляду O−(F, a) = {c ∈ MX | c(F) < a}, де
F ⊂

cl
X, a ∈ R, i

O+(U, a) = {c ∈ MX | c(U) > a} = {c ∈ MX | ∃F ⊂
cl

U, c(F) > a},

де U ⊂
op

X, a ∈ R.
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Таким чином, множини

Ō−(F, a) = MX\O−(F, a) = {c ∈ MX | c(F) ≥ a},

де F ⊂
cl

X, a ∈ R, та

Ō+(U, a) = MX\O+(U, a) = {c ∈ MX | c(U) ≤ a} = {c ∈ MX | ∃F ⊂
cl

U, c(F) ≤ a},

де U ⊂
op

X, a ∈ R, є замкненими в MX i утворюють передбазу P для замкнених множин.

Теорема 2. Передбаза P у MX є бiнарною i нормальною.

Доведення. Зрозумiло, що для будь-яких a1, a2 ∈ R та U1, U2 ⊂
op

MX виконано Ō+(U1, a1) ∩

Ō+(U1, a2) 6= ∅. Аналогiчно для будь-яких b1, b2 ∈ R i F1, F2 ⊂
cl

MX перетин Ō−(F1, a1) ∩

Ō−(F1, a2) є непорожнiм. Розглянемо Ō−(F, b) i Ō+(U, a) та перевiримо, при яких умовах
Ō−(F, b) ∩ Ō+(U, a) = ∅. Якщо Ō−(F, b) ∩ Ō+(U, a) = ∅, то

{c ∈ MX | c(F) ≥ b} ∩ {c ∈ MX | c(U) ≤ a} = ∅,

а це можливо тодi i тiльки тодi, коли F ⊂ U та a < b одночасно.
Якщо F не є пiдмножиною U, тодi iснує c0(A) ∈ Ō−(F, a) ∩ Ō+(U, a):

c0(A) =







1, при A = X;

a, при A 6= X, A ⊃ F;

0, в iнших випадках.

Нехай a ≥ b, тодi

c0(A) =







1, при A = X;

b, при A 6= X, A 6= ∅;

0, A = ∅.

Тепер розглянемо сукупнiсть множин

Ō−(F1, b1), Ō−(F2, b2), . . . , Ō−(Fn, bn) i Ō+(U1, a1), Ō+(U2, a2), . . . , Ō+(Um, am),

де n, m ∈ R, та доведемо, що коли кожнi двi iз них мають непорожнiй перетин, то i вся су-

купнiсть має непорожнiй перетин. Зрозумiло, що
m
⋂

k=1
Ō+(Uk, ak) 6= ∅ та

n
⋂

l=1
Ō−(Fl , bl) 6= ∅.

Якщо для кожних i, j виконується Ō+(Ui, ai) ∩ Ō−(Fj, bj) 6= ∅, то або Fj не є пiдмножиною
Ui або ai ≥ bj. Такий перетин є непорожнiм, оскiльки до нього належить наступна ємнiсть
c0(A) ∈ MX:

c0(A) =







1, при A = X,

max{bi | A ⊃ Fi}, A 6= X,

0, iнакше.

Якщо Fj ⊃ Fi, то {i | Fj ⊃ Fi} ∋ j, тому для c0(Fj) маємо {bi | Fj ⊃ Fi} ∋ bj, а, отже,
max{bi | FJ ⊃ Fi} ≥ bj, i маємо c(Fj) ≥ bj. Отже, c0 ∈ Ō−(Fj, bj). Також легко бачити, що
c0 ∈ Ō+(Ui, ai), тобто c0(Ui) ≤ ai. Припустимо протилежне, тодi c0(Ui) > ai, а тому для
деякого j ∈ {1, 2, . . . , n} маємо Fj ⊂ Ui i bj > ai одночасно, а це неможливо, оскiльки за
умовою Ō+(Ui, ai) ∩ Ō−(Fj, bj) 6= ∅, тому або Fj не є пiдмножиною Ui, або bj < ai.
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Отже, в MX iснує бiнарна передбаза для замкнених множин, а тому MX є суперкомпа-

ктним простором.

Дана бiнарна передбаза P є нормальною, тобто для кожних неперетинних S0, S1 ∈ P ,

iснують такi T0, T1 ∈ P , що

S0 ∩ T0 = ∅ = T1 ∩ S1 та T0 ∪ T1 = MX.

Нехай

S0 = Ō+(U, a) = {c ∈ MX | c(U) ≤ a}, S1 = Ō−(F, b) = {c ∈ MX | c(F) ≥ b}.

Бачимо, що, коли b > a та F ⊂ U, то S0 ∩ S1 = ∅. Оскiльки F ⊂ U, то iснує така
множина V, що F ⊂ V ⊂ ClV ⊂ U. Тодi T0 i T1 можна пiдiбрати наступним чином:

T0 = Ō−(ClV, d) = {c ∈ MX | c(ClV) ≥ d}, T1 = Ō+(V, d) = {c ∈ MX | c(V) ≤ d},

де d = a+b
2 . Тодi S0 ∩ T0 = ∅, бо ClV ⊂ U, d > a; S1 ∩ T1 = ∅, бо F ⊂ V, b > d. Нехай

c1 /∈ T1 = Ō+(V, d), тобто нерiвнiсть c1(V) ≤ d не виконується. Тодi c1(V) > d. Але,
оскiльки T0 = {c ∈ MX | c(ClV) ≥ d}, то c1 ∈ T0. Аналогiчно, якщо c1 /∈ T0, то c1 ∈ T1.
Отже, T0 ∪ T1 = MX.

Цим доведено, що передбаза P дiйсно є бiнарною i нормальною.

Наслiдок 2.1. Якщо X є вiдкрито-породженим компактним простором, то MX є абсолю-
тним ретрактом.

У [7] введено функтор ємностей M та описано його основнi властивостi, з яких випли-
ває, що MX є вiдкрито-породженим простором для вiдкрито-породженого X. Оскiльки
на MX iснує бiнарна передбаза P для замкнутих множин, то MX є простором Дугунджi,
а, враховуючи його зв’язнiсть i нормальнiсть P , — i абсолютним ретрактом.

3 ВЛАСТИВОСТI ПРОСТОРIВ ГРАТКОЗНАЧНИХ ЄМНОСТЕЙ

Розглянемо тепер простiр MLX граткозначних ємностей c : Exp X → L, де L — компа-
ктна гаусдорфова дистрибутивна гратка Лоусона. Побудуємо у MLX бiнарну передбазу
для замкнених множин. Топологiя на MLX визначається передбазою, яка складається з
усiх множин вигляду

O−(F, V) = {c ∈ MLX | c(F) ≤ α для деякого α ∈ V} = {c ∈ MLX | c(F) ∈ V ↓},

де F ⊂
cl

X, V ⊂
op

L, i

O+(U, V) = {c ∈ MLX | c(F) ≥ α для деяких F ⊂
cl

U, α ∈ V} =

= {c ∈ MLX | ∃F ⊂
cl

U, c(F) ∈ V ↑},

де U ⊂
op

X, V ⊂
op

L.

Вiдповiдно передбазу для замкнених множин в MLX утворюють множини

Ō+(U, W1) = MLX\O+(U, V1) = {c ∈ MLX | c(U) ∈ W1},
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де W1 = W1 ↓= L\V1 ↑, W1 ⊂
cl

L, U ⊂
op

X, V1 ⊂
op

L, та

Ō−(F, W2) = MLX\O−(F, V2) = {c ∈ MLX | c(F) ∈ W2},

де W2 = W2 ↑= L\V2 ↓, W2 ⊂
cl

L, F ⊂
cl

X, V2 ⊂
op

L.

Якщо покласти W1 = {α} ↓, W2 = {β} ↑, ∀α, β ∈ L, то множини

Ō+(U, α) = Ō+(U, W1) = {c ∈ MLX | c(U) ≤ α, α ∈ L},

Ō−(F, β) = Ō+(U, W2) = {c ∈ MLX | c(F) ≥ β, β ∈ L}

також утворюють передбазу P для замкнених множин в MLX.

Теорема 3. Передбаза P у MLX є бiнарною i нормальною.

Доведення. Зрозумiло, що для будь-яких α1, α2 ∈ L та U1, U2 ⊂
op

MLX виконано Ō+(U1, α1)∩

Ō+(U2, α2) 6= ∅. Аналогiчно для будь-яких β1, β2 ∈ L i F1, F2 ⊂
cl

MLX перетин Ō−(F1, β1) ∩

Ō−(F1, β2) є непорожнiм. Розглянемо Ō−(F, β) i Ō+(U, α). Якщо Ō−(F, β) ∩ Ō+(U, α) = ∅,
то

{c ∈ MLX | c(F) ≥ β} ∩ {c ∈ MLX | c(U) ≤ α} = ∅,

а це можливо тодi i тiльки тодi, коли одночасно U ⊃ F та α � β. Якщо F не є пiдмножиною
U, тодi iснує мiра c0(A) ∈ Ō−(F, β) ∩ Ō+(U, α) наступного вигляду:

c0(A) =







1, при A = X;

α, при A 6= X, A ⊃ F;

0, в iнших випадках.

Нехай α ≥ β, тодi

c0(A) =







1, при A = X;

β, при A 6= X, A 6= ∅;

0, A = ∅.

Тепер розглянемо сукупнiсть множин

Ō−(F1, β1), Ō−(F2, β2), . . . , Ō−(Fn, βn), i

Ō+(U1, α1), Ō+(U2, α2), . . . , Ō+(Um, αm), де n, m ∈ R,

та доведемо, що коли кожнi двi iз них мають непорожнiй перетин, то i вся сукупнiсть має

непорожнiй перетин. Зрозумiло, що
m
⋂

k=1
Ō+(Uk, αk) 6= ∅ та

n
⋂

l=1
Ō−(Fl , βl) 6= ∅. Якщо для

всiх i, j виконується Ō+(Ui, αi)∩ Ō−(Fj, βj) 6= ∅, то це означає, що або Fj не є пiдмножиною
Ui, або αi ≥ βj. Такий перетин непорожнiй, до нього належить мiра c0(A) ∈ MLX:

c0(A) =







1, при A = X,

sup{βj | A ⊃ Fi}, A 6= X,

0, iнакше.

Покажемо, що c0 ∈ Ō−(Fj, βj). Якщо Fj ⊃ Fi, то {i | Fj ⊃ Fi} ∋ j, тому для c0(Fj)

{βi | Fj ⊃ Fi} ∋ βj, а, отже, sup{βi | FJ ⊃ Fi} ≥ βj, i маємо c(Fj) ≥ βj. Також легко бачити,
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що c0 ∈ Ō+(Ui, αi), тобто c0(Ui) ≤ αi. Припустимо протилежне, тодi c0(Ui) > αi, а тому
для деякого j ∈ {1, 2, . . . , n} маємо Fj ⊂ Ui i αi � βj одночасно, а це неможливо, оскiльки
за умовою Ō+(Ui, αi)∩ Ō−(Fj, βj) 6= ∅, тому або Fj не є пiдмножиною Ui, або βj ≤ αi. Отже,
в MLX iснує бiнарна передбаза для замкнених множин, а тому MLX є суперкомпактним

простором.

Тепер перевiримо, що дана передбаза P для замкнених пiдмножин є нормальною.
Нехай

S0 = Ō+(U, α) = {c ∈ MLX | c(U) ≤ α},

S1 = Ō−(F, β) = {c ∈ MLX | c(F) ≥ β}.

Якщо F ⊂ U та α � β α, β ∈ L, то S0 ∩ S1 = ∅.
Iз [2, Exercise IV-3.32] ми знаємо, що якщо L — цiлком дистрибутивна гратка, то для

кожних α 6= β iснує вiдображення ϕ : L → I, де I = [0, 1], яке зберiгає супремуми та
iнфiмуми й вiдокремлює α та β. Це означає, що, якщо α � β, то α ∨ β 6= α, α ∨ β ≥ β. Тодi
ϕ(α ∨ β) = ϕ(α) ∨ ϕ(β) 6= ϕ(α), i ϕ(α) < ϕ(β).

Виберемо таке d ∈ I, що ϕ(α) < d < ϕ(β). Нехай

A = {α′ ∈ L | ϕ(α′) ≤ d} ∋ α, B = {β′ ∈ L | ϕ(β′) ≥ d} ∋ β.

Iз властивостей функцiї ϕ випливає

ϕ(supA) = sup ϕ(A) ≤ d, ϕ(infB) = inf ϕ(B) ≥ d.

Нехай α0 = supA, β0 = infB. Отримуємо нерiвностi: α0 ≥ α, β0 ≤ β. A∪ B = L, тому для
∀γ ∈ L або γ ≤ α0 або γ ≥ β0, та α0 � β, β0 � α. В X виберемо таку вiдкриту множину W,
що F ⊂ W ⊂ W̄ = ClW ⊂ U.

Нехай T0 = Ō−(W̄, β0), T1 = Ō+(W, α0).
Маємо S0 ⊂ T1, оскiльки, коли c(U) ≤ α та U ⊃ W, то iз монотонностi мiри отримуємо

c(W) ≤ c(U) ≤ α. Оскiльки α ≤ α0, то c(W) ≤ α0, а, отже, Ō+(U, α) ⊂ Ō+(W, α0). Ана-
логiчно, якщо c(F) ≥ β, то c(W̄) ≥ c(F) ≥ β ≥ β0, а тому Ō−(F, α) ⊂ Ō−(W̄, β0), тобто
S1 ⊂ T0.

Також S0 ∩ T0 = ∅, оскiльки U ⊃ W̄ та α � β0. Так само отримуємо S1 ∩ T1 = ∅, тому
що F ⊂ W та α0 � β.

Залишилося показати, що T0 ∪ T1 = MLX. Оскiльки для кожного γ ∈ L виконується
або нерiвнiсть γ ≤ α0, або γ ≥ β0, то, якщо c(F) /∈ Ō+(W, α0), тобто не виконується
нерiвнiсть c(W) ≤ α0, то c(W) ≥ β0. Маємо W̄ ⊃ W, тому c(W̄) ≥ c(W) ≥ β0, i, отже, c ∈

Ō−(W̄, β0). Навпаки, якщо c(F) /∈ Ō−(W̄, β0), тобто нерiвнiсть c(W̄) ≥ β0 не виконується,
тодi c(W̄) ≤ α0. W̄ ⊃ W, тому c(W) ≤ c(W̄) ≤ α. Отже, c ∈ Ō+(W, α0).

Ми довели, що передбаза P в MLX є бiнарною нормальною.

Отже, MLX, як i MX, є суперкомпактним простором.

Наслiдок 3.1. Для вiдкрито-породженого X простiр MLX є вiдкрито-породженим ком-
пактним простором з бiнарною передбазою P для замкнених множин, тому є простором
Дугунджi.

Зауваження. Як бачимо, залишилось нез’ясованим питання, у яких випадках простiр
MLX є абсолютним ретрактом: a) для даних X, L; b) для даного X i всiх цiлком дистри-
бутивних L; c) для даної L i всiх зв’язних X. Це стане темою наступної публiкацiї.
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Надiйшло 25.12.2012

Cherkovskyi T.M. Supercompactness of spaces of capacities and its consequences. Carpathian Mathemati-
cal Publications 2013, 5 (1), 143–149.

It is proved that the space of normalized real-valued capacities on an openly generated com-
pactum is an absolute retract. Existence of a normal binary subbase for closed subsets in the space
of normalized lattice-valued capacities on an openly generated compactum is also shown, which
implies that this space is a Dugundji space.

Key words and phrases: supercompactness, capacity, Dugundji space, absolute retract.

Черковский Т.М. Суперкомпактность пространств емкостей и ее следствия // Карпатские ма-
тематические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — C. 143–149.

Доказано, что пространство нормированных действительнозначных емкостей на откры-
то-порожденном компакте является абсолютным ретрактом. Показано, что в пространстве
нормированных решеткозначных емкостей существует нормальная бинарная предбаза для
замкнутых множеств, откуда следует, что это пространство является пространством Дугун-
джи.

Ключевые слова и фразы: суперкомпактность, емкость, пространство Дугунджи, абсолют-
ный ретракт.


