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ОПЕРАТОРА

Запропоновано двокроковий метод типу хорд з послiдовною апроксимацiєю оберненого
оператора для розв’язування нелiнiйних рiвнянь. Дослiджено локальну збiжнiсть методу та
встановлено квадратичний порядок збiжностi. На тестових задачах проведено числовий екс-
перимент.
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ВСТУП

Нехай потрiбно знайти наближений розв’язок x∗ нелiнiйного рiвняння

F(x) = 0, (1)

де оператор F визначений на опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями
у банаховому просторi Y. Для розв’язування рiвняння (1) iснує багато методiв. Зокрема,
метод Ньютона, Стеффенсена, рiзницевi методи [1, 4, 8]. При цьому на кожному iтера-
цiйному кроцi потрiбно знаходити обернений оператор (розв’язувати лiнiйне операторне
рiвняння). Оскiльки це завдання є складним, тому можна застосовувати методи з апрок-
симацiєю оберненого оператора, якi не потребують розв’язування лiнiйних задач.

Iснує два пiдходи до апроксимацiї оберненого оператора: послiдовна та паралельна
(синхронна та асинхронна). Методи з паралельною апроксимацiєю оберненого оператора
застосовують при чисельному розв’язуваннi (1) на процесорах, що працюють паралельно.
Методи з апроксимацiєю оберненого оператора складаються з двох гiлок. Одна з них
призначена для побудови наближень до розв’язку нелiнiйного рiвняння (1), а iнша —
для апроксимацiї оберненого оператора.

Методи з послiдовною апроксимацiєю оберненого оператора дослiджували багато ав-
торiв. У [5] вивчено локальну збiжнiсть модифiкацiй методiв Ньютона та Стеффенсена.
Дослiдження однопараметричного класу методiв типу Ньютона та метод типу Стеффен-
сена з послiдовною апроксимацiєю оберненого оператора проведено у [3]. Обґрунтуван-
ню збiжностi методiв з послiдовною апроксимацiєю оберненого оператора присвяченi
також працi [6, 7].
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Для розв’язування (1) ми пропонуємо двокроковий iтерацiйний процес

xn+1 = xn − AnF(xn), yn+1 = xn+1 − AnF(xn+1),
An+1 = An[2I − F(un+1, vn+1)An], n = 0, 1, . . . ,

(2)

де x0 i A0 — початковi наближення до розв’язку x∗ i до оператора A∗ = [F′(x∗)]−1 вiдпо-
вiдно, I — одиничний оператор, F(u, v) — подiлена рiзниця першого порядку оператора
F за точками u i v, un = xn + an(yn − xn), vn = xn + bn(yn − xn), an ∈ [−1; 1], bn ∈ [0; 1]. Цей
метод побудований на базi двокрокового методу

xn+1 = xn − [F(un, vn)]−1F(xn), yn+1 = xn+1 − [F(un, vn)]−1F(xn+1), n = 0, 1, . . . , (3)

запропонованого у [4]. Зауважимо, що частковим випадком методу (2) при значеннях
параметрiв an = 0 i bn = 0 є метод, запропонований С.Ю. Ульмом у статтi [5].

У цiй працi показано результати теоретичного аналiзу збiжностi та числового дослi-
дження iтерацiйного процесу (2).

1 ЛОКАЛЬНА ЗБIЖНIСТЬ МЕТОДУ З ПОСЛIДОВНОЮ АПРОКСИМАЦIЄЮ ОБЕРНЕНОГО

ОПЕРАТОРА

Означення 1. Обмежений лiнiйний оператор, який дiє з X в Y, позначуваний F(x, y), бу-
демо називати подiленою рiзницею першого порядку для оператора F за фiксованими
точками x i y (x 6= y), якщо виконується рiвнiсть F(x, y)(x − y) = F(x)− F(y).

У випадку, коли x = y вважатимемо, що F(x, x) = F′(x), де F′(x) — похiдна Фреше
нелiнiйного оператора F у точцi x.

Наступна теорема встановлює умови, при яких iтерацiйний процес (2) є збiжним. У
доведеннi теореми використовуються iдеї, викладенi у роботi [5].

Теорема 1. Нехай F — нелiнiйний оператор, визначений у вiдкритiй опуклiй областi D

банахового простору X зi значеннями в банаховому просторi Y. Припустимо, що:
1) рiвняння (1) має розв’язок x∗ ∈ D, iснує похiдна Фреше F′(x∗) i вона оборотна;
2) в кулi U = {x : ‖x − x∗‖ ≤ r0} функцiя F(x) має подiленi рiзницi першого порядку

F(x, y), якi задовольняють умову Лiпшиця:

‖F(x, y)− F(u, v)‖ ≤ L(‖x − u‖+ ‖y − v‖); (4)

3) ‖F′(x∗)‖ ≤ C, ‖[F′(x∗)]−1‖ ≤ B,

4) h0 = max{K0, M0r0, N0} <
1
r0

, де

K0 = C + L(B + r0), M0 = [C + L(B + r0)K0r0]K0, N0 = [C + (2 + a)L(B + r0)
2K0],

a =

{

0, an ≥ 0,
2, an < 0,

r0 = max{‖x0 − x∗‖, ‖y0 − x∗‖, ‖A0 − A∗‖}.

Тодi послiдовностi {xn}, {yn}, {An}, n = 0, 1, . . . збiгаються вiдповiдно до x∗, A∗, при-
чому справджується оцiнка

rn = max{‖xn − x∗‖, ‖yn − x∗‖, ‖An − A∗‖} ≤ (h0r0)
2n−1r0, n = 0, 1, . . . . (5)
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Доведення. Враховуючи (2), маємо

xn+1 − x∗ = xn − x∗ − An[F(xn)− F(x∗)] = [I − AnF(xn, x∗)](xn − x∗),
yn+1 − x∗ = xn+1 − x∗ − An[F(xn+1)− F(x∗)] = [I − AnF(xn+1, x∗)](xn+1 − x∗).

Оскiльки виконується I − AnF(xn, x∗) = A∗F′(x∗)− AnF′(x∗)+ AnF′(x∗)−AnF(xn, x∗)=
(A∗ − An)F′(x∗) + An(F′(x∗)− F(xn, x∗)) i ‖An‖ ≤ ‖A∗‖+ ‖An − A∗‖ ≤ B + ‖An − A∗‖, то,
використовуючи умову 3) теореми, отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ ≤ [C‖An − A∗‖+ L(B + ‖An − A∗‖)‖xn − x∗‖]‖xn − x∗‖
≤ [C + L(B + r0)]r

2
n = K0r2

n,

‖yn+1 − x∗‖ ≤ [C‖An − A∗‖+ L(B + ‖An − A∗‖)‖xn+1 − x∗‖]‖xn+1 − x∗‖
≤ [C‖An − A∗‖+ L(B + ‖An − A∗‖)K0r2

n]K0r2
n ≤ [C + L(B + r0)K0r0]K0r3

n = M0r3
n.

З iншого боку

An+1 − A∗ =An[2I − F(un+1, vn+1)An]− A∗ = An[I + A∗F′(x∗)− F(un+1, vn+1)An]− A∗
=An[I + F′(x∗)A∗ − F′(x∗)An + F′(x∗)An − F(un+1, vn+1)An]− A∗
=An[I + F′(x∗)(A∗ − An) + (F′(x∗)− F(un+1, vn+1))An]− A∗
=[I − AnF′(x∗)](An − A∗) + An(F′(x∗)− F(un+1, vn+1))An

=[A∗ − An]F
′(x∗)(An − A∗) + An(F′(x∗)− F(un+1, vn+1))An.

Оскiльки

‖un+1 − x∗‖+ ‖vn+1 − x∗‖ ≤(2 − an+1 − bn+1)‖xn+1 − x∗‖
+(|an+1|+ bn+1)‖yn+1 − x∗‖ ≤ (2 + a)‖xn+1 − x∗‖,

то

‖An+1 − A∗‖ ≤C‖An − A∗‖2 + (B + ‖An − A∗‖)2L(‖un+1 − x∗‖+ ‖vn+1 − x∗‖)
≤C‖An − A∗‖2 + (2 + a)L(B + ‖An − A∗‖)2‖xn+1 − x∗‖
≤[C + (2 + a)L(B + r0)

2K0]r
2
n = N0r2

n.

Методом математичної iндукцiї доведемо, що (5) виконується для всiх n. Поклавши
k = 1, отримаємо

r1 = max{‖x1 − x∗‖, ‖y1 − x∗‖, ‖A1 − A∗‖} ≤ h0r2
0 = (h0r0)

21−1r0.

Припустимо, що оцiнка (5) виконується для k = 1, n − 1. Тодi для k = n матимемо

rn = max{‖xn − x∗‖, ‖yn − x∗‖, ‖An − A∗‖} ≤ h0r2
n−1 = h0(h0r0)

2n−2r2
0 = (h0r0)

2n−1r0.

Оскiльки

‖xn+1 − x∗‖ ≤ K0rn‖xn − x∗‖, ‖yn+1 − x∗‖ ≤ M0r2
n‖xn+1 − x∗‖,

то, враховуючи, що rn < r0 i h0r0 < 1, отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < . . . < ‖x0 − x∗‖ ≤ r0,
‖yn+1 − x∗‖ < ‖xn+1 − x∗‖ < . . . < ‖x0 − x∗‖ ≤ r0.

Отже, послiдовностi {xn}, {yn}, n = 0, 1, . . . належать кулi U.

Зауваження 1. З оцiнки (5) випливає, що порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) —
квадратичний. При цьому припускається, що подiленi рiзницi першого порядку задо-
вольняють лише умову Лiпшиця.
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2 ЧИСЛОВI ЕКСПЕРИМЕНТИ

Практичне дослiдження методу (2) проведено на тестових прикладах з [2, 5]. Ми за-
стосовуємо двокроковий метод типу хорд з послiдовною апроксимацiєю оберненого опе-
ратора для розв’язування систем нелiнiйних алгебраїчних i трансцендентних рiвнянь та
нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Розрахунки проводяться при сталих значеннях пара-
метрiв an i bn. Числовi результати, отриманi методом (2), порiвнюються iз результатами,
отриманими методом (3).

Приклад 1. Тридiагональна функцiя Бройдена

f i = xi(0.5xi − 3) + 2xi+1 − 1, i = 1,
f i = xi(0.5xi − 3) + xi−1 + 2xi+1 − 1, 1 < i < m,
f i = xi(0.5xi − 3) + xi−1 − 1 i = m,
xi

0 = −1, i = 1, m.

Приклад 2. Тригонометрична система

k = div(i − 1, 5)

f i = 5 − (k + 1)(1 − cos(xi))− sin(xi)−
5k+5
∑

j=5k+1
cos(xj)

xi
0 = 1/n, i = 1, m.

Приклад 3. Тригонометрично-експоненцiальна функцiя

f i = 3(xi)3 + 2xi+1 − 5 + sin
(

xi − xi+1
)

sin
(

xi + xi+1
)

, i = 1,
f i = 3(xi)3 + 2xi+1 − 5 + sin

(

xi − xi+1
)

sin
(

xi + xi+1
)

+ 4xi − xi−1 exp
(

xi−1 − xi
)

− 3, 1 < i < m,
f i = 4xi − xi−1 exp

(

xi−1 − xi
)

− 3, i = m,
xi

0 = 2, i = 1, m.

Приклад 4. Нелiнiйне iнтегральне рiвняння

x(s)−
1
∫

0
(1 − 0.4854s + s2 + st arctan(x))dt = 0, s, t ∈ [0, 1],

x0(i) = 1.5.

Зупинка обчислювального процесу вiдбувалася за умови ‖xn+1 − xn‖∞ ≤ ε. Розрахун-
ки проводилися для систем нелiнiйних рiвнянь розмiрностi m = 100. Для методiв (2) i (3)
додаткове початкове наближення y0 було обчислене за правилом: yi

0 = xi
0 + 10−4, i = 1, m,

i для методу (2) A0 = [F(u0, v0)]
−1. Обчислення виконувалися з точнiстю ε = 10−8 для

прикладiв 1 i 3, а для прикладу 2 — з точнiстю ε = 10−10. У таблицях 1 – 3 наведено кiль-
кiсть iтерацiй, необхiдних для отримання наближеного розв’язку систем iз прикладiв 1 –
3 вiдповiдно.

Як бачимо, швидкiсть збiжностi методу (2) практично однакова при рiзних значен-
нях параметрiв an i bn. Серед диференцiальних методiв найшвидше збiгаються методи з
параметрами an = 0.5, bn = 0.5 i an = 1, bn = 1, а серед рiзницевих — методи з парамет-
рами an = 1, bn = 0 i an = 1, bn = 0.5. За кiлькiстю iтерацiй, необхiдних для знаходження
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Метод (2) Метод (3)
b \ a -1 -0.5 0 0.5 1

-1 7 7 7 7 6
-0.5 7 7 7 6 6

0 7 7 6 6 6
0.5 7 6 6 6 6
1 6 6 6 6 6

b \ a -1 -0.5 0 0.5 1
-1 5 5 5 5 5

-0.5 5 5 5 5 4
0 5 5 5 7 4

0.5 5 5 7 4 7
1 5 4 4 7 5

Табл. 1: Результати обчислень для прикладу 1 при ε = 10−8

Метод (2) Метод (3)
b \ a -1 -0.5 0 0.5 1

-1 5 5 5 5 5
-0.5 5 5 5 5 5

0 5 5 5 5 5
0.5 5 5 5 5 5
1 5 5 5 5 5

b \ a -1 -0.5 0 0.5 1
-1 5 5 5 5 4

-0.5 5 5 5 4 4
0 5 5 4 4 4

0.5 5 4 4 4 4
1 4 4 4 4 4

Табл. 2: Результати обчислень для прикладу 2 при ε = 10−10

Метод (2) Метод (3)
b \ a -1 -0.5 0 0.5 1

-1 7 7 7 7 7
-0.5 7 7 7 7 7

0 7 7 7 7 6
0.5 7 7 7 6 6
1 7 7 6 6 6

b \ a -1 -0.5 0 0.5 1
-1 6 6 6 6 6

-0.5 6 6 6 6 5
0 6 8 6 5 5

0.5 6 6 5 5 5
1 7 5 6 5 5

Табл. 3: Результати обчислень для прикладу 3 при ε = 10−8

наближеного розв’язку системи рiвнянь, запропонований нами метод з апроксимацiєю
оберненого оператора (2) дещо поступається базовому методу (3). Проте його перевагою
є те, що не потрiбно розв’язувати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на кожному iте-
рацiйному кроцi. Аналогiчно, як у [5], ми порiвнювали метод (2) з модифiкацiєю методу
(3), коли подiлена рiзниця обчислюється лише один раз у точках u0 i v0. При цьому метод
з послiдовною апроксимацiєю оберненого оператора виявився ефективнiшим.

n a = 0.5, b = 0.5 a = 0, b = 1 a = 1, b = −1
1 2.008599938909832 2.008697259718701 2.007332718049135
2 1.999784032136865 1.999779182305491 1.999825757262160
3 2.000008159680034 2.000008346561328 2.000006697802527
4 2.000000866874908 2.000000859624378 2.000000921510420

Табл. 4: Результати обчислень для нелiнiйного iнтегрального рiвняння 4 при ε = 10−5

Розв’язування нелiнiйного iнтегрального рiвняння методом (2) проводилось за схе-
мою, запропонованою у [5]. Для наближеного обчислення iнтегралiв застосовували фор-
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мулу трапецiй з кроком h =
1
m

∫ 1

0
K (s, t, x (t)) dt ≈ 1

m

(

1
2

K
(

s, t0, x0
)

+
m−1

∑
i=1

K
(

s, ti, xi
)

+
1
2

K (s, tm, xm)

)

,

де xi ≈ x (ih). Точний розв’язок iнтегрального рiвняння — x∗(s) = 1 + s2. У таблицi 4
подано значення наближення до розв’язку у точцi s = 1 на кожному iтерацiйному кро-
цi. Результати наведено для модифiкацiй диференцiального (a = 0.5, b = 0.5) та рi-
зницевого (a = 0, b = 1) методiв з порядком 1 +

√
2 i двокрокового методу Курчатова

(a = 1, b = −1).
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problems.
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Шахно С.М., Ярмола Г.П. Двухшаговый метод типа хорд с аппроксимацией обратного оператора
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Предложено двухшаговый метод типа хорд с последовательной аппроксимацией обрат-
ного оператора для решения нелинейных уравнений. Исследовано локальную сходимость
предложенного метода и установлено квадратический порядок сходимости. На тестовых за-
дачах проведено численный эксперимент.

Ключевые слова и фразы: аппроксимация обратного оператора, метод типа хорд, порядок
сходимости.


