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У роботi дослiджено умови спiвпадiння слабкої полiномiальної та слабкої аналiтичної
топологiї (слабкої ∗-полiномiальної та слабкої ∗-аналiтичної топологiї) з топологiєю норми
на дiйсних (комплексних) банахових просторах та просторах Фреше.

Вступ

Поняття роздiляючого полiнома було вперше введено у розгляд Я. Курцвейлом у
1954 роцi у роботi [12] для встановлення умов апроксимацiї неперервних функцiй ана-
лiтичними на дiйсних сепарабельних банахових просторах. Властивостi роздiляючих
полiномiв та умови їх iснування дослiджувались рiзними авторами. Ґрунтовнi огля-
ди з цього питання можна знайти у роботах [10] та [11]. Для апроксимацiї рiвномiрно
неперервних функцiй на дiйсних банахових просторах у працi [8] були введенi у роз-
гляд рiвномiрно аналiтичнi роздiляючi функцiї. Для апроксимацiї неперервних функцiй
на комплексних банахових просторах у працi [2] було розглянуто поняття ∗-полiнома,
∗-аналiтичної функцiї та роздiляючого ∗-полiнома, рiвномiрно ∗-аналiтичної i роздiля-
ючої функцiї.

У цiй статтi розглядаються топологiчнi властивостi банахових просторiв та просто-
рiв Фреше в залежностi вiд iснування роздiляючих полiномiв та рiвномiрно аналiтичних
роздiляючих функцiй.

Означення 1. Нехай X — нормований простiр над полем дiйсних чисел R. Дiйсний
полiном q : X → R називається роздiляючим полiномом, якщо q(x) задовольняє умову

inf
x∈X, ||x||=1

|q(x)− q(0)| > 0.
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Це означення використовується Курцвейлом у [13]. З означення 1 випливає, що дiй-
сний полiном q : X → R не є роздiляючим, якщо q задовольняє умову

inf
x∈X, ||x||=1

|q(x)− q(0)| = 0.

Лема 1. Якщо дiйсний полiном q(x) не є роздiляючим на кулi радiуса 1 в банахо-
вому просторi X, то вiн не є роздiляючим на кулi довiльного радiуса r в X. Тобто
∀r infx∈X, ||x||=r |q(x)− q(0)| = 0.

Означення 2. ∗-Полiном P : X → C називається роздiляючим ∗-полiномом, якщо

inf
x∈X, ||x||=1

|P (x)− P (0)| > 0.

Означення 3. Нехай X є дiйсним банаховим простором. Будемо казати, що дiйсна
функцiя d, визначена на X, є рiвномiрно аналiтичною i роздiляючою, якщо вона задо-
вольняє наступнi умови:

1) d є дiйсною аналiтичною функцiєю на X в кожнiй точцi x ∈ X з радiусом збiжностi
Rdx бiльшим або рiвним за Rd для деякого Rd > 0,

2) iснує β ∈ R таке, що для всiх x ∈ X множина d(x) < β є непорожньою i лежить
у вiдкритiй одиничнiй кулi B.

Означення 4. Будемо казати, що функцiя Q : X → Y вигляду Q(x) =
∞∑
n=1

Qn(x)

для всiх x ∈ X, де Qn(x) — n-однорiднi ∗-полiноми, є рiвномiрно ∗-аналiтичною та
роздiляючою, якщо вона задовольняє наступнi умови:

1) iснує таке число RQ, що ряд
∞∑
n=1

Qn(x) збiгається рiвномiрно в кулi радiуса RQ з

центром у довiльнiй точцi x0 ∈ X,
2) iснує таке β ∈ R, що множина таких x ∈ X, що |Q(x)| < β є непорожньою i

лежить у вiдкритiй одиничнiй кулi B.

Зауважимо, що враховуючи аналiтичнiсть, з умови 2) випливає, що iснує β ∈ R таке,
що множина всiх x ∈ X, для яких d(x) ≥ β, не належить одиничнiй кулi B.

У дисертацiї [3] отримано наступний результат.

Теорема 1. Нехай X та Y банаховi простори, f : Y → R є рiвномiрно аналiтичною i
роздiляючою функцiєю, g : X → Y — лiнiйне вiдображення, яке володiє властивiстю

||g(x)|| > ||x|| для довiльного x ∈ X такого, що ||x|| = 1.

Тодi композицiя f ◦ g є рiвномiрно аналiтичною i роздiляючою функцiєю обмеженого
типу.

Нехай P(X) — простiр неперервних полiномiв на X. Визначимо слабко полiномiальну
топологiю на дiйсному банаховому просторi X, як найслабшу топологiю wP вiдносно
якої всi неперервнi полiноми на X зi значеннями в полi R будуть неперервними. Ця
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топологiя породжується прообразами вiдкритих множин з R полiномiальних функцiо-
налiв на X. Базу цiєї топологiї утворюють околи точок x0 ∈ X, кожен з яких залежить
вiд скiнченного набору полiномiв p1, . . . , pn i додатних чисел ε1, . . . , εn та має вигляд

U(x0)
ε1,...,εn
p1,...,pn

= {x ∈ X : |p1(x)− p1(x0)| < ε1, . . . , |pn(x)− pn(x0)| < εn}. (1)

Напрямленiсть (xα) збiгається у топологiй wP до x0 ∈ X тодi (i тiльки тодi) коли
p(xα) → p(x0) для кожного p ∈ P(X).

Визначимо слабко аналiтичну топологiю на дiйсному банаховому просторi X, як
найслабшу топологiю wA вiдносно якої всi неперервнi аналiтичнi функцiї на X зi значе-
ннями в полi R будуть неперервними. Ця топологiя породжується прообразами вiдкри-
тих множин з R аналiтичних функцiоналiв на X. Базу цiєї топологiї утворюють околи
точок x0 ∈ X, кожен з яких залежить вiд скiнченного набору аналiтичних функцiй
f1, . . . , fn i додатних чисел ε1, . . . , εn та має вигляд

U(x0)
ε1,...,εn
f1,...,fn

= {x ∈ X : |f1(x)− f1(x0)| < ε1, . . . , |fn(x)− fn(x0)| < εn}. (2)

Поряд зi слабко аналiтичною топологiєю ми можемо розглянути рiвномiрно слабко
аналiтичну топологiю використавши у формулi (2) замiсть набору аналiтичних фун-
кцiй набiр рiвномiрно аналiтичних функцiй.

У працi [4] розглянуто поняття A-збiжностi, яка у наших термiнах спiвпадає зi
слабко аналiтичною збiжнiстю. Зокрема у [4] поставлено питання: чи A-збiжность на
комплексних банахових просторах спiвпадає зi збiжнiстю за нормою? У [7] дано нега-
тивну вiдповiдь на це питання. У данiй роботi дослiджено умови спiвпадiння слабкої
полiномiальної та слабкої аналiтичної топологiї (слабкої ∗-полiномiальної та слабкої
∗-аналiтичної топологiї) з топологiєю норми на дiйсних (комплексних) банахових про-
сторах та просторах Фреше.

Аналогiчно на комплексному банаховому просторi ми визначимо слабко ∗-полiномi-
альну топологiю (слабко ∗-аналiтичну топологiю) як найслабшу топологiю wP вiдно-
сно якої всi неперервнi ∗-полiноми (∗-аналiтичнi функцiї) на X зi значеннями в полi C
будуть неперервними.

1 Випадок банахових просторiв

Теорема 2. Слабко полiномiальна топологiя на дiйсному просторi X збiгається з то-
пологiєю норми тодi i тiльки тодi, коли на X iснує роздiляючий полiном.

Доведення. Зауважимо, що оскiльки прообрази вiдкритих множин при неперервних
вiдображеннях є вiдкритими, wP -вiдкритi множини є вiдкритими в топологiї норми.
Тобто wP є слабшою топологiєю за топологiю норми. Нехай на X iснує роздiляючий
n-однорiдний полiном q. Розглянемо wP -збiжну напрямленiсть (xα) до x0 ∈ X. Для
будь-якого натурального M визначимо полiном pM(x) := Mnq(x− x0) = q(Mx−Mx0).

Збiжнiсть (xα) у слабко полiномiальнiй топологiї зокрема означає, що для будь-якого
M ∈ N i для будь-якого ε > 0 iснує α0 таке, що для всiх α > α0

|pM(xα)− pM(x0)| = |q(Mxα −Mx0)| < ε.
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Виберемо ε < inf‖x‖=1 |q(x)| (згiдно з означенням роздiляючого полiнома ми це можемо
зробити). Тодi ‖Mxα −Mx0‖ < 1. Справдi, якщо ‖Mxα −Mx0‖ = c ≥ 1, то∣∣∣∣q(Mxα −Mx0

c

)∣∣∣∣ < ε

cn
< inf

‖x‖=1
|q(x)|,

що неможливо. Отже ‖xα − x0‖ < 1/M, а це i означає, що (xα) прямує до x0 в топологiї
норми. Таким чином топологiя норми є слабшою за слабко полiномiальну. Тому вони
спiвпадають.

Припустимо тепер, що wP спiвпадає з топологiєю норми. Оскiльки околи вигляду
(1) утворюють базу wP , то iснує непорожнiй окiл U(x0)

ε1,...,εn
p1,...,pn

, який повнiстю лежить у
вiдкритiй одиничнiй кулi BX з центром в нулi простору X. Перейшовши до полiномiв
pk(x−x0) можна вважати, що x0 = 0. Крiм того, без втрати загальностi можна вважати,

що pk(0) = 0, k = 1, . . . , n. Визначимо q(x) =
n∑

k=1

(pk(x))
2 i ε =

n∑
k=1

ε2n. Тодi

U(0)ε1,...,εnp1,...,pn
= U(0)εq = {x ∈ X : |q(x)| < ε} ⊂ BX .

Тобто для кожної точки x ∈ X, ‖x‖ = 1 маємо, що |q(x)| ≥ ε. Отже q — роздiляючий
полiном.

Зауважимо, що оскiльки неперервнi полiноми роздiляють точки простору X, то слаб-
ко полiномiальна топологiя є гаусдорфовою. Тому, за теоремою Стоуна-Вейєрштраса
(див. [6, теорема 3.2.21]), кожна wP -неперервна функцiя на X наближається полiнома-
ми рiвномiрно на компактах у топологiї wP . У випадку, коли X допускає роздiляючий
полiном, wP -компакти є компактами в (X, ‖ · ‖) i мають порожню внутрiшнiсть, якщо
dimX = ∞. Проте, саме в цьому випадку (теорема Курцвейля) кожна рiвномiрно непе-
рервна функцiя на X апроксимується аналiтичними функцiями рiвномiрно на всьому
просторi. Можливий iнший крайнiй випадок, коли слабко полiномiальна топологiя спiв-
падає зi слабкою топологiєю на обмежених множинах. Тодi замкнена куля в BX ∈ X

є wP -вiдносно компактним простором i теорема Стоуна-Вейєрштраса гарантує, що ко-
жна ∗-слабко неперервна функцiя на BX′′ апроксимується полiномами рiвномiрно на
BX . Проте i в цьому випадку може трапитись, що X допускає рiвномiрно аналiтичну
роздiляючу функцiю (як, наприклад, X = c0) i кожна рiвномiрно неперервна функцiя
апроксимується аналiтичними рiвномiрно на X [8]. З iншого боку iснує багато просторiв
(як, наприклад, `p для непарних p) для яких wP є строго сильнiшою за слабку тополо-
гiю на обмежених множинах i строго слабшою за топологiю норми, i в яких не кожна
неперервна функцiя наближається аналiтичними на X. Цi приклади показують, що
апроксимацiя аналiтичними функцiями суттєво вiдрiзняється вiд полiномiальної апро-
ксимацiї i умови iснування такої апроксимацiї суттєво вiдрiзняються вiд умов теореми
Стоуна-Вейєрштраса.

Добре вiдомо, що у нескiнченновимiрному банаховому просторi одинична сфера є
щiльною в одиничнiй кулi у слабкiй топологiї. Наступна теорема показує, що при певних
умовах wP має таку ж властивiсть.
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Теорема 3. Нехай X — нескiнченновимiрний дiйсний банахiв простiр. Одинична сфера
SX є щiльною в одиничнiй кулi BX у слабко полiномiальнiй топологiї тодi i тiльки тодi,
коли X не допускає роздiляючого полiнома.

Доведення. Припустимо що сфера SX є щiльною в BX у слабко полiномiальнiй тополо-
гiї. Тодi iснує напрямленiсть (xα) ⊂ SX така, що p(xα) → 0 для кожного p ∈ P(X). Це
означає, що жоден полiном p ∈ P(X) не є роздiляючим.

Припустимо, що не iснує роздiляючих полiномiв на X. Покажемо, що 0 належить за-
миканню SX у wP . Для цього достатньо показати, що для будь-якого ε > 0 i скiнченного
набору полiномiв p1, . . . , pn iснує елемент x ∈ SX такий, що |pk(x)| < ε, k = 1, . . . , n. Та-

кий елемент iснує, оскiльки p =
n∑

k=1

p2k не роздiляючий i в якостi x можна взяти елемент

з SX для якого |p(x)| < ε.

Нехай, x0 — довiльний вектор з BX . Застосувавши афiнне iзометричне перетворення
x 7→ x − x0 зведемо нашу задачу до пошуку напрямленостi в SX − x0, яка слабко
полiномiально збiгається до нуля. Виберемо r > 0 так, що куля rBX радiуса r з центром
нулi лежить в BX − x0. Оскiльки не iснує роздiляючого полiнома на X, то за лемою 1
не iснує полiнома q, який би вiддiляв сферу rSX вiд нуля. Повторюючи мiркування
з попереднього абзацу отримуємо напрямленiсть xα ∈ rSX , яка слабко полiномiально
збiгається до нуля. Нехай yα = λαxα, де λα — таке додатне число, що yα ∈ SX −x0. Зау-
важимо, що λα < 2. Оскiльки для кожного m-однорiдного полiнома pm, |pm(xα)| → 0, то
|pm(yα)| ≤ 2m|pm(xα)| → 0. Довiльний полiном є сумою однорiдних, тому p(yα) → 0.

Нехай простiр X є комплексним банаховим простором. Припустимо, що на просто-
рi X iснує роздiляючий ∗-полiном q. Якщо на X розглянути слабко ∗-полiномiальну
топологiю, то для простору X виконується аналогiчна до теореми 2

Теорема 4. Слабко ∗-полiномiальна топологiя на комплексному банаховиому просто-
рi X збiгається з топологiєю норми тодi i тiльки тодi, коли на X iснує роздiляючий
∗-полiном.

Доведення. Для комплексного банахового простору X позначимо через X̃ той самий
простiр (як множину), але над полем дiйсних чисел. Точнiше, носiї просторiв X та X̃

спiвпадають, але на X̃ визначено тiльки множення на дiйснi скаляри. Якщо на просторi
X iснує роздiляючий ∗-полiном q, то на просторi X̃ iснує роздiляючий полiном p = qq̄.
Оскiльки, слабко ∗-полiномiальна топологiя на комплексному банаховиому просторi X
спiвпадає зi слабко полiномiальною топологiєю на просторi X̃, ми можемо застосувати
до X̃ теорему 2.

Аналогiчно легко довести аналог теореми 3.

Теорема 5. Нехай X — нескiнченновимiрний комплексний банахiв простiр. Одинична
сфера SX є щiльною в одиничнiй кулi BX у слабко ∗-полiномiальнiй топологiї тодi i
тiльки тодi, коли X не допускає роздiляючого ∗-полiнома.
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Теорема 6. Якщо на дiйсному просторi X iснує роздiляюча аналiтична функцiя, то
слабко аналiтична топологiя на X збiгається з топологiєю норми. Якщо рiвномiрно
слабко аналiтична топологiя на дiйсному просторi X збiгається з топологiєю норми, то
на X iснує роздiляюча аналiтична функцiя.

Доведення. Зауважимо, що оскiльки прообрази вiдкритих множин при неперервних
вiдображеннях є вiдкритими, wA-вiдкритi множини є вiдкритими в топологiї норми.
Тобто wA є слабшою топологiєю за топологiю норми. Нехай на X iснує роздiляюча
аналiтична функцiя q. Розглянемо wA-збiжну напрямленiсть (xα) до x0 ∈ X. Для будь-
якого натурального M визначимо аналiтичну функцiю fM(x) := q(Mx−Mx0). Оскiльки
q роздiляюча аналiтична функцiя, то за теоремою 1 для довiльного M ∈ N функцiя
q(Mx) буде роздiляючою аналiтичною функцiєю. З iншого боку, якщо напрямленiсть
(xα) збiгається до x0 ∈ X в wA топологiї, то для довiльного ε > 0 iснує α0, що для α > α0

q(M(xα−x0)) < ε. Покажемо, що ‖xα−x0‖ → 0. Припустимо, що це не так, тобто iснує
таке δ, що для довiльного α0 iснує α > α0 таке, що ‖xα − x0‖ > δ. Зафiксуємо M ∈ N
таке, щоб M > 1

δ
, тодi для довiльного α0 iснує α > α0 таке, що ‖Mxα − Mx0‖ > 1.

Вiзьмемо число β ∈ R з означення 3. Якщо q(x) < β, то x 6 1, тому виберемо ε < β.

Отримаємо, що q(M(xα − x0))ε < β, але |M(xα − x0)| > 1. Це суперечить тому, що q

рiвномiрно аналiтична роздiляюча функцiя.
Припустимо тепер, що wRA спiвпадає з топологiєю норми. Оскiльки околи вигляду

(2) утворюють базу wRA, то iснує непорожнiй окiл U(x0)
ε1,...,εn
f1,...,fn

, який повнiстю лежить
у вiдкритiй одиничнiй кулi з центром в нулi BX простору X. Без втрати загальностi
можемо вважати, що x0 = 0 та fk(0) = 0, k = 1, . . . , n. Визначимо q(x) =

∑n
k=1(fk(x))

2 i
ε =

∑n
k=1 ε

2
n. Тодi

U(0)ε1,...,εnf1,...,fn
= U(0)εq = {x ∈ X : |q(x)| < ε} ⊂ BX .

Тобто для кожної точки x ∈ X, ‖x‖ = 1 маємо, що |q(x)| ≥ ε. Оскiльки всi fk, k =

1, . . . , n, є рiвномiрно аналiтичними, то q рiвномiрно аналiтична функцiя. Отже q —
рiвномiрно аналiтична роздiляюча функцiя.

Питання спiвпадiння слабко аналiтичної топологiї з рiвномiрно слабко аналiтичною
топологiєю залишається вiдкритим.

Наслiдок 1. На просторах lp та Lp для парних p слабко полiномiальна топологiя збi-
гається зi слабко аналiтичною топологiєю та топологiєю норми.

Наслiдок 2. На замкнених пiдпросторах c0 слабко аналiтична топологiя збiгається з
топологiєю норми.

Наслiдок 3. На просторi c0 слабко полiномiальна топологiя не спiвпадає зi слабко
аналiтичною топологiєю.

2 Випадок просторiв Фреше

Нагадаємо, що лiнiйний топологiчний простiр X є простором Фреше, якщо X є
метризовним повною метрикою локально опуклим простором. Вiдомо, що це означення
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еквiвалентне до наявностi на X злiченної системи узгоджених напiвнорм (див. [1, 3.5.3])
{pn}n∈N, якi задають повну метрику ρ на X наступним способом [5]

ρ(x, y) =
∑
n

1

2n
pn(x− y)

1 + pn(x− y)
.

Топологiя, що породжується метрикою ρ на просторi X, є найслабшою топологiєю,
вiдносно якої всi напiвнорми pn є неперервними. Базу околiв нуля цiєї топологiї утворює
сiм’я {Upn(0) : n ∈ N}, де Upn(0) = {x ∈ X : pk(x) <

1
n

для всiх 1 6 k 6 n}. При цьому
послiдовнiсть {xn : n ∈ N} точок простору X прямує до точки x0 ∈ X тодi i лише тодi,
коли для довiльного k ∈ N послiдовнiсть {pk(xn − x0) : n ∈ N} прямує до нуля при
n → ∞. Для нормованого простору Y функцiя f : X → Y є неперервною в точцi x0,

якщо для довiльної послiдовностi {xn} ⊂ X, що прямує до x0, послiдовнiсть {f(xn)} ⊂ Y

прямує до f(x0).

Зафiксуємо напiвнорму pn на X. Вiдомо, що ker pn є замкненим лiнiйним пiдпро-
стором. Для довiльного n ∈ N позначимо через Xn простiр X з нормою || · ||n, тобто
Xn = (X, || · ||n). Аналогiчно як i у випадку банахових просторiв визначимо слабко
полiномiальну топологiю, слабко аналiтичну топологiю (слабко ∗-полiномiальну то-
пологiю, слабко ∗-аналiтичну топологiю) на дiйсному (комплексному) просторi Фреше
X як найслабшу топологiю wP , вiдносно якої всi неперервнi полiноми (∗-полiноми), ана-
лiтичнi (∗-аналiтичнi) функцiї на X зi значеннями в полi R (C) будуть неперервними.

Зрозумiло, що простiр P(X) всiх неперервних полiномiв на просторi X мiстить про-
стiр P(Xn) всiх неперервних полiномiв на просторi Xn для довiльного n ∈ N.

Позначимо через wPn слабко полiномiальну топологiю на просторi Xn. На просторi X
очевидним є наступне спiввiдношення топологiй wP � wPn , тобто топологiя wP сильнiша
за топологiю wPn .

Теорема 7. Нехай простiр X є дiйсним простором Фреше зi злiченною системою норм
{|| · ||n}n∈N, який не є банаховим простором, тодi X не допускає полiнома, який був би
роздiляючим для всiх Xn.

Доведення. Припустимо, що на просторi X iснує полiном p, який є роздiляючим для
всiх Xn. Тодi топологiя wPn спiвпадає з топологiєю норми || · ||n на кулi в Xn. Але, як
зауважено вище, топологiя wP сильнiша за топологiю wPn , отже, топологiя wP є силь-
нiшою за топологiю норми на Xn. З iншого боку топологiя wP є слабшою за топологiю
Фреше на X, яка є найслабшою топологiєю, в якiй всi || · ||n неперервнi. Отже, wP є
слабшою за топологiю норми || · ||n для довiльного n ∈ N. Тому топологiя Фреше спiв-
падає з топологiєю норми на просторi X, але це суперечить умовi теореми про те, що
простiр X не є банаховим.

Подiбним чином легко довести комплексний аналог теореми 7.

Теорема 8. Нехай простiр X є сепарабельним комплексним простором Фреше зi злi-
ченною системою норм {|| · ||n}n∈N, який не є банаховим простором, тодi X не допускає
роздiляючого ∗-полiнома.
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Теорема 9. Нехай простiр X є дiйсним простором Фреше зi злiченною системою норм
{|| · ||n}n∈N, який не є банаховим простором. Якщо для довiльного n ∈ N простiр Xn

допускає роздiляючий полiном fn, то iснує аналiтична функцiя f на X, яка є рiвномiрно
аналiтична роздiляюча для всiх Xn.

Доведення. Побудуємо за системою напiвнорм {|| · ||n}n∈N зростаючу систему напiвнорм
{|| · ||′n}n∈N, поклавши {|| · ||′i =

∑i
n=1 || · ||n}i,n∈N.

Без втрати загальностi можна вважати, що fn — однорiднi роздiляючi полiноми
такi, що ||fn||n = 1, deg fn = mn для кожного n ∈ N та m1 6 m2 6 mn 6 . . . . Тодi
m1 < 2m2 < . . . < nmn < . . . .

Розглянемо функцiю f =
∑∞

n=1
1

(mnn)!
fn
mn

=
∑∞

n=1 gmn , де gmn = 1
(nmn)!

fn
mn

. З того
що ||fn||n = 1 отримуємо ||gmn||N = 1

(nmn)!
||fn

mn
||N 6 1

(nmn)!
для всiх N > mn. Тому для

довiльного Xn радiус збiжностi функцiї f дорiвнює нескiнченностi, оскiльки

1

R(g)
= lim sup

n→∞
||g(n)||

1
n
n = 0.

Для функцiї f виконується друга властивiсть рiвномiрно аналiтичної i роздiляючої
функцiї у кожному просторi Xn, а саме для довiльного n ∈ N iснує число βn таке, що
множина {x ∈ Xn : |f(x)| < βn} є непорожньою i лежить у вiдкритiй одиничнiй кулi
простору Xn. Справдi, для довiльного n ∈ N можна вибрати βn так, щоб з рiвностi
||x||n = 1 випливала нерiвнiсть f(x) > βn. Оскiльки fmn — роздiляючi полiноми, то
досить вибрати βn так, щоб 0 < βn 6 1

(nmn)!
.
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В роботе исследованы условия совпадений слабой полиномиальной и слабой анали-
тической топологий (слабой ∗-полиномиальной и слабой ∗-аналитической топологий) с
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