
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical

публiкацiї. Т.3, №1 Publications. V.3, №1

УДК 517.95

Лопушанський А.О.1, Лопушанська Г.П.2, Пасiчник О.В.2

СЛIДИ РОЗВ’ЯЗКIВ ПIВЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ З ДРОБОВОЮ

ПОХIДНОЮ ЗА ЧАСОМ

Лопушанський А.О., Лопушанська Г.П., Пасiчник О.В. Слiди розв’язкiв пiвлiнiйних рiв-
нянь з дробовою похiдною за часом // Карпатськi математичнi публiкацiї. — 2011. — Т.3,
№1. — C. 85–93.

Знайдено достатнi умови iснування узагальнених початкових значень регулярних в
областi розв’язкiв пiвлiнiйних рiвнянь дифузiї при збуреннях дробової похiдної за часом.

Вступ

Багато властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
поширюється на випадок рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами, зокрема
рiвнянь з дробовими похiдними (наприклад, [1], [5], [8], [14], [16], [9], [19]).

У працях [4], [6]-[7], [12], [13], [15], [10] та iнших дослiджувались узагальненi крайовi
значення регулярних в областi розв’язкiв лiнiйних, а в [11] — i пiвлiнiйних гiпоелiпти-
чних рiвнянь з частинними похiдними. Доведено, що такi розв’язки належать до ваго-
вих просторiв Лебега з вагами порядкiв степенiв вiдстанi вiд точки областi до межi
(степiнь залежить вiд характеру сингулярностей узагальнених крайових значень таких
розв’язкiв) i розв’язки з певних вагових Lp-просторiв набувають на межi узагальнених
крайових значень.

У роботi встановлено подiбний результат для пiвлiнiйних рiвнянь з дробовою похiд-
ною за часом.

1 Основнi позначення та допомiжнi твердження

Нехай QT = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0, T ]}, L1,loc(QT ) — простiр функцiй, iнтегровних у
кожнiй обмеженiй областi, розмiщенiй строго всерединi QT , D(R) = C∞

0 (R), D(QT ) =
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C∞
0 (QT ), D(Q̄T ) = C

∞,(0)
0 (Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞

0 (Q̄T ) : Dl
tϕ |t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . . } — про-

стiр нескiнченно диференцiйовних функцiй з компактними носiями в Q̄τ , τ < T , D′(R),
D′(QT ) — простори лiнiйних неперервних функцiоналiв (узагальнених функцiй) вiд-
повiдно на просторах D(R), D(QT ) [3], [17], (f, ϕ) — значення узагальненої функцiї
f ∈ D′(Rn) на основнiй функцiї ϕ ∈ D(Rn), n = 1, 2.

Через ∗̂ позначаємо операцiю згортки узагальненої функцiї g з основною функцiєю
ϕ ([17, с.111])

(g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x+ ξ)), g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R).

Зауважимо, що f(x)∗̂ϕ(x) = f(−x) ∗ ϕ(x) ([3, с.80]).
Функцiонал f ∗ g ∈ D′(R), який дiє за правилом (f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ), ∀ϕ ∈ D(R),

називається згорткою узагальнених функцiй f та g ([17, с.111]).
Для f, g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R) при iснуваннi f∗g правильна рiвнiсть (f∗g)∗̂ϕ = f ∗̂(g∗̂ϕ).

Справдi,

((f ∗ g)∗̂ϕ)(x) = ((f ∗ g)(ξ), ϕ(x+ ξ)) = (f(y), (g(ξ), ϕ(x+ ξ + y)) =

(f(y), (g∗̂ϕ)(x+ y)) = (f ∗̂(g∗̂ϕ))(x).

Також використовуємо той факт, що при f, g ∈ L1,loc(R)
⋂
D′

+(R), ϕ ∈ D(R) правильною
є рiвнiсть f ∗̂(g ∗ ϕ) = g ∗ (f ∗̂ϕ).

Через D′
+(R) позначають простiр узагальнених функцiй iз D′(R), якi дорiвнюють

нулю при t < 0 ([3, ст.87]). Простiр D′
+(R) є асоцiативною та комутативною алгеброю,

якщо за операцiю множення взяти операцiю згортки, одиницею в D′
+(R) є δ-функцiя:

(δ, ϕ) = ϕ(0) для довiльної ϕ ∈ D(R).
Використовуємо функцiю fλ ∈ D′

+(R), яка залежить вiд числового параметра λ i є
такою, що fλ(t) = θ(t)tλ−1

Γ(λ)
при λ > 0 та fλ(t) = f ′

1+λ(t) при λ ≤ 0, де θ(t) — функцiя
Хевiсайда, Γ(λ) — гамма-функцiя ([3, с.87]). Справедливими будуть спiввiдношення

fλ ∗ fµ = fλ+µ ([3, c.87]), fλ∗̂fµ = fλ+µ ([2, c.145]).

При λ > 0 оператор згортки (f−λ∗) в алгебрiD′
+(R) називають оператором дробового

диференцiювання (Рiмана-Лiувiлля), а оператор (f−λ∗̂) — оператором дробового дифе-
ренцiювання Вейля ([2, c.133]).

Нехай α ∈ (0; 1). Для v ∈ D(Q̄T ) визначено

f−α(t)∗̂v(x, t) = f ′
1−α(t)∗̂v(x, t) = −f1−α(t)∗̂vt(x, t) =

− 1

Γ(1− α)

T∫
t

vη(x, η)

(η − t)α
dη = − 1

Γ(1− α)

∂

∂t

T∫
t

v(x, η)

(η − t)α
dη, (x, t) ∈ QT .

У [18] введено регуляризовану похiдну Dα
t v функцiї v порядку α ∈ (0; 1)

Dα
t v(x, t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫
0

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ − f1−α(t)v(x, 0), (x, t) ∈ QT .
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Зауважимо, що за умови iснування неперервної функцiї vt(x, t), (x, t) ∈ QT ,

1

Γ(1− α)

t∫
0

vτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫
0

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ − f1−α(t)v(x, 0), (x, t) ∈ QT ([2, c.135]).

Нехай ε0 ∈ (0, T ], ε ∈ [0, ε0], QT,ε = {(x, t) ∈ QT : ε < t ≤ T}.
Позначаємо через C2,α(QT ) клас функцiй v(x, t), (x, t) ∈ QT , неперервних, обмеже-

них, двiчi неперервно диференцiйовних за змiнною x в QT , рiвних нулю при t > T , для
яких при кожному ε ∈ (0, ε0] iснують неперервнi в QT,ε функцiї

(f−α(t) ∗ v(x, t))ε =
1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫
ε

v(x, τ)

(t− τ)α
dτ − f1−α(t− ε)v(x, ε).

Зауважимо, що за умови iснування неперервної vt(x, t), (x, t) ∈ QT маємо

(f−α(t) ∗ v(x, t))ε =
t∫

ε

f1−α(t− τ)vτ (x, τ)dτ.

Введемо оператори:
L̂α : (L̂αv)(x, t) ≡ f−α(t)∗̂v(x, t)− vxx(x, t), (x, t) ∈ Q̄T , v ∈ D(Q̄T ),

Lε
α : (Lε

αv)(x, t) ≡ (f−α(t) ∗ v(x, t))ε − vxx(x, t), x ∈ R, t ∈ (ε, T ], v ∈ C2,α(QT ),

Lreg
α : (Lreg

α v)(x, t) ≡ Dα
t v(x, t)− vxx(x, t), (x, t) ∈ Q̄T , v ∈ C2,α(QT ) ∩ C(Q̄T ).

Зауважимо, що для v ∈ C2,α(QT )∩C(Q̄T ) визначено (f−α(t) ∗ v(x, t))0 = Dα
t v(x, t), а,

отже, L0
αv = Lreg

α v для v ∈ C2,α(QT ) ∩ C(Q̄T ).
Нехай ρ(t) — нескiнченно диференцiйовна невiд’ємна на [0;T ], додатна на (0;T ]

функцiя, яка має порядок t
α
2 при t → 0 ( lim

t→0+

ρ(t)

t
α
2

= const) та ρ1(t) ≤ 1 при t ∈ [0;T ].

Прикладом є така функцiя: ρ ∈ C∞[0, T ], що ρ(t) = t
α
2 при t ∈ [0, ε0

2
], ρ(t) = 1 при

t ∈(ε0, T ], ε0 ∈(0, T ), 0 ≤ ρ1(t) ≤ 1 при t ∈ [0;T ]. Її iснування випливає з леми в [3, с.18].
Вводимо ваговий функцiйний простiр

Mk(QT ) = {u ∈ L1,loc(QT ) : ‖u‖k =
∫
QT

ρk(t)|u(x, t)|dxdt < +∞}, k ∈ N
⋃

{0}.

Зауважимо, що M0(QT ) = L1(QT ).

Використовуємо функцiйнi простори Dk(Q̄T ) = {ϕ ∈ D(Q̄T ) : ρ−kϕ ∈ C(Q̄T )},
Xk(Q̄T ) = {ϕ ∈ D(Q̄T ) : L̂αϕ ∈ Dk(Q̄T )}.

Вважаємо, що ϕl → 0, при l → ∞ у Dk(Q̄T ), якщо %−kϕl → 0, при l → ∞ рiвномiрно
в Q̄T . Вiдповiдно визначено збiжнiсть ϕl → 0, при l → ∞ уXk(Q̄T ): ϕl → 0 та %−kL̂αϕl →
0, l → ∞ рiвномiрно в Q̄T .

Лема 1.1. Для довiльних числа m ∈ N ∪ {0}, функцiї ϕ ∈ D(R) iснують такi функцiї
ψi ∈ Xm(Q̄T ), i = 1, 2, що ψ1(x, 0) = ϕ(x), (f1−α(t)∗̂ψ2(x, t))t=0 = ϕ(x), x ∈ R.
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Доведення. Розглянемо функцiю ψ(x, t) = fγ(t)∗̂
( m∑

i=0

f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t)

)
, де γ ∈ (−1, 0],

ϕi ∈ D(Q̄T ), i = 0,m, ϕ0(x, 0) = ϕ(x), а ϕi при i = 1,m будуть нижче визначатись через
ϕ0. Застосовуючи вищезазначенi властивостi згорток, матимемо

(L̂αψ)(x, t) = fγ−α(t)∗̂
( m∑

i=0

f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t)

)
− fγ(t)∗̂

( m∑
i=0

f iα
2
(t) ∗ ϕixx(x, t)

)
=

m∑
i=0

f ′
1−α+γ(t)∗̂(f iα

2
(t) ∗ ϕi(x, t))− fγ(t)∗̂

( m∑
i=0

f iα
2
(t) ∗ ϕixx(x, t)

)
=

f ′
1−α+γ(t)∗̂ϕ0(x, t)−

m∑
i=1

f1−α+γ(t)∗̂(f (i−1)α
2

+α
2
−1
(t) ∗ ϕi(x, t))−

fγ(t)∗̂
( m∑

i=0

f iα
2
(t) ∗ ϕixx(x, t)

)
= −f1−α+γ(t)∗̂ϕ0t(x, t)−

m−1∑
j=0

f1−α+γ(t)∗̂
(
f jα

2
(t) ∗ fα

2
−1(t) ∗ ϕj+1(x, t)

)
− fγ(t)∗̂

( m∑
j=0

f jα
2
(t) ∗ ϕjxx(x, t)

)
=

−f1−α+γ(t)∗̂ϕ0t(x, t)− fmα
2
(t) ∗

(
fγ(t)∗̂ϕmxx(x, t)

)
−

m−1∑
j=0

f jα
2
(t) ∗

(
f1−α+γ(t)∗̂(fα

2
−1(t) ∗ ϕj+1(x, t)) + fγ(t)∗̂ϕjxx(x, t)

)
=

−f1−α+γ(t)∗̂[ϕ0t(x, t) + fα
2
−1(t) ∗ ϕ1(x, t)]− fγ(t)∗̂ϕ0xx(x, t)−

m−1∑
j=1

f jα
2
(t) ∗

(
f1−α+γ(t)∗̂(fα

2
−1 ∗ϕj+1(x, t)) + fγ(t)∗̂ϕjxx(x, t)

)
− fmα

2
(t) ∗

(
fγ(t)∗̂ϕmxx(x, t)

)
.

Вибираємо f1−α+γ(t)∗̂[ϕ0t(x, t) + fα
2
−1(t) ∗ ϕ1(x, t)] + fγ(t)∗̂ϕ0xx(x, t) = 0,

f1−α+γ(t)∗̂(fα
2
−1 ∗ ϕj+1(x, t)) + fγ(t)∗̂ϕjxx(x, t), j = 1,m− 1,

тобто
ϕ0t(x, t) + fα

2
−1(t) ∗ ϕ1(x, t) + fα−1(t)∗̂ϕ0xx(x, t) = 0,

fα
2
−1(t) ∗ ϕj+1(x, t) + fα−1(t)∗̂ϕjxx(x, t) = 0, j = 1,m− 1,

звiдки визначаємо ϕj ∈ D(Q̄T ), j = 1,m:

ϕ1(x, t) = f1−α
2
(t) ∗ [fα(t)∗̂ϕ0xxt(x, t)− ϕ0t(x, t)],

ϕj+1(x, t) = f1−α
2
(t) ∗ [fα(t)∗̂ϕjxxt(x, t)], j = 1,m− 1.

Тодi (L̂αψ)(x, t) = −fmα
2
(t) ∗

(
fγ(t)∗̂ϕmxx(x, t)

)
.

Оскiльки функцiя ϕ̂m(x, t) = −fγ(t)∗̂ϕmxx(x, t) = fγ+1(t)∗̂ϕmxxt(x, t) належить D(Q̄T )

(а, отже, обмежена в Q̄T ), то стає зрозумiло, що
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ρ−m(t)L̂αψ(x, t) = ρ−m(t)(fmα
2
(t) ∗ ϕ̂m(x, t)) =

ρ−m(t)

m!

t∫
0

(t− τ)
mα
2

−1ϕ̂m(x, τ)dτ

є неперервною функцiєю в Q̄T .
При γ = 0 матимемо шукану функцiю ψ1(x, t), а при γ = α − 1 — функцiю ψ2(x, t).

Справдi, за побудовою

ψ1(x, 0) =
m∑
i=0

(f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t))t=0 = (f0(t) ∗ ϕ0(x, t))t=0 +

m∑
i=1

(f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t))t=0 =

(δ(t) ∗ ϕ0(x, t))t=0 = ϕ0(x, 0) = ϕ(x),

(f1−α(t)∗̂ψ2(x, t))|t=0 =
[
f1−α(t)∗̂

(
fα−1(t)∗̂

m∑
i=0

(f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t))

)]∣∣∣
t=0

=

m∑
i=0

(f iα
2
(t) ∗ ϕi(x, t))|t=0 = ϕ0(x, 0) = ϕ(x).

2 Узагальненi початковi значення регулярних розв’язкiв

Означення 2.1. Кажуть ([17, c.46]), що узагальнена функцiя f ∈ D′(R) має порядок
сингулярностi s(f) ≤ p, якщо

(f, ϕ) =

p∑
i=0

∫ +∞

−∞
ϕ(i)(x)fi(x)dx ∀ϕ ∈ D(R), fi ∈ L1,loc(R), i = 0, p.

Нехай Cp[a, b] — банахiв простiр p раз неперервно диференцiйовних функцiй на вiд-
рiзку [a, b] з нормою ||ϕ||Cp[a,b] = ||ϕ||′p = max

0≤i≤p
sup

x∈[a,b]
|( ∂

∂x
)iϕ(x)|, Cp

0 (R) — простiр функцiй

iз Cp(R) з компактними носiями на R, Cp
0 [a, b] = {ϕ ∈ Cp

0 (R) : suppϕ ⊂ [a, b]}.
Згiдно з означенням порядку узагальненої функцiї в [3], теоремою 3 з [3], с. 22 та

зауваженням на с. 23, узагальнена функцiя f ∈ D′(R) має порядок ≤ p, якщо iснує
додатна стала K, така що для довiльного вiдрiзка [a, b], довiльної ϕ ∈ C∞

0 [a, b]

|(f, ϕ)| ≤ K||ϕ||Cp[a,b]. (1)

Зрозумiло, що для узагальненої функцiї f iз s(f) ≤ p в сенсi [17, c.46], виконується
(1) i навпаки, iз (1) випливає, що s(f) ≤ p в сенсi означення з [17]. Така f ∈ (Cp

0 (R))′.

Теорема 1. Нехай функцiя g(x, t, z) ((x, t) ∈ QT , z ∈ R) — неперервна, функцiї uε ∈
C2,α(QT,ε) є розв’язками рiвнянь

(Lε
αu)(x, t) = g(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ QT,ε, (2)

iснує така u ∈Mk(QT ), що:
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1) uε → u в Mk(QT ) при ε→ 0,

2)
∫

QT,ε

g(x, t, uε(x, t))dxdt→
∫
QT

g(x, t, u(x, t))dxdt, ε→ 0.

Тодi uε(x, ε) набувають при ε = 0 деяких узагальнених початкових значень u0 ∈ D′(R)

порядку сингулярностi ≤ 2k + 2, а саме, iснує така u0 ∈ D′(R), s(u0) ≤ 2k + 2, що

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx = (u0, ϕ) ∀ϕ ∈ D(R). (3)

Доведення. Для довiльної ψ ∈ Xk(Q̄T ) визначимо ψε(x, t) = ψ(x, t − ε), t ∈ [ε, T + ε],
ε ∈ [0, ε0/2]. Тодi ψε(x, t) → ψ(x, t) та %−k(t − ε)(L̂αψε)(x, t) → %−k(t)(L̂αψ)(x, t), ε → 0

рiвномiрно в Q̄T (ψε → ψ в Xk(Q̄T )).
В областi QT,ε для v ∈ C2,α(QT ) та вибраної ψε правильною буде формула Грiна

∫
QT,ε

(Lε
αv)(x, t)ψε(x, t)dxdt =

∫
QT,ε

v(x, t)(L̂αψε)(x, t)dxdt−
+∞∫

−∞

v(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]∣∣∣
t=ε
dx. (4)

Справдi,∫
QT,ε

v(x, t)(L̂αψε)(x, t)dxdt =

∫
QT,ε

v(x, t)
(
f−α(t)∗̂ψε(x, t)− ψεxx(x, t)

)
dxdt;

∫
QT,ε

v(x, t)
(
f−α(t)∗̂ψε(x, t)

)
dxdt = −

+∞∫
−∞

dx

T∫
ε

v(x, τ)
(
f1−α(τ)∗̂

∂ψε(x, τ)

∂τ

)
dτ =

−
+∞∫

−∞

dx

T+ε∫
ε

( t∫
ε

f1−α(t− τ)v(x, τ)dτ
)∂ψε(x, t)

∂t
dt =

+∞∫
−∞

dx

T∫
ε

( ∂
∂t

t∫
ε

f1−α(t− τ)v(x, τ)dτ
)
ψε(x, t)dt =

+∞∫
−∞

dx

T∫
ε

ψε(x, t)(f−α(t) ∗ v(x, t))εdt+
+∞∫

−∞

v(x, ε)dx

T+ε∫
ε

f1−α(t− ε)ψε(x, t)dt.

Також ∫
QT

v(x, t)ψεxx(x, t)dxdt =

∫
QT

vxx(x, t)ψε(x, t)dxdt,

T+ε∫
ε

f1−α(t− ε)ψε(x, t)dt =
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]∣∣∣
t=ε

=

T∫
0

f1−α(t)ψ(x, t)dt =
[
f1−α(t)∗̂ψ(x, t)

]∣∣∣
t=0
.
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Враховуючи цi перетворення, будемо мати формулу (4).
Нехай функцiя uε ∈ C2,α(QT,ε) i є розв’язком рiвняння (2) в QT,ε. Iз формули (4) для

v = uε та побудованої вище ψε маємо∫
QT,ε

uε(x, t)(L̂αψε)(x, t)dxdt−
∫

QT,ε

g(x, t, uε(x, t))ψε(x, t)dxdt =

+∞∫
−∞

uε(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]∣∣∣
t=ε
dx.

(5)
Виберемо тепер ψε(x, t) за функцiєю ψ2(x, t), визначеною лемою 1.1 для довiльної ϕ ∈
D(R) при m = k. Тодi за лемою 1.1

(f1−α(t)∗̂ψε(x, t)) |t=ε = (f1−α(t)∗̂ψ2(x, t)) |t=0 =

T∫
0

f1−α(t)ψ2(x, t)dt = ϕ(x), (6)

(L̂αψε)(x, t) = %k(t− ε) · %−k(t− ε)(L̂αψε)(x, t) = %k(t− ε) · ϕ̃ε(x, t),

де функцiя ϕ̃ε(x, t) — нескiнченно диференцiйовна й обмежена в QT,ε, а за побудовою
ϕ̃ε → ϕ̃, ε→ 0 у D(Q̄T ).

За умовою 1 теореми послiдовнiсть функцiоналiв
∫

QT,ε

uε(x, t)%k(t) · ϕ̃(x, t)dxdt обме-

жена та iснує lim
ε→0

∫
QT,ε

uε(x, t)%k(t) · ϕ̃(x, t)dxdt =
∫
QT

u(x, t)%k(t) · ϕ̃(x, t)dxdt. Тодi за влас-

тивiстю збiжної послiдовностi узагальнених функцiй uε(x, t) (лема з [17, с.70]) iснує

lim
ε→0

∫
QT,ε

uε(x, t)%k(t− ε) · ϕ̃ε(x, t)dxdt = lim
ε→0

∫
QT,ε

uε(x, t) lim
ε→0

(
%k(t− ε) · ϕ̃ε(x, t)

)
dxdt =

lim
ε→0

∫
QT,ε

uε(x, t)%k(t) · ϕ̃(x, t)dxdt =
∫
QT

u(x, t)%k(t) · ϕ̃(x, t)dxdt.

З умови 2 теореми так само одержуємо iснування границi

lim
ε→0

∫
QT,ε

g(x, t, uε(x, t))ψε(x, t)dxdt = lim
ε→0

∫
QT,ε

g(x, t, uε(x, t))(lim
ε→0

ψε(x, t))dxdt

= lim
ε→0

∫
QT,ε

g(x, t, uε(x, t))ψ(x, t)dxdt =

∫
QT,0

g(x, t, u(x, t)ψ(x, t)dxdt.

В (5) при вибранiй ψε(x, t) за функцiєю ψ2(x, t) спрямуємо ε до нуля. Зi встановленого
вище iснування границi при ε→ 0 лiвої частини рiвностi (5), а отже, й правої, та iз (6)

випливає iснування lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(R).

Введемо функцiонал u0 на D(R) наступним чином (u0, ϕ) = lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx,

∀ϕ ∈ D(R). Очевидно, вiн — лiнiйний. З формули (5) випливає, що

(u0, ϕ) =

∫
QT

u(x, t)(L̂αψ2)(x, t)dxdt−
∫
QT

g(x, t, u(x, t))ψ2(x, t)dxdt. (7)
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З доведення леми 1.1 видно, що вибрана функцiя ψ2 є лiнiйною функцiєю похiдних
допомiжної функцiї ϕ0 за змiнною x до порядку 2k та за змiнною t до порядку k, а
ρ−k(t)(L̂αψ)(x, t) = ϕ̃(x, t), де ϕ̃ лiнiйно виражається через функцiю ϕ0 та її похiднi за
x до порядку 2k + 2 та за t до порядку k + 1. Функцiя ϕ0 є довiльним продовженням
функцiї ϕ з D(R) до функцiї iз D(Q̄T ), таким що ϕ0(x, 0) = ϕ(x). Можна вибрати
ϕ0(x, t) = η(t) · ϕ(x), де η ∈ C∞[0, T ], η(t) = 1 для t ∈ [0, ε0/2], η(t) = 0 для t ∈ [ε0, T ].

Нехай [a, b] = suppϕ, B = [a, b]× [0, T ]. Тодi sup
B

|ψ| ≤ C‖ϕ‖′2k, L̂αψ(x, t) = ρk(t)ϕ̃(x, t)

та sup
B

|ϕ̃| ≤ C̃‖ϕ‖′2k+2, де C, C̃ — додатнi сталi.

Тепер iз (7) одержуємо, що для довiльної ϕ ∈ D(R)

|(u0, ϕ)| ≤ C̃‖u‖k · ‖ϕ‖′2k+2 + C̃

∫
QT

|g(x, t, u(x, t))|dxdt · ‖ϕ‖′2k ≤ Ĉ‖ϕ‖′2k+2,

де Ĉ = Ĉ(u, k) — додатна стала. Отже, функцiонал u0 — неперервний на C2k+2
0 (R).

Згiдно з означенням порядку сингулярностi узагальненої функцiї, s(u0) ≤ 2k + 2.

Одержаний результат поширюється на випадок рiвняння

f−α(t) ∗ u = A(x,D)u+ g(x, t, u), (x, t) ∈ Rn × (0;T ],

де A(x,D) — лiнiйний елiптичний диференцiальний вираз другого порядку з нескiнчен-
но диференцiйовними коефiцiєнтами в Rn.
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