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Асимптотичнi формули при великих значеннях параметра для розв’язкiв сингулярного
диференцiального рiвняння дозволяють оцiнити функцiю Ґрiна крайової задачi. За допо-
могою цiєї оцiнки побудовано розвинення за власними вектор-функцiями сингулярного
диференцiального оператора у випадку простих власних значень.

Вступ

Лiнiйнi диференцiальнi оператори, породженi диференцiальними виразами з глад-
кими коефiцiєнтами, вивчено досить добре (див., наприклад, [9]). Однак, в задачах
прикладного характеру часто зустрiчаються розривнi чи навiть узагальненi функцiї в
коефiцiєнтах. Такi задачi є значно гiрше дослiдженими.

Ще в серединi 50-х рокiв минулого столiття вивчались крайовi задачi для звичайних
диференцiальних рiвнянь другого й четвертого порядкiв, що описують вiльнi коливання
струни i балки, якi крiм неперервно розподiленої маси несуть на собi ще й зосередженi
точковi маси — бусинки (див. [3]). В монографiї [1] дослiджується оператор Шредiнгера
на необмеженому промiжку у випадку, коли сингулярний потенцiал є, наприклад, скiн-
ченною чи нескiнченною сумою δ-функцiй Дiрака. У випадку скалярного сингулярного
диференцiального оператора побудовано функцiю Ґрiна та дослiджено асимптотичну
поведiнку власних значень i власних функцiй, а також здiйснено розвинення за остан-
нiми у роботах [4, 7, 5].

Слiд зазначити, що спряженi диференцiальнi вирази мiстять доданки вигляду
(P (x)Y )(j), якi при недостатнiй гладкостi не можна звести за допомогою j-кратного
диференцiювання до звичайних диференцiальних. Щоб пiдкреслити цю обставину, їх у
лiтературi називають квазiдиференцiальними.

2000 Mathematics Subject Classification: 34B05, 34L10.
Ключовi слова i фрази: власнi функцiї, розподiли, мiри.

c©Махней О.В., Тацiй Р.М., 2011



Розвинення за власними вектор-функцiями 95

Квазiпохiднi — це компоненти вектора, за допомогою якого здiйснюється зведен-
ня квазiдиференцiального рiвняння до системи диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку. Мабуть, першим, хто ввiв поняття квазiпохiдних, яке дозволяє вiдмовитись вiд
вимог гладкостi коефiцiєнтiв у квазiдиференцiальних виразах, був Д. Шин [13].

Ця стаття присвячена побудовi розвинення вектора за власними вектор-функцiями
диференцiального оператора, породженого диференцiальним виразом з розривними чи
навiть узагальненими матрицями-коефiцiєнтами i регулярними крайовими умовами, що
узагальнює результати § 9 монографiї [9].

1 Постановка задачi

Розглянемо диференцiальний вираз

Ln(Ȳ ) ≡ Ȳ (n) + A2(x)Ȳ
(n−2) + A3(x)Ȳ

(n−3) + . . .+ An(x)Ȳ ,

де Ai = B′
i, Bi(x) (i = 2, n) — матрицi-функцiї l-го порядку, елементами яких є непе-

рервнi справа функцiї обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї, Ȳ (x) — вектор-стовпець.
Тут штрихом позначено узагальнене диференцiювання, i тому елементи матриць Ai(x)

є мiрами (див. [12]). Розглянемо також вiдповiдне диференцiальному виразу Ln(Ȳ ) рiв-
няння

Ln(Ȳ ) = λȲ , (1)

де λ — комплексний параметр, i крайовi умови

Uν(Ȳ ) ≡ Γν Ȳ
(kν)(a) + ∆ν Ȳ

(kν)(b) +
kν−1∑
j=0

Γ̃νjȲ
(j)(a) +

kν−1∑
j=0

∆̃νjȲ
(j)(b), ν = 1, n, (2)

якi задаються за допомогою n лiнiйно незалежних форм Uν(Ȳ ); Γν , ∆ν , Γ̃νj, ∆̃νj — сталi
матрицi l-го порядку; n − 1 ≥ k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kn ≥ 0, ks+2 < ks, причому для кожного
значення iндексу ν хоча б одна з матриць Γν , ∆ν вiдрiзняється вiд нульової.

Поряд з крайовою задачею (1), (2) для векторного диференцiального рiвняння роз-
глянемо також асоцiйовану їй крайову задачу для матричного диференцiального рiвня-
ння

Ln(Y ) = λY, (3)

Uν(Y ) ≡ ΓνY
(kν)(a) + ∆νY

(kν)(b) +
kν−1∑
j=0

Γ̃νjY
(j)(a) +

kν−1∑
j=0

∆̃νjY
(j)(b), ν = 1, n, (4)

де Y (x) — квадратна матриця l-го порядку.
За допомогою прямокутної матрицi Y = (Y, Y ′, . . . , Y (n−1))T матричне рiвняння (3)

зводиться до системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

Y ′ = B′(x)Y (5)
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або в розгорнутому (блочному) виглядi
Y

Y ′

· · ·
Y (n−2)

Y (n−1)


′

=


0 E · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 E

λ− An −An−1 · · · −A2 0




Y

Y ′

· · ·
Y (n−2)

Y (n−1)

 .

Крайовi умови (4) теж можна переписати у матричному виглядi

WaY(a) +WbY(b) = 0,

де блочнi матрицi Wa = (Γν,j−1)
n
ν,j=1, Wb = (∆ν,j−1)

n
ν,j=1. Оскiльки для стрибка матрицi-

функцiї B(x) має мiсце тотожнiсть [∆B(x)]2 ≡ 0, то система (5) є коректною (див. [10]).
Пiд розв’язком матричного диференцiального рiвняння будемо розумiти першу бло-

чну компоненту Y (x) прямокутної матрицi Y(x) системи (5), що задовольняє його в сенсi
теорiї узагальнених функцiй. В роботi [11] встановлено, що розв’язок початкової задачi
для рiвняння (3) iснує i єдиний, причому вiн разом зi своїми похiдними до порядку n−2

включно є абсолютно неперервним, а його (n − 1)-ша похiдна складається з функцiй,
якi мають обмежену варiацiю на промiжку [a, b] i є там неперервними справа.

Диференцiальний вираз Ln(Ȳ ) i крайовi умови (2) породжують диференцiальний
оператор L, який дiє з простору абсолютно неперервних вектор-функцiй у простiр
векторiв-мiр.

Система, спряжена до системи (5), визначається матричною рiвнiстю

Z ′ = −(B∗(x))′Z, (6)

де Z =
(
Z{n−1}, . . . , Z{1}, Z

)T , “*” — ермiтове спряження, а фiгурнi дужки означають
квазiпохiднi в сенсi спряженого рiвняння (див. [11]). В роботi [11] встановлено, що вони
визначаються формулами

Z{0} df
=Z, Z{i} = A∗

iZ −
(
Z{i−1})′ , i = 1, n− 1.

З (6) видно (див. [11]), що спряжене до (3) диференцiальне рiвняння має вигляд

L∗
n(Z) ≡ (−1)nZ(n) +

n∑
i=1

(−1)n−i(A∗
iZ)

(n−i) = λ̄Z,

де риска над λ означає комплексне спряження.
Диференцiальний вираз L∗

n(Ȳ ) i крайовi умови, спряженi до (2) (вони побудованi в
роботi [6]), породжують диференцiальний оператор L∗, який дiє з простору абсолютно
неперервних вектор-функцiй у простiр векторiв-мiр.

Означення 1.1. При непарному n (n = 2µ−1) крайовi умови (2) назвемо регулярними
для розглядуваної задачi (1), (2), якщо числа θ0 i θl, що визначаються спiввiдношенням

θ0 + θ1s+ . . .+ θls
l =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1ω

k1
1 · · · Γ1ω

k1
µ−1 (Γ1 + s∆1)ω

k1
µ ∆1ω

k1
µ+1 · · · ∆1ω

k1
n

Γ2ω
k2
1 · · · Γ2ω

k2
µ−1 (Γ2 + s∆2)ω

k2
µ ∆2ω

k2
µ+1 · · · ∆2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Γnω

kn
1 · · · Γnω

kn
µ−1 (Γn + s∆n)ω

kn
µ ∆nω

kn
µ+1 · · · ∆nω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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вiдрiзняються вiд нуля. При парному n (n = 2µ) крайовi умови (2) називатимемо ре-
гулярними для цiєї задачi, якщо будуть вiдмiнними вiд нуля числа θ−l i θl, що визна-
чаються рiвнiстю

θ−l

sl
+ . . .+

θ−1

s
+ θ0 + θ1s+ . . .+ θls

l =∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1ω

k1
1 · · · Γ1ω

k1
µ−1 (Γ1 + s∆1)ω

k1
µ

(
Γ1 +

1
s
∆1

)
ωk1
µ+1 ∆1ω

k1
µ+2 · · · ∆1ω

k1
n

Γ2ω
k2
1 · · · Γ2ω

k2
µ−1 (Γ2 + s∆2)ω

k2
µ

(
Γ2 +

1
s
∆2

)
ωk2
µ+1 ∆2ω

k2
µ+2 · · · ∆2ω

k2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Γnω

kn
1 · · · Γnω

kn
µ−1 (Γn + s∆n)ω

kn
µ

(
Γn +

1
s
∆n

)
ωkn
µ+1 ∆nω

kn
µ+2 · · · ∆nω

kn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2 Оцiнка функцiї Ґрiна

Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що LY = 0 лише при Y = 0. Справдi,
в протилежному випадку досить замiнити Ln(Y ) виразом Ln(Y )− cY , де c — довiльне
число, вiдмiнне вiд усiх власних значень оператора L. Таке число iснує, оскiльки асимп-
тотичнi формули свiдчать, що цей оператор має лише злiченну множину власних зна-
чень (див. [8]). Нехай усi власнi значення оператора L є простими, G(x, t, λ) — функцiя
Ґрiна задачi (3), (4), оператор L має матрицю-функцiю Ґрiна G(x, t) = G(x, t, 0).

Покладемо тепер λ = −ρn i розiб’ємо всю комплексну ρ-площину на 2n секторiв Sq,
q = 0, 2n− 1, де Sq = {ρ : qπ/n ≤ arg ρ ≤ (q + 1)π/n}. Через Tq позначимо сектор (з
вершиною у точцi ρ = −c), що утворюється з Sq шляхом зсуву ρ→ ρ+ c.

Розглянемо в комплекснiй λ-площинi послiдовнiсть кiл Γk, k = 1, 2, . . ., зi спiльним
центром у початку координат, якi мають такi властивостi:

1) радiус Rk кола Γk необмежено зростає при k → ∞;
2) iснує додатне число δ, таке, що прообрази ρk в S0∪S1 власних значень оператора L

при вiдображеннi λ = −ρn знаходяться для досить великих k на вiдстанi, не меншiй нiж
δ, вiд прообразiв кожного з кiл Γk. На пiдставi асимптотичних властивостей власних
значень такi кола Γk iснують.

Розглянемо також iнтеграл Ik = 1
2πi

∫
Γk

G(x,t,λ)
λ

dλ. Застосувавши до нього теорему про

лишки, отримаємо

Ik = G(x, t) +

mk∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
, (7)

де Qν(x, t) — лишок функцiї G(x, t, λ) вiдносно її полюса λν (який припускаємо про-
стим), а mk — число цих полюсiв у крузi Γk.

Теорема 1. У випадку регулярних крайових умов на колах Γk кожен елемент матрицi-
функцiї G(x, t, λ) задовольняє нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| ≤M |λ|
1−n
n , i, j = 1, l, (8)

де M — деяка стала.
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Доведення. При вiдповiдному виборi arg ρ при вiдображеннi λ = −ρn коло Γk пере-
ходить у дугу γk кола з центром у початку координат i центральним кутом 2π

n
, що

проходить у двох сусiднiх областях S0, S1 комплексної ρ-площини. Розглянемо окремо
випадки парного i непарного n.

а) Нехай n — непарне, n = 2µ − 1. Нехай числа ω1, ω2, . . . , ωn — рiзнi коренi n-го
степеня з числа −1, занумерованi так, що для ρ ∈ S0 виконується ланцюг нерiвностей
(див. [9, с. 53])

Re(ρω1) ≤ Re(ρω2) ≤ . . . ≤ Re(ρωn).

Крiм того, можна показати [9, с. 75], що при ρ ∈ S0 маємо

Re(ρω1) ≤ 0, . . . , Re(ρωµ−1) ≤ 0, Re(ρωµ+1) ≥ 0, . . . , Re(ρωn) ≥ 0. (9)

Нехай γ′k — та частина дуги γk, що знаходиться в областi S0 i на якiй Re(ρωµ) ≤ 0,
а γ′′k — та її частина, що теж мiститься у цiй областi i на якiй Re(ρωµ) ≥ 0. Оцiнимо
функцiю Ґрiна Gij(x, t, λ) на дузi γ′k, скориставшись формулами з [6]:

G(x, t, λ) = (−1)nl
1

∆(λ)

 Q11 · · · Q1l

· · · · · · · · ·
Ql1 · · · Qll

 , (10)

де
∆(λ) = det

(
Uν(K

∗{k−1}∗(x, a, λ)
)n
ν,k=1

,

Qij(x, t, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ki1(x, a, λ) · · · K

∗{n−1}∗
il (x, a, λ) Pij(x, t, λ)

U1(K11(x, a, λ)) · · · U1(K
∗{n−1}∗
1l (x, a, λ)) U1(P1j(x, t, λ))

· · · · · · · · · · · ·
Un(Kl1(x, a, λ)) · · · Un(K

∗{n−1}∗
ll (x, a, λ)) Un(Plj(x, t, λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (11)

Pij(x, t, λ) =

{
Kij(x, t, λ), x > t,

0, x < t,
i, j = 1, l,

K(x, t, λ) — матриця-функцiя Кошi рiвняння (3) (за першою змiнною вона задовольняє
це рiвняння, крiм того, K(i)(s, s) = 0, i = 0, n− 2, K(n−1)(s, s) = E, E — одинична
матриця l-го порядку).

Матрицi-функцiї K(x, a, λ), K∗{1}∗(x, a, λ), . . . , K∗{n−1}∗(x, a, λ) утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв матричного рiвняння (3). У той же час їх можна подати
як лiнiйну комбiнацiю деякої iншої лiнiйно незалежної системи розв’язкiв цього рiв-
няння. Нехай Yk = (ykij)

l
i,j=1 — будь-яка фундаментальна система розв’язкiв матричного

рiвняння (3). Тодi K∗{p−1}∗(x, t, λ) =
n∑

k=1

Yk(x, λ)Ckp(t, λ), p = 1, n, i, як наслiдок,

Uν(K
∗{p−1}∗(x, t, λ)) =

n∑
k=1

Uν(Yk(x, λ))Ckp(t, λ), p = 1, n.
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Отже, використовуючи блочне множення матриць, запишемо: U1(Y1) · · · U1(Yn)

· · · · · · · · ·
Un(Y1) · · · Un(Yn)

 ·

 C11 · · · C1n

· · · · · · · · ·
Cn1 · · · Cnn

 =

 U1(K(x, t, λ)) · · · U1(K
∗{p−1}∗(x, t, λ))

· · · · · · · · ·
Un(K(x, t, λ)) · · · Un(K

∗{p−1}∗(x, t, λ))

 .

Враховуючи властивiсть визначникiв, отримаємо, що ∆(λ) = ∆̃(λ)C(λ), де ∆̃(λ) =

det (Uν(Yk))
n
ν,k=1, C(λ) = det (Cνk)

n
ν,k=1. Аналогiчними мiркуваннями, з урахуванням то-

го, що (11) можна записати за елементами останнього стовпця i першого рядка, вста-
новлюємо, що Qij(x, t, λ) = Q̃ij(x, t, λ)C(λ), де

Q̃ij(x, t, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1i1 · · · y1il · · · yni1 · · · ynil Pij

U1(y111) · · · U1(y11l) · · · U1(yn11) · · · U1(yn1l) U1(P1j)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
U1(y1l1) · · · U1(y1ll) · · · U1(ynl1) · · · U1(ynll) U1(Plj)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Un(y111) · · · Un(y11l) · · · Un(yn11) · · · Un(yn1l) Un(P1j)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Un(y1l1) · · · Un(y1l) · · · Un(ynl1) · · · Un(ynll) Un(Plj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (12)

Тодi формулу (10) перепишемо у виглядi

Gij(x, t, λ) = (−1)nl
Q̃ij(x, t, λ)

∆̃(λ)
, i, j = 1, l. (13)

Функцiї Yj можна вибрати так, щоб вони разом зi своїми похiдними при досить
великих |ρ| задовольняли спiввiдношення

Y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωk(x−a)

[
ων
kE +O

(
1

ρ

)]
, ν = 0, n− 1, k = 1, n, (14)

де E — одинична матриця l-го порядку, O
(

1
ρ

)
позначає матрицю A(x,ρ)

ρ
, а A(x, ρ) —

матрична функцiя, всi елементи якої є обмеженими при досить великому |ρ| (див. [8]).

Згiдно з [14], маємо, що K [j](x, t, λ) =
n∑

k=1

Y
[j]
k (x, λ)Zk(t, λ), де кожен елемент матрицi

Zk(t, λ) = (zkpq(t, λ))
l
p,q=1 є вiдношенням алгебричного доповнення елемента ((n−1)l+q)-

го рядка i ((k− 1)l+ p)-го стовпця у визначнику W . Пiдставивши формули (14) замiсть
Y

[ν]
k (t) у вираз для Zk(t, λ) i скоротивши у кожному елементi цiєї матрицi чисельник i

знаменник на ρl, ρ2l, . . . , ρ(n−2)l, ρ(n−1)(l−1), elρωs(t−a), s = 1, n, s 6= k, e(l−1)ρωk(t−a), будемо
мати

Zk(t, λ) = e−ρωk(t−a) 1

ρn−1
〈γk
γ
〉, (15)
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де 〈A〉 = A+O(1/ρ) — матриця,

γ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
E E · · · E

ω1E ω2E · · · ωnE

· · · · · · · · · · · ·
ωn−1
1 E ωn−1

2 E · · · ωn−1
n E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
E — одинична матриця l-го порядку, γk = (γkpq)

l
p,q=1, а γkpq — алгебричне доповнення

елемента, що лежить на перетинi ((n − 1)l + q)-го рядка i ((k + 1)l + p)-го стовпця у
визначнику γ.

За формулою Фробенiуса [2, с. 56], якщо

M =

(
A B

C D

)
,

де A i D — квадратнi матрицi, причому |A| 6= 0, то

M−1 =

(
A−1 + A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
, H = D − CA−1B.

Застосуємо n − 1 разiв формулу Фробенiуса до матрицi, що вiдповiдає визначнику γ.
За матрицю A кожного разу будемо брати помножену на скаляр одиничну матрицю
l-го порядку. Матриця H складатиметься з деякої кiлькостi таких самих блокiв, що
й вихiдна матриця, внаслiдок властивостей блочного множення матриць i того, що
обернена до одиничної матрицi теж є одиничною. На пiдставi цього матриця M−1 теж
складатиметься з n2 подiбних блокiв. Тому γkpq = 0 для всiх k i p 6= q (внаслiдок зв’язку
алгебричних доповнень елементiв матрицi з оберненою до неї).

У той же час повиннi виконуватись спiввiдношення

n∑
k=1

ωj
k

γkpp
γ

=

{
0, j = 0, n− 2,

1, j = n− 1,
p = 1, l.

Ця система має єдиний розв’язок. З iншого боку, вона справджується при γkpp
γ

= −ωk

n
,

оскiльки ωn
k = −1. Отже, формула (15) набуває вигляду

Zk(t, λ) =
1

nρn−1
e−ρωk(t−a)〈−ωkE〉, k = 1, n. (16)

Пiдставивши вирази (14) у форми Uν(Y ), матимемо

Uν(Yj) = (ρωj)
kν 〈Γν〉+ (ρωj)

kνeρωj(b−a)〈∆ν〉. (17)

Отже, на пiдставi нерiвностей (9) справджуються формули

Uν(Ys) =


(ρωs)

kν 〈Γν〉, s = 1, µ− 1,

(ρωs)
kν{〈Γν〉+ eρωµ(b−a)〈∆ν}, s = µ,

(ρωs)
kνeρωs(b−a)〈∆ν〉, s = µ+ 1, n.

(18)
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Пiдставивши їх у ∆̃(λ), отримаємо

∆̃(λ) =
n∏

ν=1

ρlkν
n∏

s=µ+1

elρωs(b−a)

l∑
2=0

〈θs〉esρωµ(b−a) =
n∏

ν=1

ρlkν
n∏

s=µ+1

elρωs(b−a)θl

l∏
s=1

〈eρωµ(b−a) − ξs〉,

(19)

причому θs тут тi самi, що й в означеннi регулярних крайових умов, а ξs — коренi
рiвняння θ0 + θ1ξ + . . .+ θlξ

l = 0.
Розглянемо матрицю-функцiю G(x, t, λ) при x > t (у випадку x < t мiркування

будуть аналогiчними). Тодi останнiй елемент 1-го рядка у визначнику буде Kij(x, t, λ).
Помножимо по l стовпцiв визначника Q̃ij(x, t, λ), починаючи з (µl + 1)-го, ((µ + 1)l +

1)-го, . . . , ((n − 1)l + 1)-го, на j-й стовпець матриць −Zµ+1(t), −Zµ+2(t), . . . , −Zn(t)

вiдповiдно i додамо до останнього стовпця. Визначник внаслiдок цього не змiниться.
Тодi враховуючи (14), (16) i (17), елементами останнього стовпчика в Q̃ij(x, t, λ) будуть:

1

nρn−1
P0 =

 〈0〉, i 6= j,

− 1
nρn−1

µ∑
k=1

eρωk(x−t)〈ωk〉, i = j,

ρkν

nρn−1
P0p = − ρkν

nρn−1

{
µ∑

s=1

eρωs(b−t)〈ωkν+1
s ∆νpj〉 −

n∑
s=µ+1

e−ρωs(t−a)〈ωkν+1
s Γνpj〉

}
,

де ν = 1, n, p = 1, l. Пiдставимо тепер (12), (14), (16), (18), (19), а також вирази для
останнього стовпця Q̃ij(x, t, λ) в (13) i розподiлимо множники знаменника ∆̃(λ) таким
чином: на ρkν роздiлимо ((ν−1)l+2)-й, ((ν−1)l+3)-й, . . . , (νl+1)-й рядки, на eρωs(b−a) —
((s− 1)l+ p)-тi стовпцi, s = µ+ 1, r, p = 1, l, i на 〈eρωµ(b−a)− ξp〉 подiлимо ((µ− 1)l+ p)-тi
стовпцi вiдповiдно. Тодi формула (13) набуде вигляду

Gij(x, t, λ) =
(−1)l

nρn−1θl
D,

де перший рядок визначника D порядку nl має вигляд(
〈0〉, . . . , 〈0〉, eρω1(x−a)〈1〉, 〈0〉, . . . , 〈0〉, eρωµ−1(x−a)〈1〉, 〈0〉, . . . , 〈0〉, eρωµ(x−a)〈1〉

〈eρω1(b−a) − ξi〉
,

〈0〉, . . . , 〈0〉, eρωµ+1(x−b)〈1〉, 〈0〉, . . . , 〈0〉, eρωn(x−b)〈1〉, 〈0〉, . . . , 〈0〉, P0

)
,

причому вiдмiннi вiд 〈0〉 елементи знаходяться на останньому i ((s− 1)l+ i)-х мiсцях, а
((ν − 1)l + p+ 1)-й рядок побудовано так:(

〈ωkν
1 Γνp1〉, . . . , 〈ωkν

1 Γνpl〉, . . . , 〈ωkν
µ−1Γνpl〉,

ωkν
µ 〈Γνp1 + eρωµ(b−a)∆νp1〉

〈eρωµ(b−a) − ξ1〉
, . . . ,

ωkν
µ 〈Γνpl + eρωµ(b−a)∆νpl〉

〈eρωµ(b−a) − ξl〉
, 〈ωkν

µ+1∆νp1〉, . . . , 〈ωkν
r ∆νpl〉, Pνp

)
.
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Аналогiчно, як у [9, с. 78] можна показати, що внаслiдок регулярностi крайових умов
знаменник 〈eρωµ(b−a) − ξp〉, p = 1, l, обмежується знизу одним i тим самим числом. Тодi,
з огляду на умови (9), всi елементи визначника D на дузi γ′k обмеженi зверху, оскiльки
експоненти там мають недодатну дiйсну частину. Отже, на дугах γ′k справджується
нерiвнiсть

|Gij(x, t, λ)| ≤
M

|ρ|n−1 , M = const. (20)

Якщо тепер у визначнику Q̃ij(x, t, λ) помножити групи по l стовпчикiв, починаючи
з ((µ − 1)l + 1)-го, (µl + 1)-го, . . . , ((n − 1)l + 1)-го, на j-й стовпець матриць −Zµ(t),
−Zµ+1(t), . . . , −Zn(t) вiдповiдно та додати до останнього стовпця, то, повторивши по-
переднi мiркування, легко переконатись у правильностi нерiвностi (20) i на дугах γ′′k .

Таким чином, нерiвнiсть (20) доведено для тiєї частини дуги γk, що розмiщена в
секторi S0. Оскiльки цi самi мiркування застосовнi до будь-якої областi Sν , вони да-
ють той самий результат на дузi γk i в секторi S1. Переходячи вiд ρ до λ, отримуємо
твердження леми для випадку непарного n.

б) Нехай n — парне, n = 2µ. Оскiльки

Uν(Yµ) = (ρωµ)
kν{〈Γν〉+ eρωµ(b−a)〈∆ν〉, Uν(Yµ+1) = (ρωµ+1)

kν{〈Γν〉+ eρωµ(b−a)〈∆ν〉},

то цей випадок вiдрiзняється вiд попереднього лише тим, що ∆̃(λ) мiстить вираз

θl
2l∏
s=1

〈eρωµ(b−a) − ξs〉 у тих же позначеннях. Тут ((µ − 1)l + s)-тi стовпцi потрiбно по-

дiлити на 〈eρωµ(b−a) − ξs〉, s = 1, 2l, вiдповiдно. Решта мiркувань у доведеннi теореми
будуть аналогiчними до випадку дуги γ′k. Теорему доведено.

Зауваження 2.1. З доведення випливає, що нерiвнiсть (8) справджується для великих
|λ| i в областi Oδ, отриманiй з λ-площини вiдкиданням образiв кiл |ρ− ρk| < δ при
вiдображеннi λ = −ρn.

3 Основнi результати

Теорема 2. Функцiя Ґрiна G(x, t) диференцiального оператора L, породженого регу-
лярними крайовими умовами (2), розвивається в рiвномiрно збiжний вiдносно x i t з
[a, b] ряд

G(x, t) = −
∞∑
ν=1

Qν(x, t)

λν
. (21)

Доведення. Користуючись теоремою 1 i зауваженням до неї, отримаємо оцiнки (тут
Rk — радiус кола Γk):

|Ikij(x, t)| 6
1

2π

M

R
n−1
n

k Rk

2πRk =
M

R
n−1
n

k

,

∣∣∣∣Qkij(x, t)

λk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1

2πλk

∫
|ρ−ρk|=δ

nρn−1Gij(x, t,−ρn)dρ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
nMδ

|λk|
, i, j = 1, l,
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з яких безпосередньо випливають спiввiдношення

lim
k→∞

Ik(x, t) = 0, lim
k→∞

Qk(x, t)

λk
= 0, (22)

причому збiжнiсть є рiвномiрною вiдносно x i t з [a, b]. Внаслiдок (7) i (22) буде мати
мiсце формула (21), що й доводить теорему.

Теорема 3. Якщо всi власнi значення оператора L, породженого регулярними крайо-
вими умовами, є простими нулями функцiї ∆(λ), то для його функцiї Ґрiна при вико-
наннi умови нормованостi

b∫
a

Z̄∗
ν (x)Ȳν(x) dx = 1 (23)

iснує розвинення у рiвномiрно збiжний ряд

G(x, t) =
∞∑
ν=1

Ȳν(x)Z̄
∗
ν (t)

λν
. (24)

Доведення. Оскiльки Qν(x, t) — лишок функцiї G(x, t, λ) вiдносно її полюса λν , а всi
власнi значення оператора L — простi нулi функцiї ∆(λ), то згiдно з формулою, яка
доводиться аналогiчно, як у [9, с. 48–50], Qν(x, t) = Ȳν(x)Z̄

∗
ν (t), де Ȳν(x), Z̄ν(t) — власнi

функцiї операторiв L i L∗, що вiдповiдають власним значенням λν та λ̄ν i пронормованi
так, щоб виконувались спiввiдношення (23). Теорему доведено.

З цiєї теореми легко отримати теорему про розвинення заданої вектор-функцiї f(x).

Теорема 4. Нехай L— оператор, породжений регулярними крайовими умовами, i нехай
всi його власнi значення є простими нулями функцiї ∆(λ). Тодi будь-яка вектор-функцiя
f(x) з областi визначення оператора L розвивається у рiвномiрно збiжний ряд за його
власними функцiями

f(x) =
∞∑
ν=1

αν Ȳν(x), (25)

де при виконаннi умови (23)

αν =

b∫
a

Z̄∗
ν (t)f(t) dt,

а Ȳν(x), Z̄ν(x) — власнi функцiї операторiв L i L∗, що вiдповiдають власним значенням
λν i λ̄ν .

Доведення. Покладемо Lf = ϕ′, L∗Z̄ν = ψ′
ν , де ϕ i ψν — вектор-функцiї обмеженої на

[a, b] варiацiї, неперервнi справа. Тодi

f(x) =

b∫
a

G(x, t) dϕ(t), Z̄ν(x) =

b∫
a

H(x, t) dψν(t), (26)



104 Махней О.В., Тацiй Р.М.

де H(x, t) — функцiя Ґрiна оператора L∗. Пiдставимо в формулу (26) замiсть функцiї
G(x, t) її розвинення (24). Внаслiдок рiвномiрної збiжностi останнього, можемо його
iнтегрувати почленно. Отже, справджується формула (25), де

αν =
1

λν

b∫
a

Z̄∗
ν (t) dϕ(t). (27)

Оскiльки G(x, t) = H∗(t, x) (див. [6]), то буде виконуватись також i рiвнiсть

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

G(x, t) dϕ(t) =

b∫
a

dψ∗
ν(x)

b∫
a

H∗(t, x) dϕ(t),

звiдки, враховуючи (26), отримаємо спiввiдношення
b∫

a

dψ∗
ν(x)f(x) =

b∫
a

Z̄∗
ν (x) dϕ(x).

З iншого боку, L∗Z̄ν = λ∗νZ̄ν . Тодi ψν(x) =
x∫
a

λ∗νZ̄ν(t) dt. Пiдставивши цю рiвнiсть у

(27), отримаємо, що

αν =
1

λν

b∫
a

dψ∗
ν(x)f(x) =

1

λν

b∫
a

(λ∗νZ̄ν(x))
∗f(x) dx =

b∫
a

Z̄∗
ν (x)f(x) dx,

що й потрiбно було довести.

Отже, за допомогою оцiнки матрицi-функцiї Ґрiна крайової задачi побудовано ро-
звинення у ряд за власними вектор-функцiями диференцiального оператора L будь-якої
вектор-функцiї з областi визначення оператора L (тобто з множини вектор-функцiй,
якi разом зi своїми похiдними до порядку n − 2 є абсолютно неперервними на [a, b],
а компоненти (n − 1)-ї похiдної мають там обмежену варiацiю i неперервнi справа, i
якi, крiм того, задовольняють крайовi умови (2)). Отриманi результати полегшують
дослiдження коливань i стiйкостi будiвельних конструкцiй.
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Makhnei O.V., Tatsii R.M. Expansion by eigenvectors in case of simple eigenvalues of singular

differential operator, Carpathian Mathematical Publications, 3, 1 (2011), 94–105.

The asymptotic formulas with large values of parameter for solutions of singular differential

equation allow us to estimate Green’s function of the boundary-value problem. With the help

of this estimation the expansion of singular differential operator by eigenvectors in the case of

simple eigenvalues is constructed.

Махней А.В., Таций Р.М. Разложение по собственным вектор-функциям в случае про-
стых собственных значений сингулярного дифференциального оператора // Карпатские
математические публикации. — 2011. — Т.3, №1. — C. 94–105.

Асимптотические формулы при больших значениях параметра для решений сингу-
лярного дифференциального уравнения позволяют оценить функцию Грина краевой за-
дачи. С помощью этой оценки построено разложение по собственным вектор-функциям
сингулярного дифференциального оператора в случае простых собственных значений.


