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Встановлюються асимптотичнi оцiнки iнтегралiв типу Лапласа.

Нехай f(x) — довiльна невiд’ємна вимiрна функцiя на R+ := [0;+∞), а ν — злiченно-
адитивна на R+ мiра з необмеженим носiєм. Розглянемо функцiї F (σ), визначенi на
R− := (−∞; 0) за допомогою збiжного для всiх σ ∈ R− iнтегралу

F (σ) =

∫
R+

f(x)eσxν(dx). (1)

Через I0(ν) позначимо клас таких функцiй вигляду (1), а через ν(E) — позначаємо
ν-мiру ν-вимiрної множини E ⊂ R+, тобто ν(E) =

∫
R+∩E ν(dx).

Зазначимо, що у статтях [5, 6] встановалювались оцiнки додатних iнтегралiв вигляду
(1) (збiжних для всiх σ ∈ R+ в [5], кратних iнтегралiв типу Лапласа в [6]), при цьому
отриманi оцiнки використовувались при дослiдженнi асимптотичних властивостей рядiв
Дiрiхле. Виявляється, що можна отримувати оцiнки зверху iнтегралiв вигляду (1) через
максимум пiдiнтегрального виразу без додаткових припущень стосовно функцiї f , крiм
припущень додатностi i неперервностi. У статтi [5] такi оцiнки отримано за умов лише
на мiру ν, при цьому отримуванi оцiнки виконуються зовнi деяких виняткових множин.
В [5] також вiдзначено, що в загальному не можна отримати оцiнки iнтегралiв вигляду
(1) зверху через µ(σ, F ) без виняткових множин. В [2, с.190–191] функцiя, подiбна до
µ(σ, F ), вводиться для вивчення цiлих функцiй, що є перетвореннями Фур’є деякої
функцiї f . А в [1] вiдзначено природнiсть задачi дослiдження асимптотичних власти-
востей iнтегралiв Лебега-Стiльтьєса в залежностi вiд властивостей мiри ν(dt) = dv(t),
де v(t) — додатна монотонна функцiя.

У цiй статтi отримаємо деякi асимптотичнi оцiнки iнтегралiв вигляду (1) з класу
I0(ν) та застосуємо їх до абсолютно збiжних у пiвплощинi {z : Re z < 0} рядiв Дiрiхле
з додатними показниками.
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Нехай L— клас додатних неперервних на [0,+∞) функцiй ψ(t), таких що ψ(t) → +∞
(t→ +∞); L+ — пiдклас L, в який входять зростаючi до +∞ при x→ +∞ функцiї;
L1 — клас функцiй ψ ∈ L, таких що∫ +∞

0

dt

ψ(t)
< +∞,

L+
1 = L1 ∩ L+. Для Φ ∈ L+ та h ∈ L+ введемо класи функцiй

Lh,Φ :=
{
ψ ∈ L1 : h(t)

∫ +∞

Φ(t)/2

du

ψ(u)
→ 0 (t→ +∞)

}
, L+

h,Φ := Lh,Φ ∩ L+
1 .

Для Φ ∈ L+ визначимо клас

I0(ν,Φ) = {F ∈ I0(ν) : lnF (σ) ≥ Φ(1/|σ|) (σ ∈ (σ0; 0))}.

Для функцiї h ∈ L+ та вимiрної множини E ⊂ (−∞; 0) асимптотичною h-щiльнiстю
множини E у точцi σ = 0 назвемо величину

Dh(E) := lim
r→−0

h(1/|r|) meas
(
E ∩ [r, 0)

)
dx,

де meas (E1) =
∫
E1
dx — Лебегова мiра на R вимiрної множини E1.

Зауваження. Вiдзначимо, що поняття асимптотичної h-щiльностi множини E у точцi
σ = 0 є змiстовним лише у випадку, коли lim

t→+∞
h(t)/t > 0, позаяк у протилежному

випадку Dh(E) = 0 для E = [−1; 0).

Метод доведень цього повiдомлення є близьким до методу доведень з [5, 6], який
по-сутi експлуатує ту ж iдею, що й у П. Розенблума [8]. Як i в [5, 6], нескладно переко-
нуємось, що при фiксованому σ < 0 на ймовiрнiсному просторi Ω = R+ з мiрою

P (dx) =
f(x)eσx

F (σ)
ν(dx)

для випадкової величини ξ = x математичне сподiвання Mξ i дисперсiя Dξ дорiвнюють
вiдповiдно

Mξ =

∫
R+

ξ(x)P (dx) = g′(σ), Dξ = g′′(σ), g(σ) = lnF (σ),

а за нерiвнiстю Чебишова для ε =
√
cDξ, c > 1, маємо

1

F (σ)

∫
|x−g′(σ)|≥

√
cg′′(σ)

eσxf(x)ν(dx) = P{|ξ −Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
=

1

c
.

Звiдси

F (σ) ≤ c

c− 1

∫
|x−g′(σ)|<

√
cg′′(σ)

eσxf(x)ν(dx) (2)

для всiх σ < 0.
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Наступна лема є по-сутi варiантом вiдповiдних тверджень з [7, c. 390] та [5, 6].

Лема. Нехай g0(t) — додатна диференцiйовна неспадна на (−∞, 0) функцiя, ψ — до-
датна локально iнтегровна на (0,+∞) функцiя, а множина

E(g0, ψ) := {t < 0: g′0(t) ≥ ψ(g0(t))}.

Тодi

meas (E ∩ [r,R]) ≤
g0(R)∫

g0(r)

dt

ψ(t)
, −∞ < r < R < 0.

Доведення. Справдi,

meas(E ∩ [r,R]) =

∫
E∩[r,R]

dt ≤
∫

E∩[r,R]

g′0(t)

ψ(g0(t))
dt =

∫
g0(E∩[r,R])

dx

ψ(x)
≤

g8(R)∫
g0(r)

dx

ψ(x)
.

Нехай supp ν — носiй мiри ν в R+, тобто замкнена множина E ≡ supp ν є такою, що
ν(R+ \ E) = 0 i ν({x ∈ R+ : |x− x0| < r}) > 0 для кожних x0 ∈ E i r > 0.

Для σ < 0 та F ∈ I0(ν) позначимо

µ∗(σ, F ) = sup{f(x)eσx : x ∈ supp ν}.

Нехай
ν(a, b] = ν({x ∈ R+ : a < x ≤ b}).

Доведемо таку теорему.

Теорема 1. Нехай Φ ∈ L+, F ∈ I0(ν,Φ). Якщо

(∃ψ ∈ Lh,Φ) : lim
t→+∞

ν
(
t−

√
ψ(t); t+

√
ψ(t)

]
≤ d < +∞, (3)

то
F (σ) ≤ (d+ o(1))µ∗(σ, F )

при σ → −0 (σ /∈ E), де виняткова множина E ⊂ R− є такою, що Dh(E) = 0.

Доведення. Нехай θ > 0 є таким, що dθ < 1. Для довiльного ε > 0 приймемо

a =
1− dθ

1 + εθ

та виберемо c > 1 так, щоб c/(c−1) < 1+εθ. За умовою (3) з деякою функцiєю ψ1 ∈ Lh,Φ

ν
(
t−

√
ψ1(t); t+

√
ψ1(t)

]
≤ d+ aε (t ≥ t0). (4)
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Зауважуючи, що за вибором (1+εθ)(d+aε) = d+ε, звiдси за нерiвнiстю (2), послiдовно
скориставшись лемою з g0(t) = g′(t), ψ(t) = ψ1(t)/c, та нерiвнiстю (4), при σ → −0
(σ /∈ E(g′, ψ)) отримуємо

F (σ) < (1 + ε/2)µ∗(σ, F )ν(g
′(σ)−

√
ψ1(g′(σ)); g

′(σ) +
√
ψ1(g′(σ))] ≤ (d+ ε)µ∗(σ, F ). (5)

Позаяк з монотонностi g′ випливає, що

g′(σ) ≥ (1 + σ)g′(σ) ≥
∫ σ

−1

g′(t) = g(σ)− g(−1) ≥ Φ(1/|σ|)/2 (σ → −0),

то для асимптотичної h-щiльностi множини E1 := E(g′, ψ)) отримуємо

0 ≤ Dh(E1) ≤ lim
r→−0

h(1/|r|)
∫ +∞

g′(r)

dx

ψ(x)
≤ ch(1/|r|)

∫ +∞

Φ(1/|r|)/2

dx

ψ1(x)
= 0,

тобто Dh(E1) = 0.
Нехай σ(ε) i E1(ε) є такими, що нерiвнiсть (5) виконується для всiх σ ∈ (σ(ε); 0) \

E1(ε), при цьому

r(1/|r|) meas(E1(ε) ∩ [r; 0)) ≤ ε (r ∈ (σ(ε); 0)).

Виберемо тепер послiдовностi εn = 2−n, rn = σ(εn) ↗ 0 (n→ +∞), множину

E2 =
+∞⋃
n=1

(
[rn; rn+1)

⋂
E1(εn)

)
та функцiю ε = ε(σ) : [r1, 0) → (0,+∞) таку, що

ε(σ) = εn для σ ∈ [rn; rn+1).

Тодi, за доведеним, для всiх σ ∈ [r1; 0) \ E2 отримуємо

F (σ) ≤ (d+ ε(σ))µ∗(σ, F ),

при цьому ε(σ) → 0 (σ → −0).
Для оцiнки h-щiльностi множини E2 при r ∈ [rn; rn+1) i n→ +∞ маємо

h(1/|r|)meas(E2 ∩ [r; 0)) ≤ h(1/|r|)
(
2−n1/h(1/|r|) +

+∞∑
k=n+1

2−k/h(1/|rk|)
)
≤

+∞∑
k=n

2−k = o(1),

тобто Dh(E2) = 0. Теорему 1 доведено.

Зауваження. 1. Твердження теореми 1 є елементарним у випадку, коли умова (3)
виконується з функцiєю ψ ∈ Lh,Φ такою, що

t−
√
ψ(t) = O(1) (t→ +∞),

позаяк у цьому випадку з умови (3) випливає, що ν(R+) < +∞.
2. Якщо Φ(t) = τtρ, τ ∈ (0,+∞), ρ ∈ (1,+∞), то, наприклад, у випадку, коли

умова (3) виконується з ψ(t) ≥ t1+1/ρ1 , ρ1 ∈ (1, ρ), твердження теореми 1 перестає бути
тривiальним.
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З теореми 1 можна отримати наслiдки для абсолютно збiжних у пiвплощинi
{z : Re z < 0} рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =
+∞∑
n=0

Fne
zλn , (1)

де (λn) — така послiдовнiсть, що 0 = λ0 < . . . < λn < λn+1 → +∞ (1 ≤ n → +∞),
якi при d = 1 доповнюють вiдповiднi результати з [4, 3] у частинi уточнення опису
величини виняткої множини.

Для цього досить вибрати мiру ν таку, що для кожної обмеженої множини E ⊂ R+

ν(E) =
∑
λn∈E

δλn(E),

де δλ — одинична мiра Дiрака, зосереджена в точцi λ, i застосувати теорему 1 до ряду
Дiрiхле

M(σ, F ) =
+∞∑
n=0

|Fn|eσλn =

∫ +∞

0

f(x)exσdν(x)
def
= I(σ),

де f — невiд’ємна функцiя така, що f(λn) = |Fn| i f(x) = 0 для всiх x /∈ {λn : n ≥ 0}.
Тодi µ∗(σ, I) = µ(σ, F )

def
= {|Fn|eσλn : n ≥ 0}. I, якщо виконуються умови теореми 1 для

I(σ), то негайно за допомогою нерiвностей µ(σ, F ) ≤M(σ, F ) ≤ M(σ, F ) отримаємо, що

M(σ, F ) = (1 + o(1))µ(σ, F ) (2)

при σ → −0 (σ /∈ E, Dh(E) = 0). Залишається зауважити, що умови теореми 1 для
функцiї I(x) виконуються як тiльки lnM(σ, F ) ≥ Φ(1/|σ|) (σ ∈ (σ0; 0)) та

lim
R→+∞

h(ϕ(2λn+1))
+∞∑
k=n

1

λk − λk−1

= 0, (3)

де функцiя ϕ — обернена до функцiї Φ. Для того, щоб у цьому переконатись досить
вибрати у рамках теореми 1 функцiю ψ таку, що√

ψ(t) = ln +
ln+1 − ln
bn+1 − bn

(t− bn) (t ∈ [bn, bn+1)),

де bn = (λn + λn−1)/2, ln = (λn − λn−1)/2 (n ≥ 1), i зауважити, що∫ bn+1

bn

dt

ψ(t)
= 2

( 1

λn − λn−1

+
1

λn+1 − λn

)
,

∫ bn+1

λn

dt

ψ(t)
=

( 1

λn − λn−1

+
1

λn+1 − λn

)
,

i, тому, для R ∈ [ϕ(2λn), ϕ(2λn+1))

h(R)

∫
Φ(R)/2

dt

ψ(t)
≤ 5 · h(ϕ(λn+1))

+∞∑
k=n

1

λk − λk−1

.

Отже, доведено такий наслiдок.
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Наслiдок. Нехай Φ ∈ L, h ∈ L, i для абсолютно збiжного у пiвплощинi {z : Re z < 0}
ряду Дiрiхле вигляду (1) виконуються умови lnM(σ, F ) ≥ Φ(1/|σ|) (σ ∈ (σ0, 0)) та (3).
Тодi спiввiдношення (2) виконується при σ → −0 (σ /∈ E, Dh(E) = 0).

На завершення висловимо таке припущення.

Припущення. Твердження наслiдку залишиться правильним, якщо умову (3) замiни-
ти умовою

lim
r→+∞

h(R)
∑

λn≥RΦ(R)

1

λn+1 − λn
= 0,

яка в загальному є слабшою за умову (3).
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