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Показано, що в просторi L1 поляра слабко∗ збiжної до нуля послiдовностi мiстить
радiально обмежену абсолютно опуклу антипроксимiнальну множину.

Вступ

Вiдстанню вiд елемента x в нормованому просторi X до непорожньої множини
M ⊆ X називається число d(x,M) = ‖x − M‖ = inf{‖x − y‖ : y ∈ M}. Елемент
y ∈ M називається найближчою точкою до x, якщо ‖x− y‖ = d(x,M), а множина всiх
найближчих елементiв до точки x в множинi M позначається через PM(x).

Множина M називається антипроксимiнальною (AP-множиною), якщо PM(x) = ∅
для довiльного x ∈ X \M.

Нехай X∗ — спряжений простiр до X. Кажуть, що функцiонал f ∈ X∗ досягає
максимуму на множинi M ⊆ X, якщо iснує елемент x ∈ M такий, що f(x) = sup f(M).

Позначимо Σ(M) множину всiх функцiоналiв, якi досягають максимуму на множинi M ,
тобто

Σ(M) = {f ∈ X∗ : ∃x ∈ M | f(x) = sup f(M)}.

У 1972 роцi М.Едельштейн i A.Томпсон в [5] показали, що антипроксимiнальнiсть
обмеженої замкненої опуклої пiдмножини M банахового простору X рiвносильна тому,
що жоден ненульовий опорний функцiонал множини M не досягає норми на замкненiй
одиничнiй кулi B, тобто

Σ(A) ∩ Σ(B) = {0}.

В роботах [1-6] вивчалися простори, якi мiстять деяку обмежену замкнену непоро-
жню антипроксимiнальну множину. Зокрема, було встановлено, що такими є простори:
c0, c, c(X) (при певних умовах на простiр X), L∞. У зв’язку з цими дослiдженнями
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М. Попов поставив питання: чи мiстить простiр сумовних функцiй L1 деяку обмежену
опуклу замкнену антипроксимiнальну множину?

Множина M в банаховому просторi X над полем K, 0 ∈ M, називається радiально
обмеженою, якщо для кожного ненульового елемента x ∈ X множина {α ∈ K : αx ∈ M}
– обмежена в K.

Зауважимо, що в [2] побудовано приклад опуклої замкненої радiально обмеженої
антипроксимiнальної множини в просторi L1[−1, 1].

У данiй статтi ми узагальнимо пiдхiд з [2] i покажемо, що поляра довiльної w∗-
збiжної до нуля послiдовностi функцiоналiв з L∗

1 мiстить замкнений радiально обмеже-
ний абсолютно опуклий антипроксимiнальний окiл нуля в L1.

1 Допомiжнi твердження

Спочатку вiдмiтимо, що

Σ(BL1) = {f ∈ L∞ : µ({t ∈ [0, 1] : |f(t)| = ‖f‖}) > 0},

де BL1 — замкнена одинична куля в L1.
Тут i далi, враховуючи опис спряженого L∗

1, неперервнi функцiонали на просторi
L1 ми будемо ототожнювати з елементами простору L∞. А саме, якщо y ∈ L∞, то
y(x) =

∫
[0,1]

y(t)x(t)dµ для всiх x ∈ L1.

Для довiльної множини A у лiнiйному просторi X через sp(A) ми позначатимемо
лiнiйну оболонку множини A.

Нам будуть потрiбнi наступнi твердження.

Твердження 1.1. Нехай (yn)
∞
n=1 — послiдовнiсть простих функцiй yn ∈ L∞, (an)∞n=1 —

довiльна послiдовнiсть чисел an ∈ R, an 6= 0, (zn)∞n=1 — послiдовнiсть функцiй zn ∈ L∞,
ỹn = yn+anzn для кожного n ∈ N, причому послiдовнiсть (zn)

∞
n=1 задовольняє наступну

умову:

(i) якщо iснує така множина A ⊆ [0, 1] з µ(A) > 0, що функцiя
n∑

k=1

bkzk — стала на

A, то bk = 0 для всiх 1 ≤ k ≤ n.
Тодi sp{ỹn : n ∈ N ∩ Σ(BL1)} = {0}.

Доведення. Нехай iснує функцiя h : [0, 1] → R, h ∈ sp{ỹn : n ∈ N} ∩ Σ(BL1). Оскiльки
h ∈ Σ(BL1), то множина A = {t ∈ [0, 1] : |h(t)| = ‖h‖} така, що µ(A) > 0. Вважатимемо,
що µ(A+) > 0, де A+ = {t ∈ [0, 1] : h(t) = ‖h‖}.

З iншого боку, оскiльки h ∈ sp{ỹn : n ∈ N}, то h =
n∑

k=1

(λkyk + λkakzk).

Тому маємо
n∑

k=1

λkyk(t) +
n∑

k=1

λkakzk(t) = ‖h‖

для всiх t ∈ A+. Тепер
n∑

k=1

λkakzk(t) = ‖h‖ −
n∑

k=1

λkyk(t) = g(t). Оскiльки функцiя g(t)

є простою, то iснують таке c ∈ R i множина B ⊆ A+ з µ(B) > 0, що g(t) = c для
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довiльного t ∈ B. Тому
n∑

k=1

λkakzk = c на множинi B, звiдки, згiдно з умовою (i), маємо

λkak = 0 для кожного 1 ≤ k ≤ n. Врахувавши, що всi ak 6= 0, одержимо, що λk = 0 для
всiх 1 ≤ k ≤ n. Тому h = 0.

Зауважимо, що послiдовнiсть (zn)
∞
n=1 многочленiв рiзних додатних степенiв задо-

вольняє умову (i) твердження 1.1, адже многочлен додатного степеня не може бути
сталим на нескiнченнiй множинi.

Твердження 1.2. Нехай X = L1, (εk)∞k=1 — збiжна до нуля послiдовнiсть чисел εk > 0,
(xnk : n ∈ N, k > n) — сiм’я елементiв xnk ∈ X таких, що ‖xnk‖ ≤ εk для всiх n ∈ N
та k > n i ϕ : N → {(n, k) : n ∈ N, k > n} — бiєкцiя. Тодi послiдовнiсть zm = xϕ(m)

збiгається до нуля в X.

Доведення. Зафiксуємо ε > 0. Оскiльки lim
k→∞

εk = 0, то iснує k0 ∈ N, таке що εk < ε

для всiх k ≥ k0. Зрозумiло, що множина A = {(n, k) : n ∈ N, n < k < k0} — скiнченна.
Покладемо m0 = supϕ−1(A).

Нехай m > m0. Тодi (n, k) = ϕ(m) /∈ A, тобто k ≥ k0. Тому ‖zm‖ = ‖xnk‖ ≤ εk < ε, а,
отже, lim

m→∞
‖zm‖ = 0.

Для множини A в топологiчному просторi X через A ми позначатимемо замикан-
ня множини A. Через cc(A) — абсолютно опуклу оболонку множини A у векторному
просторi X.

Твердження 1.3. Нехай (yn)
∞
n=1 — послiдовнiсть елементiв yn ∈ L∞, таких що yn

w∗
−→ 0.

Тодi iснує послiдовнiсть (zn)
∞
n=1, zn ∈ L∞, така що zn

w∗
−→ 0, sp{zn : n ∈ N}∩Σ(BL1) = {0}

i {yn : n ∈ N} ⊆ cc{zn : n ∈ N}
w∗

.

Доведення. Нехай (εk)
∞
k=1 — послiдовнiсть чисел εk = 1

4k
i (mnk : n ∈ N, k ≥ n) —

сiм’я рiзних натуральних чисел. Побудуємо сiм’ю (x̃nk : n ∈ N, k ≥ n) простих функцiй
x̃nk ∈ L∞, таку що сiм’я (xnk : n ∈ N, k ≥ n) елементiв xnk = x̃nk+εkαnk, де αnk(t) = tmnk

при t ∈ [0, 1], задовольняє умови:

(i) ‖yn −
k∑

i=n

xni‖ ≤ 2εk для всiх n ∈ N i k ≥ n,

(ii) ‖xnk‖ ≤ 2εk + εk+1 при k > n.
Зауважимо, що достатньо для кожного n ∈ N побудувати послiдовнiсть (x̃nk)

∞
k=n.

Зафiксуємо n ∈ N. Мiркуватимемо iндукцiєю вiдносно k ≥ n. Виберемо просту функцiю
x̃nn ∈ L∞, таку що ‖yn − x̃nn‖ ≤ εn. Тодi

‖yn − xnn‖ ≤ ‖yn − x̃nn‖+ ‖x̃nn − xnn‖ ≤ εn + ‖εnαnn‖ ≤ 2εn,

тобто виконується умова (i) при k = n.
Припустимо, що функцiї x̃nn, ..., x̃nk вже побудованi. Побудуємо функцiю x̃nk+1. Згi-

дно з умовою (i), маємо ‖ỹnk‖ ≤ 2εk, де ỹnk = yn −
k∑

i=n

xni.
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Виберемо просту функцiю x̃nk+1 ∈ L∞, таку що ‖x̃nk+1‖ ≤ 2εk i ‖ỹnk − x̃nk+1‖ ≤ εk+1.
Тодi матимемо

‖yn −
k+1∑
i=n

xni‖ ≤ ‖ỹnk − x̃nk+1‖+ ‖εk+1αnk+1‖ ≤ 2εk + εk+1,

тобто виконується умова (ii).
Покладемо unn = 2xnn i unk = 2kxnk при k > n. Тепер вiзьмемо бiєкцiю ϕ : N →

{(n, k) : n ∈ N, k ≥ n} i покладемо zm = uϕ(m).
Множину натуральних чисел N розiб’ємо на двi пiдмножини наступним чином:

M1 = {ϕ−1(n, n) : n ∈ N}, M2 = N \M1.

Оскiльки yn
w∗
−→ 0 i ‖yn − xnn‖ ≤ 2εn, то xnn

w∗
−→ 0, тому i unn

w∗
−→ 0, а, отже, послi-

довнiсть (zm)m∈M1 — w∗-збiжна до нуля. Тепер, оскiльки ‖xnk‖ ≤ 1
4k

= εk, то ‖unk‖ ≤ 1
2k

для всiх n ∈ N та всiх k > n. Отже, згiдно з твердженням 2.2, послiдовнiсть (zm)m∈M2

збiгається до нуля за нормою. Тому zm
w∗
−→ 0 при m → ∞.

Тепер, оскiльки ‖yn −
k∑

i=n

xni‖ ≤ 2εk, то yn =
∑
k≥n

xnk. Врахувавши, що
k∑

i=n

xni =

1
2
unn +

k∑
i=n+1

1
2i
uni ⊆ cc{uni : i ≥ n} = cc{zn : n ∈ N} для всiх n ∈ N i k > n, отримаємо,

що yn ∈ cc{zn : n ∈ N}
w∗

для кожного n ∈ N.

Зауважимо, що оскiльки функцiї x̃nk — простi i натуральнi числа mnk рiзнi, то по-
слiдовнiсть функцiй xnk задовольняє умову (i) твердження 1.1. Тому цю ж умову задо-
вольняє послiдовнiсть (zn)

∞
n=1. Отже, sp{zn : n ∈ N} ∩ Σ(BL1) = {0}.

Твердження 1.4. Нехай X — нормований простiр, (yn)
∞
n=1, (zn)

∞
n=1 — послiдовностi

лiнiйних неперервних функцiоналiв yn, zn ∈ X∗, такi що {yn : n ∈ N} ⊆ sp{zn : n ∈ N}
w∗

i sup
n∈N

|yn(x)| > 0 для всiх x ∈ X. Тодi sup
n∈N

|zn(x)| > 0 для всiх x ∈ X.

Доведення. Нехай sup
n∈N

|zn(x)| = 0 для деякого x ∈ X, тобто zn(x) = 0 для всiх n ∈ N.

Зауважимо, що множина L = {y ∈ X∗ : y(x) = 0} є w∗-замкненою в X∗. Тому {yn : n ∈
N} ⊆ sp{zn : n ∈ N}

w∗

⊆ L. Отже, yn(x) = 0 для всiх n ∈ N, що суперечить умовi.

2 Основний результат

Теорема 1. Нехай X — нормований простiр, B — одинична куля в X, (yn)∞n=1 — w∗-
збiжна до нуля послiдовнiсть функцiоналiв yn ∈ X∗, така що sp{yn : n ∈ N} ∩ Σ(B) =

{0}. Тодi множина M = {yn : n ∈ N}o є АР-множиною.

Доведення. Покажемо, що Σ(M) ⊆ sp{yn : n ∈ N}.
Нехай y0 6= 0, y0 ∈ Σ(M). Без обмеження загальностi можемо вважати, що

sup
x∈M

y0(x) = | sup
x∈M

y0(x)| = 1. Оскiльки y0 ∈ Σ(M), то iснує елемент x0 ∈ M, такий

що y0(x0) = 1.
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Оскiльки |y0(x)| ≤ 1 для всiх x ∈ M , то y0 ∈ M o = {yn : n ∈ N}oo. Згiдно з теоремою
про бiполяру, множина {yn : n ∈ N}oo є w∗-замкненою абсолютно опуклою оболонкою
множини {yn : n ∈ N}, тобто y0 ∈ cc{yn : n ∈ N}

w∗

= B.

Покладемо N1 = {n ∈ N : |yn(x0)| < 1
2
} i N2 = {n ∈ N : |yn(x0)| ≥ 1

2
}. Оскiльки

yn(x0) → 0, то множина N2 — скiнченна. Покладемо A1 = cc{yn : n ∈ N1}
w∗

i A2 =

cc{yn : n ∈ N2}
w∗

= cc{yn : n ∈ N2}.
Позначимо A = {λa1 + µa2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, |λ| + |µ| ≤ 1} i покажемо, що A =

cc(A1 ∪ A2) = B.
Зауважимо, що A ⊆ cc(A1 ∪ A2) ⊆ cc(A1 ∪ A2)

w∗

= B. Крiм того, оскiльки множини
A1 i A2 — абсолютно опуклi, то i множина A є абсолютно опуклою. Тому cc(A1∪A2) = A.
Залишилось показати, що множина A є w∗-замкненою.

Розглянемо неперервне вiдображення ϕ : (X∗, w∗)× (X∗, w∗)×R2 → (X∗, w∗), яке дiє
за правилом ϕ(x, y, (λ, µ)) = λx+ µy. Згiдно з теоремою Алаоглу-Бурбакi, множини A1

i A2 є компактними в (X∗, w∗), а множина S = {(λ, µ) ∈ R2 : |λ|+ |µ| ≤ 1} – компактна
в R2. Тому множина A = ϕ(A1 × A2 × S) є компактною, зокрема w∗-замкненою в X∗.

Таким чином, y0 ∈ A. Тодi y0 = λg1+µg2, де g1 ∈ A1, g2 ∈ A2, |λ|+ |µ| ≤ 1. Оскiльки
|g(x0)| ≤ 1

2
для всiх g ∈ A1 i |g(x0)| ≤ 1 для всiх g ∈ A2, то |g1(x0)| ≤ 1

2
i |g2(x0)| ≤ 1.

Покажемо, що λ = 0. Маємо 1 = |y0(x0)| = |λg1(x0)+µg2(x0)| ≤ |λ||g1(x0)|+ |µ||g2(x0)| ≤
|λ| · 1

2
+ |µ| · 1 ≤ 1− |λ|

2
. Отже, λ = 0 i y0 ∈ A2 = cc{yn : n ∈ N2} ⊆ sp{yn : n ∈ N}.

Тепер, оскiльки sp{yn : n ∈ N} ∩ Σ(B) = {0}, то Σ(M) ∩ Σ(B) = {0}, а, отже, M —
АР-множина.

Теорема 2. Нехай (yn)
∞
n=1 — w∗-збiжна до нуля послiдовнiсть функцiй yn ∈ L∞. Тодi

iснує сепарабельна множина B ∈ L∞, така що множина {yn : n ∈ N} ⊆ B i множина
M = Bo є АР-множиною в L1. Зокрема, якщо sup

n∈N
|yn(x)| > 0 для всiх x ∈ X, то множина

M є радiально обмеженою.

Доведення. Згiдно з твердженням 1.3 iснує послiдовнiсть (zn)
∞
n=1 точок zn ∈ L∞, така

що zn
w∗
−→ 0, sp{zn : n ∈ N} ∩ Σ(BL1) = {0} i {yn : n ∈ N} ⊆ cc{zn : n ∈ N}

w∗

. Покладемо
B = cc{zn : n ∈ N}

w∗

. Зауважимо, що M = Bo = {zn : n ∈ N}ooo = {zn : n ∈ N}o. Тодi,
згiдно з теоремою 1 множина M є АР-множиною в L1.

Покажемо, що M є радiально обмеженою. Спочатку зауважимо, що радiальна обме-
женiсть множини cc{zn : n ∈ N}o рiвносильна тому, що sup

n∈N
|zn(x)| > 0 для всiх

x ∈ X. Тепер, оскiльки sup
n∈N

|yn(x)| > 0 для всiх x ∈ X, то згiдно з твердженням 1.4

sup
n∈N

|zn(x)| > 0 для всiх x ∈ X.

Наступне твердження показує, що, використовуючи описану вище конструкцiю,
одержати обмежену AP -множину M в просторi L1 не можна, адже простiр L1 не можна
iзоморфно вкласти в простiр c0.

Твердження 2.1. Нехай X – банахiв простiр, (yn)∞n=1 — w∗-збiжна до нуля послiдов-
нiсть функцiй yn ∈ X∗ i M = {yn : n ∈ N}o. Тодi, якщо M — обмежена, то X iзоморфно
вкладається в c0.
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Доведення. Означимо оператор T : X → c0 наступним чином

X 3 x
T−→(y1(x), y2(x), ...) = Tx.

Оскiльки yn
w∗
−→ 0, то yn(x) −→

n→∞
0 для всiх x ∈ X, а, отже, Tx ∈ c0 для всiх x ∈ X.

Зрозумiло, що оператор T — лiнiйний. Покажемо, що оператор T — неперервний.
Зауважимо, що згiдно з принципом рiвномiрної обмеженостi послiдовнiсть (yn)

∞
n=1 —

обмежена за нормою. Без обмеження загальностi вважатимемо, що ‖yn‖ ≤ 1 для ко-
жного n ∈ N. Зафiксуємо x ∈ X. Тодi ‖Tx‖c0 = ‖(y1(x), y2(x), ...)‖c0 = sup

n
|yn(x)| ≤

sup
n

‖yn‖ · ‖x‖ ≤ ‖x‖. Отже, ‖T‖ ≤ 1 i оператор T — неперервний.

Нехай C > 0 таке, що ‖x‖ ≤ C для кожного x ∈ M = {z ∈ X : sup
n

|yn(z)| ≤ 1} =

{z ∈ X : ‖Tz‖c0 ≤ 1}. Тому ‖Tz‖c0 ≥ 1
C
‖z‖ для кожного z ∈ X, тобто T – обмежений

знизу. Отже, T – iзоморфне вкладення.
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Показано, что в пространстве L1 поляра слабо∗ сходящейся к нулю последовательности
содержит радиально ограниченное абсолютно выпуклое множество.


