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Дослiджується проблема: якi з всюди щiльних пiдпросторiв L банахового простору
C(Y ) неперервних на компактi Y функцiй i топологiчних просторiв X мають ту власти-
вiсть, що для кожної нарiзно чи сукупно неперервної функцiї f : X×Y → R iснує така по-
слiдовнiсть нарiзно або сукупно неперервних функцiй fn : X×Y → R, що fx

n = fn(x, ·) ∈ L

для довiльних n ∈ N, x ∈ X, i fx
n ⇒ fx на Y для кожного x ∈ X? Зокрема з’ясовано: коли

простiр C(Y ) має базис, то кожна сукупно неперервна функцiя f : X×Y → R має сукупно
неперервнi апроксимацiї fn такого роду.

1. Вперше наближення нарiзно неперервної функцiї f : R2 → R за допомогою сукупно
неперервних функцiй fn : R2 → R, якi є кусковo лiнiйними вiдносно другої змiнної,
розглянув А. Лебеґ у своїй першiй друкованiй працi [10], де вiн встановив, що кожна
нарiзно неперервна функцiя f : R2 → R належить до першого класу Бера. М. Цуджi
[15] зауважив, що конструкцiю Лебеґа можна застосувати для доведення теореми Бера
про проекцiю множини точок розриву нарiзно неперервних функцiй. У працi [1] за
допомогою многочленiв Бернштейна було показано, що для кожної нарiзно неперервної
функцiї f : [0, 1]2 → R iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних i полiномiальних
вiдносно другої змiнної функцiй fn : [0, 1]2 → R, що fx

n (y) = fn(x, y) ⇒ f(x, y) = fx(y)

на [0,1] при n→ ∞ для кожного x ∈ [0, 1].
Пiсля цього стало зрозумiло, що кожен метод апроксимацiї неперервних функцiй

породжує вiдповiдну задачу про наближення нарiзно неперервних функцiй, i, таким
чином, виникає багато питань, якi пов’язують теорiю наближень з теорiєю нарiзно непе-
рервних функцiй. Результати дослiдження цих питань доповiдалися на трьох наукових
конференцiях [12, 3, 2], другому Всеукраїнському математичному конгресi [5], акаде-
мiї, присвяченiй Ю. Шаудеру, у Львiвському унiверситетi (25 вересня 2009), науковому
семiнарi з теорiї функцiй i функцiонального аналiзу в Чернiвецькому унiверситетi (15
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жовтня 2009) i семiнарi “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностi i математичного аналiзу”
у Ворохтi [7, 4], органiзованому Прикарпатським унiверситетом.

У цiй працi ми обговорюємо проблеми, поставленi в [7], розширюємо їх список i
даємо доведення теорем, сформульованих у [7, 2].

2. Для топологiчного простору Y символом C(Y ) ми позначаємо простiр усiх непе-
рервних дiйснозначних функцiй g : Y → R, а символом Cp(Y ) — цей же простiр,
надiлений топологiєю поточкової збiжностi, що породжується сукупнiстю переднорм
qy(g) = |g(y)|, де y пробiгає множину Y [8, c.30].

Нехай X — ще один топологiчний простiр. Для функцiї f : X × Y → R i точки
(x, y) ∈ X × Y покладемо fx(y) = fy(x) = f(x, y). Функцiя f називається нарiзно
неперервною, якщо функцiї fx : Y → R i fy : X → R— неперервнi для довiльних x ∈ X

i y ∈ Y . Сукупнiсть усiх нарiзно неперервних функцiй f : X × Y → R ми позначаємо
символом CC(X × Y ).

Кожнiй функцiї f : X×Y → R поставимо у вiдповiднiсть вiдображення ϕ : X → RY ,
для якого ϕ(x) = fx для кожного x ∈ X. Про ϕ кажуть, що це — асоцiйоване з f

вiдображення або вертикальне розшарування функцiї f .

Теорема 1. Нехай X i Y — топологiчнi простори i ϕ — вертикальне розшарування
функцiї f : X × Y → R. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) f ∈ CC(X × Y );

(i) ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) — неперервне.

Доведення. (i)⇒(ii). Нехай f ∈ CC(X × Y ). Тодi для кожного x ∈ X за означенням
ϕ(x) = fx ∈ C(Y ), отже, ϕ(X) ⊆ C(Y ). Покажемо, що вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) —
неперервне в кожнiй точцi x ∈ X. Зафiксуємо якусь точку x0 з X i розглянемо базисний
окiл V точки g0 = ϕ(x0) у просторi Cp(Y ), що складається з усiх точок g ∈ Cp(Y ), для
яких

max
k=1,...,n

|g(yk)− g0(yk)| < ε,

де y1, . . . , yn ∈ Y i ε > 0. Оскiльки всi функцiї fyk при k = 1, . . . , n неперервнi в точцi
x0, то iснує такий окiл U точки x0 в X, що для довiльного x ∈ U i кожного k = 1, . . . , n

виконується нерiвнiсть |fyk(x)− fyk(x0)| < ε. Нехай x ∈ U i g = ϕ(x). Тодi для кожного
k = 1, . . . , n

|g(yk)− g0(yk)| = |fx(yk)− fx0(yk)| = |fyk(x)− fyk(x0)| < ε,

отже, g ∈ V . Таким чином, ϕ(U) ⊆ V , що i дає нам неперервнiсть вiдображення ϕ у
точцi x0.

(ii)⇒(i). З умови ϕ(X) ⊆ C(Y ) випливає, що fx ∈ C(Y ) для кожного x ∈ X. Оче-
видно, що для кожного y ∈ Y функцiонали δy : Cp(Y ) → R, δy(g) = g(y) — неперервнi.
Тому з неперервностi вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) негайно випливає неперервнiсть всiх
функцiй fy : X → R, адже fy = δy ◦ ϕ, бо (δy ◦ ϕ)(x) = δy(ϕ(x)) = fx(y) = fy(x).
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3. Для компактного простору Y символом Cu(Y ) ми позначаємо банахiв простiр
(C(Y ), ‖ · ‖), де ‖ · ‖ — рiвномiрна норма на C(Y ), що визначається рiвнiстю

‖g‖ = max
y∈Y

|g(y)|.

Для топологiчних просторiв X i Y символом C(X × Y ) ми позначаємо простiр усiх
сукупно неперервних функцiй f : X × Y → R, тобто функцiй, якi є неперервними на
топологiчному добутку X × Y . Ясно, що C(X × Y ) ⊆ CC(X × Y ).

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y — компактний простiр i ϕ — верти-
кальне розшарування функцiї f : X × Y → R. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) f ∈ C(X × Y );

(ii) ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення ϕ : X → Cu(Y ) — неперервне.

Доведення. (i)⇒(ii). Нехай f ∈ C(X × Y ). Тодi f ∈ CC(X × Y ), отже, ϕ(X) ⊆ C(Y ) за
теоремою 1.

Доведемо, що вiдображення ϕ : X → Cu(Y ) — неперервне. Нехай x0 ∈ X i ε > 0.
Оскiльки функцiя f — сукупно неперервна, то для кожного y ∈ Y можна знайти такi
вiдкритi околи Uy точки x0 в X i Vy точки y в Y , що

|f(u, v)− f(x0, y)| <
ε

2
,

як тiльки (u, v) ∈ Uy × Vy. Система {Vy : y ∈ Y } — це вiдкрите покриття компактного
простору Y . Тому iснують такi точки y1, . . . , yn, що

Y =
n⋃

k=1

Vyk .

Покладемо U =
n⋂

k=1

Uyk . Зрозумiло, що U — це окiл точки x0 у просторi X. Нехай x ∈ U

i y ∈ Y . Знайдемо такий iндекс k = 1, . . . , n, що y ∈ Vyk . Тодi

|fx(y)−fx0(y)| = |f(x, y)−f(x0, y)| ≤ |f(x, y)−f(x0, yk)|+|f(x0, yk)−f(x0, y)| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

бо x i x0 входять в Uyk , а y ∈ Vyk . Тому i

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ = max
y∈Y

|fx(y)− fx0(y)| < ε,

як тiльки x ∈ U , а це i дає нам неперервнiсть ϕ у точцi x0.
(ii)⇒(i). Нехай ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення ϕ : X → Cu(Y ) — неперервне. Роз-

глянемо точку p0 = (x0, y0) ∈ X × Y i доведемо, що функцiя f неперервна в точцi p0.
Для даного ε > 0 знайдемо такий окiл U точки x0 в X, що ‖ϕ(x) − ϕ(x0)‖ < ε

2
, як

тiльки x ∈ U . Скориставшись неперервнiстю функцiї fx0 : Y → R у точцi y0, знайдемо
такий окiл V точки y0 в Y , що |fx(y) − fx0(y0)| < ε

2
, як тiльки y ∈ V . Тодi для точки

p = (x, y) ∈ U × V будемо мати

|f(p)− f(p0)| ≤ |f(x, y)− f(x0, y)|+ |f(x0, y)− f(x0, y0)| =

|fx(y)− fx0(y)|+ |fx0(y)− fx0(y0)| ≤ ‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖+
ε

2
< ε,

що i дає нам неперервнiсть f у точцi p0.
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4. Для пiдпростору L простору C(Y ) покладемо

CL(X × Y ) = {f ∈ CC(X × Y ) : ϕ(X) ⊆ L},

де, як i ранiше, ϕ — асоцiйоване з f вiдображення.
Нехай Y — компактний простiр i L — всюди щiльний пiдпростiр Cu(Y ). Розглянемо

такi проблеми:

Проблема I /I ′/. Для яких пiдпросторiв L для кожної функцiї f ∈ CC(X × Y )

iснує послiдовнiсть функцiй fn ∈ CL(X × Y ) /fn ∈ CL(X × Y ) ∩ C(X × Y )/ така, що
fx
n → fx в Cu(Y ) для кожного x ∈ X?

Проблема II /II ′/. Для яких пiдпросторiв L для кожної функцiї f ∈ C(X × Y )

iснує послiдовнiсть функцiй fn ∈ CL(X × Y ) ∩ C(X × Y ) /fn ∈ CL(X × Y )/ така, що
fx
n → fx в Cu(Y ) для кожного x ∈ X?

Неперервне вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) / ϕ : X → Cu(Y ) / назвемо p-неперервним
/u-неперервним/ вiдображенням. З теорем 1 i 2 випливає, що p-неперервнi вiдображен-
ня вiдповiдають нарiзно неперервним функцiям, а u-неперервнi — сукупно неперервним.
Тому вказанi проблеми можна переформулювати в еквiвалентному виглядi так:

Проблема αβ. Нехай α = p, u, β = p, u. Для яких пiдпросторiв L для кожного
α-неперервного вiдображення ϕ : X → C(Y ) iснує послiдовнiсть β-неперевних вiдобра-
жень ϕn : X → L така, що ϕn(x) → ϕ(x) в Cu(Y ) на X?

Таким чином, поставленi спочатку проблеми I, I ′, II, II ′ рiвносильнi вiдповiдно
проблемам pp, pu, uu, up.

Використовуючи аксiому вибору i умову L = Cu(Y ), легко для довiльного вiдобра-
ження ϕ : X → C(Y ) побудувати послiдовнiсть вiдображень ϕn : X → L таких,
що ϕn(x) → ϕ(x) в Cu(Y ) на X. А от чи можна для кожного p-неперервного чи u-
неперервного вiдображення ϕ : X → C(Y ) зберегти при побудовi апроксимуючих вiдо-
бражень ϕn : X → L тип його неперервностi або його пiдсилити чи послабити — оце i є
суть наших проблем I, I ′, II, II ′.

Нехай знову α = p, u, β = p, u i L — пiдпростiр Cu(Y ). Ми будемо говорити, що
L — це αβ-простiр для простору X, якщо для кожного α-неперервного вiдображення
ϕ : X → C(Y ) iснує послiдовнiсть β-неперевних вiдображень ϕn : X → L така, що
ϕn(x) → ϕ(x) в Cu(Y ) на X. Таким чином, проблема αβ полягає у тому, щоб для
топологiчного простору X i компактного простору Y описати всi αβ-простори для X у
Cu(Y ).

5. Для α = p, u i β = p, u неперервний оператор A : Cα(Y ) → Cβ(Y ) ми називаємо
αβ-неперервним. Таким чином, ми одержуємо чотири типи неперервностi операторiв
A : C(Y ) → C(Y ). Вони пов’язанi мiж собою такими iмплiкацiями:

pu-неперервнiсть ⇒ pp-неперервнiсть
⇓ ⇓

uu-неперервнiсть ⇒ up-неперервнiсть
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Це негайно випливає з того, що топологiя Tu рiвномiрної збiжностi на просторi C(Y ),
тобто топологiя простору Cu(Y ) мажорує топологiю Tp поточкової збiжностi на C(Y ),
тобто топологiю простору Cp(Y ).

Нехай X i Y — топологiчнi простори, f : X × Y → R — неперервна вiдносно другої
змiнної функцiя i A : C(Y ) → C(Y ) — деякий оператор. Тодi формулою

g(x, y) = (Afx)(y)

визначається деяка функцiя g : X × Y → R, яка теж буде неперервною вiдносно другої
змiнної. Нехай ϕ : X → C(Y ) i ψ : X → C(Y ) — вiдображення, асоцiйованi з функцiями
f i g вiдповiдно. Тодi

ψ(x) = gx = Afx = A(ϕ(x))

для кожного x ∈ X, тобто ψ = A ◦ ϕ. Тому на основi теорем 1 i 2 та теореми про
неперервнiсть композицiї отримуємо наступний результат.

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр, Y — компактний простiр, f : X×Y → R
— функцiя, неперервна вiдносно другої змiнної, A : C(Y ) → C(Y ) — оператор, i для
x ∈ X, y ∈ Y

g(x, y) = (Afx)(y).

Тодi:

а) f ∈ CC(X × Y ) i A — pp-неперервний ⇒ g ∈ CC(X × Y );

б) f ∈ CC(X × Y ) i A — pu-неперервний ⇒ g ∈ C(X × Y );

в) f ∈ C(X × Y ) i A — up-неперервний ⇒ g ∈ CC(X × Y );

г) f ∈ C(X × Y ) i A — uu-неперервний ⇒ g ∈ C(X × Y ).

6. Послiдовнiсть операторiв An : C(Y ) → L називається апроксимуючою для пiдпро-
стору L простору C(Y ), якщо Ang → g в Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ). З аксiоми вибору
негайно випливає, що для кожного всюди щiльного пiдпростору L простору Cu(Y ) iснує
апроксимуюча послiдовнiсть операторiв An : C(Y ) → L.

Апроксимуючу послiдовнiсть операторiв An : C(Y ) → L ми називаємо αβ-
апроксимуючою для L (α, β = p, u), якщо всi вiдображення An є αβ-неперервними.

Нехай s — одна з комбiнацiй pp, pu, uu, up. Пiдпростiр L простору C(Y ) ми
називатимемо as-простором, якщо iснує s-апроксимуюча послiдовнiсть операторiв
An : C(Y ) → L.

Теорема 4. Нехай Y — компактний простiр i L — пiдпростiр простору C(Y ) i
s ∈ {pp, pu, up, uu}. Тодi наступнi властивостi рiвносильнi:

(i) L є as-простором;

(ii) L є s-простором для кожного топологiчного простору X.
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Доведення. (i)⇒ (ii). Припустимо, що L — це as-простiр i X — довiльний топологiчний
простiр. Тодi iснує s-апроксимуюча послiдовнiсть операторiв An : C(Y ) → L. Для
функцiї f ∈ CC(X × Y ) розглянемо функцiї fn : X × Y → R, якi визначаються так:

fn(x, y) = (Anf
x)(y).

Ясно, що fx
n = Anf

x → fx в Cu(Y )для кожного x ∈ X, причому fx
n ∈ L для кожного

n. Якщо f ∈ CC(X × Y ) i s — це pp чи pu, то згiдно з теоремою 3 отримуємо, що
fn ∈ CC(X × Y ) чи fn ∈ C(X × Y ) вiдповiдно, отже, L – це s-простiр для X. Якщо ж
f ∈ C(X × Y ) i s = uu або up, то знову з теореми 3 випливає, що fn ∈ C(X × Y ) або
fn ∈ CC(X × Y ) вiдповiдно, отже, i тут L є s-простором.

(ii)⇒ (i). Нехай навпаки L є s-простором для кожного топологiчного простору X,
де s = αβ, α = p або u, i β = p або u. Тодi для кожного α-неперервного вiдображення
ϕ : X → C(Y ) iснує послiдовнiсть β-неперервних вiдображень ϕn : X → L така, що
ϕn(g) → ϕ(g) на X у просторi Cu(Y ). Вiзьмемо за X топологiчний простiр Cα(Y ).
Тотожне вiдображення ϕ : X → C(Y ), ϕ(g) = g, очевидно — α-неперервне. Тому iснує
така послiдовнiсть β-неперервних вiдображень ϕn : X → L, що ϕn(g) → g в Cu(Y )

для кожного g ∈ C(Y ). Оператори An : C(Y ) → L, Ang = ϕn(g), є αβ-неперервними i
Ang → g в Cu(Y ) для кожного g ∈ C(Y ). Таким чином, (An)

∞
n=1 – це αβ-апроксимуюча

послiдовнiсть для L.

Вiдповiдно до проблем αβ з п.4, для кожного s = pp, pu, uu, up постає
Проблема IIIs. Дослiдити, якi всюди щiльнi в Cu(Y ) пiдпростори будуть as-

просторами?
Введенi у цьому пунктi класи просторiв L пов’язанi мiж собою такими iмплiкацiями:

L− apu-простiр ⇒ L− app-простiр
⇓ ⇓

L− auu-простiр ⇒ L− aup-простiр

У зв’язку з цим постає i наступна
Проблема IV . Чи вiрно, що iнших зв’язкiв мiж as-просторами, окрiм вказаних на

схемi, не iснує?

7. Наведемо деякi приклади апроксимуючих послiдовностей операторiв.

Приклад 1. Оператори Бернштейна

(Bng)(y) =
n∑

n=0

Ck
ng

(
k

n

)
yk(1− y)n−k

утворюють pu-апроксимуючу послiдовнiсть для пiдпростору P всiх алгебраїчних полi-
номiв у просторi C[0, 1] (див. [1]).
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Приклад 2. Нехай M — пiдпростiр C[0, 1], що складається з усiх неперервних кусково-
лiнiйних функцiй h : [0, 1] → R. Спiвставимо кожнiй функцiї g ∈ C[0, 1] функцiю h =

Ang ∈ M , графiком якої є ламана з вершинами в точках
(

k
n
, g

(
k
n

))
, де k = 0, 1, . . . , n.

Легко перевiрити, що (An)
∞
n=1 — це pu-апроксимуюча послiдовнiсть для пiдпростору M .

Така послiдовнiсть фактично розглядалася в [10], [15].

Приклад 3. Позначимо символом C2π банахiв простiр неперервних 2π-перiодичних
функцiй g : R → R з нормою ‖g‖ = max

t∈R
|g(t)|. Нехай S = {z ∈ C : |z| = 1} — одиничне

коло на площинi C. Якщо спiвставити кожнiй функцiї h ∈ C(S) функцiю g = Uh ∈ C2π,
для якої g(y) = h(eiy) для y ∈ R, то ми отримаємо iзометрiю U : Cu(S) → C2π. Ця
iзометрiя дозволяє ототожнити простiр CC(X × S) з простором CC2π(X × R) нарiзно
неперервних 2π-перiодичних вiдносно другої змiнної функцiй f : X ×R → R, а простiр
C(X×S) — з вiдповiдним пiдпростором простору CC2π(X×R), що складається з сукупно
неперервних функцiй f : X×R → R. Тому для пiдпросторiв простору C2π можна ввести
тi ж поняття, що й для пiдпросторiв простору Cu(S), як це ми робили ранiше.

Зокрема, послiдовнiсть операторiв Джексона

(Jng)(y) =
1

n+ 1

n∑
k=0

g (yk)Kn(y − yk),

де yk = 2kπ
n+1

i Kn(t) =
2

n+1

(
sin

(n+1)t
2

2sin t
2

)2

— ядра Фейєра, є pu-апроксимуючою для пiдпро-

стору T всiх тригонометричних полiномiв у просторi C2π.
Але вже послiдовнiсть операторiв Фейєра

(Fng)(y) =
1

π

π∫
−π

g(y + t)Kn(t)dt

є uu-апроксимуючою для T , але не pp-апроксимуючою, а значить, i не pu-апроксимую-
чою для T . Цi результати були анонсованi у [4] i доведенi в [6].

8. За допомогою базису Фабера-Шаудера в Cu[0, 1] i теореми про близькi базиси можна
розв’язати проблему IIIuu для простору C[0, 1].

Нагадаємо, базис Фабера-Шаудера простору Cu[0, 1] будується так [14, c.31]. Ко-
жному двiйково-рацiональному числу r = 2k−1

2n
, де n ∈ N i k = 1, . . . , 2n−1, спiвста-

вимо кусково-лiнiйну функцiю ϕr : [0, 1] → R, графiком якої є ламана з вершинами(
0, 0

)
,
(

k−1
2n−1 , 0

)
,
(
2k−1
2n

, 1
)
,
(

k
2n−1 , 0

)
i
(
1, 0

)
. Крiм того, розглянемо функцiї ϕ0(y) = 1− y i

ϕ1(y) = y. Перенумеруємо усi двiйково-рацiональнi числа з вiдрiзка [0,1] за їх рангами
у послiдовнiсть

0, 1,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, . . .
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i позначимо через rk — k-тий член цiєї послiдовностi. Нехай gk = ϕrk−1
при k ∈ N. Тодi

послiдовнiсть (gk)
∞
k=1 — це базис у просторi Cu[0, 1], який називається базисом Фабера-

Шаудера.
Два базиси (xk)

∞
k=1 i (yk)∞k=1 у банахових просторах X i Y вiдповiдно називаються

еквiвалентними, якщо iснує такий iзоморфiзм U : X → Y , що Uxk = yk для кожного
k.

Нам потрiбна буде наступна теорема про близькi базиси [11, c.5].

Теорема 5. Нехай (xk)
∞
k=1 — нормований базис у банаховому просторi X з базисною

константою K i (yk)∞k=1 — послiдовнiсть векторiв з X, для якої
∞∑
k=1

‖xk − yk‖ < 1
2K

. Тодi

i (yk)∞k=1 — це базис в X, який є еквiвалентним базису (xk)
∞
k=1.

Повне розв’язання проблеми IIIuu (а значить i IIIup) у просторi C[0, 1] дає наступна
теорема.

Теорема 6. Кожен всюди щiльний в Cu[0, 1] лiнiйний пiдпростiр L є auu-простором.

Доведення. Нехай (gk)
∞
k=1 — базис Фабера-Шаудера в Cu[0, 1], а K — його базисна кон-

станта. Розглянемо лiнiйний пiдпростiр M простору C[0, 1], що складається з усiх не-
перервних кусково-лiнiйних функцiй. Зрозумiло, що gk ∈ M для кожного k. Кожна
функцiя g ∈ C[0, 1] єдиним чином зображається у виглядi

g =
∞∑
k=1

ck(g)gk,

де ряд збiгається у просторi Cu[0, 1]. Лiнiйнi функцiонали ck : Cu[0, 1] → R, як добре
вiдомо [11, c.7], є неперервними (навiть p-неперервними [14, c.32]), а тому оператори

Sng =
n∑

k=1

ck(g)gk

є uu-неперервними (i навiть pu-неперервними), причому imSn ⊆M i Sng → g в Cu[0, 1].
Нехай L — всюди щiльний лiнiйний пiдпростiр простору Cu[0, 1]. Для кожного но-

мера k iснує така функцiя hk ∈ L, що

‖gk − hk‖ <
1

2k+1K
.

Тодi
∞∑
k=1

‖gk − hk‖ <
∞∑
k=1

1

2k+1K
=

1

2K
.

Тому за теоремою 5 послiдовнiсть (hk)
∞
k=1 — це базис в Cu[0, 1], який є еквiвалентним

базису (gk)
∞
k=1. В такому разi iснує iзоморфiзм U : Cu[0, 1] → Cu[0, 1] такий, що Ugk = hk

для кожного k.
Для кожного n покладемо

An = USnU
−1.
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Ясно, що оператори An є uu-неперервними, бо U , Sn i U−1 є такими. Нехай h ∈ C[0, 1] i
g = U−1h. Тодi

Anh = USng = U
( n∑

k=1

ck(g)gk

)
=

n∑
k=1

ck(g)Ugk =
n∑

k=1

ck(g)hk ∈ L.

Таким чином, An(C[0, 1]) ⊆ L для кожного n. Крiм того,

Anh = USng → Ug = h.

Отже, (An)
∞
n=1 — це uu-апроксимуюча послiдовнiсть для L.

Ми не знаємо вiдповiдi на таке питання:

Проблема V . Чи є серед всюди щiльних лiнiйних пiдпросторiв L простору Cu[0, 1]

такi, що не є apu-просторами? app-просторами?

9. Таким самим способом легко встановлюється загальнiший результат, в якому термiн
базис означає базис Шаудера.

Теорема 7. Нехай Y — такий компактний простiр, що простiр Cu(Y ) має базис i L –
всюди щiльний лiнiйний пiдпростiр Cu(Y ). Тодi L — це auu-простiр.

Таким чином, вiдомо ([11, c.4], [9, 13]), що простiр Cu[0, 1]
n має базис. Бiльше того

[14, теорема 4.4.13], для довiльного метризовного компакта Y простiр Cu(Y ) має базис.
Чи є базис у кожного сепарабельного простору Cu(Y ) ми не знаємо.

З теореми 7 негайно випливає наступна теорема.

Теорема 8. Нехай Y — такий компактний простiр, що простiр Cu(Y ) має базис, L —
всюди щiльний лiнiйний пiдпростiр Cu(Y ), X — топологiчний простiр i f ∈ C(X × Y ).
Тодi iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних CL-функцiй f : X × Y → R, що
fx
n → fx в Cu(Y ) для кожного x ∈ X.

Бiльше того, поняття auu-простору можна ввести i в довiльному нормованому про-
сторi. Справдi, нехай E — нормований простiр i L — його всюди щiльний пiдпростiр.
Такий пiдпростiр L ми назвемо апроксимацiйним, якщо iснує послiдовнiсть неперерв-
них операторiв An : E → L така, що Ang → g в E для кожного g ∈ E. Застосовуючи
теорему про близькi базиси, так само, як в теоремi 5, отримуємо такий результат.

Теорема 9. Нехай E — банаховий простiр з базисом i L — всюди щiльний лiнiйний
пiдпростiр E. Тодi L є апроксимацiйним пiдпростором E.

10. На завершення сформулюємо загальну проблему, яка охоплює частину розгляну-
тих тут задач.

Нехай (E, T ) — топологiчний простiр E з топологiєю T . Його пiдпростiр L назвемо
секвенцiально всюди щiльним, якщо для кожної точки g ∈ E iснує така послiдовнiсть
точок gn ∈ L, що gn → g в E. Припустимо, що на E задана ще одна топологiя S.
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Для топологiчного простору X через CS(X,E) позначимо сукупнiсть всiх неперервних
вiдображень ϕ : X → (E,S).

Проблема V I. Нехай L — секвенцiально всюди щiльний пiдпростiр топологiчного
простору (E, T ), S — топологiя на E i X — топологiчний простiр. За яких умов для
кожного вiдображення ϕ ∈ CS(X,E) iснує послiдовнiсть вiдображень ϕn ∈ CS(X,E)

така, що ϕn(x) → ϕ(x) в (E, T ) для кожного x ∈ X?
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Voloshyn H.A., Maslyuchenko V.K., Maslyuchenko O.V. On approximation of the separately

and jointly continuous functions, Carpathian Mathematical Publications, 2, 2 (2010), 10–20.

We investigate the following problem: which dense subspaces L of the Banach space C(Y )

of continuous functions on a compact Y and topological spaces X have such property, that

for every separately or jointly continuous functions f : X × Y → R there exists a sequence of

separately or jointly continuous functions fn : X × Y → R such, that fx
n = fn(x, ·) ∈ L for

arbitrary n ∈ N, x ∈ X and fx
n ⇒ fx on Y for every x ∈ X? In particular, it was shown, if

the space C(Y ) has a basis that every jointly continuous function f : X × Y → R has jointly

continuous approximations fn such type.

Волошин Г.А., Маслюченко В.К., Маслюченко О.В. О приближении раздельно и совокуп-
но непрерывных функций // Карпатские математические публикации. — 2010. — Т.2, №2.
— C. 10–20.

Исследуется проблема: какие из всюду плотных подпространств L банахового про-
странства C(Y ) непрерывных функций на компакте Y и топологических пространств X

обладают тем свойством, что для каждой раздельно или совокупно непрерывной функции
f : X × Y → R существует такая последовательность раздельно или совокупно непрерыв-
ных функций fn : X × Y → R, что fx

n = fn(x, ·) ∈ L для произвольных n ∈ N, x ∈ X, и
fx
n ⇒ fx на Y для каждого x ∈ X. Показано, что если пространство C(Y ) имеет базис, то

каждая совокупно непрерывная функция f : X × Y → R имеет совокупно непрерывные
аппроксимации fn такого рода.


