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У роботi побудовано полiномiальний (нелiнiйний) аналог повiльно зростаючих розпо-
дiлiв Шварца. Розглянуто узагальнену операцiю диференцiювання у просторi полiномi-
альних узагальнених функцiй, а також перетворення Фур’є-Лапласа таких розподiлiв.
Наведено приклади.

Вступ

Узагальненi функцiї Шварца давно стали класичним iнструментом математичної
фiзики. Проте ряд задач, наприклад, квантової теорiї поля (див. [4]), вимагають полiно-
мiального (нелiнiйного) узагальнення поняття узагальненої функцiї. У роботах [11, 12]
побудовано полiномiальнi ультрарозподiли та розглянуто полiномiальне узагальнення
операцiї крос-кореляцiї i перетворення Лапласа. У цiй статтi ми вводимо клас P′(S ′

+) по-
лiномiальних повiльно зростаючих узагальнених функцiй, що є узагальненням простору
S ′
+ класичних розподiлiв Шварца. При цьому простiр P′(S ′

+) з точнiстю до iзоморфiзму
асоцiюється iз згортковою алгеброю коефiцiєнтiв

∏×
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, що дозволяє ввести на
P′(S ′

+) структуру алгебри.
Зауважимо, що є iншi широко вiдомi нескiнченновимiрнi узагальнення класичних

просторiв розподiлiв, якi використовують методи гауссiвського аналiзу бiлого шуму i
концепцiю трiйок Гельфанда [7, 9, 10].

1 Попереднi вiдомостi i означення

Нехай X, Y — локально опуклi комплекснi векторнi простори. Позначимо L (X, Y )

простiр всiх неперервних лiнiйних операторiв з топологiєю рiвномiрної збiжностi на
обмежених множинах в X. Для простоти писатимемо L (X) замiсть L (X,X). Сильно
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спряжений простiр до X ми будемо позначати X ′. Дiю функцiоналу f ∈ X ′ на елемент
x ∈ X ми будемо записувати

〈
f | x

〉
.

Для довiльного n ∈ N позначимо L (nX,C) := L (X × . . . × X,C) простiр всiх не-
перервних n-лiнiйних функцiоналiв. Функцiонал F ∈ L (nX,C) називається симетрич-
ним, якщо F (x1, . . . , xn) = F (xσ(1), . . . , xσ(n)), де σ — довiльна перестановка множини
{1, . . . , n}. Простiр всiх симетричних n-лiнiйних неперервних функцiоналiв позначи-
мо Ls(

nX,C). Визначимо так зване дiагональне вiдображення як природне вкладення
∆n : X 3 x 7−→ (x, . . . , x) ∈ X × . . . × X. Вiдображення P називається неперервним
n-однорiдним полiномом, якщо знайдеться F ∈ L (nX,C) таке, що P (x) = F (∆n(x)).
Простiр усiх неперервних n-однорiдних полiномiв позначимо Pn(X) i надiлимо його то-
пологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах в X. За означенням приймемо
P0(X) = C.Для детальнiшого ознайомлення з основами теорiї полiномiв на нескiнченно-
вимiрних просторах ми рекомендуємо книгу [5].

Для n-го (симетричного) тензорного степеня простору X будемо використовувати
позначення ⊗nX (вiдповiдно ⊗n

sX). Поповнення тензорного добутку ⊗ (симетричного
тензорного добутку ⊗s) в проективнiй локально опуклiй топологiї позначатимемо ⊗p

(вiдповiдно ⊗s,p).
Для означення простору Pn(X) можна використати лiнiйнi топологiчнi iзоморфiз-

ми Pn(X) ' Ls(
nX,C) '

(
⊗n

s,pX
)′, описанi у книзi [5]. Якщо розглянути природне

вкладення
⊗n : X × . . .×X 3 (x1, . . . , xn) 7−→ x1 ⊗ . . .⊗ xn ∈ ⊗n

pX,

то iзоморфiзм (⊗n
s,pX)′ 3 pn 7−→ Pn := pn ◦ ⊗n ◦ ∆n ∈ Pn(X) однозначно визначає

n-однорiдний полiном як композицiю

Pn(x) =
〈
pn | ⊗nx

〉
, де ⊗n x := x⊗ · · · ⊗ x = (⊗n ◦∆n)x, x ∈ X. (1)

Простiр всiх скiнченних сум P(X) =
{
P =

m∑
n=0

Pn : Pn ∈ Pn(X), m ∈ N
}

, надiлений

топологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах в X, називається простором
неперервних полiномiв на X. Простiр P(X) є топологiчною алгеброю з одиницею i мно-

женням P (x) ·Q(x) =
∑

n∈Z+

n∑
m=0

Pm(x) ·Qn−m(x).

Символами P′(X), P′
n(X) ми будемо позначати сильно спряженi простори до P(X),

Pn(X) вiдповiдно. Аналогiчнi простори полiномiв P(X ′), Pn(X
′) i сильно спряжених до

них просторiв P′(X ′), P′
n(X

′) ми вважаємо визначеними для простору X ′.

Всюди в роботi символом
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pX ми позначаємо декартовий локально опуклий

добуток i
⊕∑

n∈Z+

⊗n
s,pX — пряму локально опуклу суму симетричних тензорних степенiв

⊗n
s,pX простору X; аналогiчно для простору X ′. Зауважимо, що елементи прямої суми

мiстять лише скiнченну кiлькiсть доданкiв.
Нехай простiр X є ядерним (F ) або (DF ) локально опуклим простором (див. [8, 3]).

Зауважимо, що у цьому випадку простори ⊗n
s,pX

′ i (⊗n
s,pX)′ — топологiчно iзоморфнi.



Полiномiальнi повiльно зростаючi розподiли 125

Наведемо ряд тверджень, доведених у роботi [12], якi дають тензорну характеристику
вiдповiдних полiномiальних алгебр.

Твердження 1.1 ([12]). Справджуються наступнi лiнiйнi топологiчнi iзоморфiзми

⊗n
s,pX

′ ΥX′
' Pn(X), ⊗n

s,pX
ΥX' Pn(X

′),
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pX

′ Υ̃X′
' P′(X ′),

⊕∑
n∈Z+

⊗n
s,pX

Υ̃X' P(X ′).

Елементи простору
∏×

n∈Z+
⊗n

s,pX
′ на довiльний x ∈ X дiють за формулою

p(x) :=

〈
×∏

n∈Z+

pn

∣∣∣ ⊕∑
n∈Z+

⊗nx

〉
=
∑
n∈Z+

Pn(x), p =
×∏
pn, (2)

де Pn(x) визначається формулою (1). Зауважимо, що множина
∑⊕ ⊗nx є тотальною

пiдмножиною в
∑⊕ ⊗n

s,pX.

Наслiдок 1.1 ([12]). Простори P′(X ′) i P(X ′) утворюють двоїстiсть
〈
P′(X ′) | P(X ′)

〉
.

Крiм того, якщо X неперервно i щiльно вкладається в X ′, то правильним є неперервне
щiльне вкладення P(X ′) # P′(X ′).

Елементи простору P′(X ′) ми називатимемо полiномiальними узагальненими функ-
цiями. Їх можна розумiти як полiноми на просторi X в розумiннi формули (2). Надалi,
враховуючи iзоморфiзм Υ̃X′ , полiномiальнi узагальненi функцiї деколи будемо запису-
вати у виглядi (p1, p2, . . . , pn, . . . ), де pn ∈ ⊗n

s,pX
′.

Твердження 1.2 ([12]). Пряма сума
∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pX =
{
ϕ =

∑⊕ ϕn : ϕn ∈ ⊗n
s,pX

}
є

локально опуклою алгеброю вiдносно згортки ϕ ? ψ :=
⊕∑

n∈Z+

( n∑
m=0

ϕm ⊗s ψn−m

)
, i вiдоб-

раження
{∑⊕ ⊗n

s,pX, ?
} Υ̃X−→

{
P(X ′), ·

}
є iзоморфiзмом алгебр.

Наслiдок 1.2 ([12]). Множення алгебри P(X ′) може бути єдиним чином про-
довжене до множення в P′(X ′). Простiр P′(X ′) є топологiчною алгеброю вiдносно введе-
ного множення i Υ̃X однозначно продовжується до алгебраїчного iзоморфiзму{∏×

n∈Z+
⊗n

s,pX
′, ?

}
Υ̃X′
'
{
P′(X ′), ·

}
.

У просторi L
[∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pX
]

неперервних лiнiйних операторiв з
∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pX в себе

розглянемо пiдалгебру LΓ

[∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pX

]
операторiв, якi залишають простори ⊗n

s,pX

iнварiантними, тобто

L

 ⊕∑
n∈Z+

⊗n
s,pX

 ⊃ LΓ

 ⊕∑
n∈Z+

⊗n
s,pX

 :=


L [⊗0

s,pX] 0 . . . 0 . . .

0 L [⊗1
s,pX] . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L [⊗n
s,pX] . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

де, очевидно, ⊗0
s,pX = C i ⊗1

s,pX = X. Використовуючи iзоморфiзм ΥX , ми буде-

мо асоцiювати вiдповiднi операторнi алгебри, а саме L
[∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pX
]
' L [P(X ′)] i

LΓ

[∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pX

]
' LΓ [P(X

′)].
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2 Полiномiальне розширення повiльно зростаючих узагальнених
функцiй

У роботах [11, 12] побудовано полiномiальне розширення ультрарозподiлiв з носiями
на пiвосi [0,+∞) та в конусi Rd

+ вiдповiдно i розглянуто узагальнення перетворення
Лапласа для полiномiальних ультрарозподiлiв.

Нехай S := S(R), S ′ := S ′(R) позначають класичнi простори Шварца швидко спа-
дних функцiй та повiльно зростаючих узагальнених функцiй вiдповiдно. Вiдомо [1], що
S є ядерним (F ) простором, а S ′ — ядерним (DF ) простором.

Розглянемо в S ′ пiдпростiр S ′
+ тих розподiлiв, якi тотожно рiвнi нульовому функ-

цiоналу на пiвосi (−∞, 0). Нехай (S ′
+)

◦ — поляра пiдпростору S ′
+ вiдносно двоїстостi

〈S ′, S〉. Тодi дуальним до S ′
+ буде факторпростiр

S+ := S/(S ′
+)

◦ =
{
ϕ = ϕ+ ϕ0 : ϕ ∈ S, ϕ0 ∈ (S ′

+)
◦} .

Нехай θ(x) позначає характеристичну функцiю додатної пiвосi. Ядро оператора мно-
ження на функцiю Хевiсайда θ(x)

Θ: S 3 ϕ 7−→ θϕ ∈ S ′
+

спiвпадає з (S ′
+)

◦. Тому для його образу Θ[S] правильним є топологiчний iзоморфiзм
S+ ' Θ[S]. Таким чином, кожен елемент ϕ ∈ S+ можна розумiти як регулярний розпо-
дiл з простору S ′

+.
З теорiї ядерних просторiв [2] випливає, що S ′

+ є ядерним (DF ) простором, а S+ —
ядерним (F ) простором. Крiм того, S ′

+ є згортковою алгеброю з одиницею δ(x), де
δ(x) — дельта функцiя Дiрака, а S+ є алгеброю вiдносно поточкового множення будь-
яких представникiв вiдповiдних класiв сумiжностi.

Множина (S ′
+)

◦ є iдеалом в алгебрi S, iнварiантним вiдносно лiвостороннiх зсувiв.
Тому у факторпросторi S+ коректно визначено напiвгрупу зсувiв

Tt : S+ 3 ϕ(x) 7−→ Θϕ(x+ t) ∈ S+, t ≥ 0.

Iдеал (S ′
+)

◦ є також iнварiантним вiдносно оператора диференцiювання D, тому корект-
но визначеним є оператор

D : S+ 3 ϕ 7−→ D(ϕ) ∈ S+.

Нехай T ′
t i D′ — спряженi оператори до Tt i D вiдповiдно вiдносно дуальної пари〈

S ′
+, S+

〉
. Зауважимо, що простiр S+ неперервно i щiльно вкладається у простiр S ′

+

(це випливає з вкладення S # S ′). Отже, ми можемо розглянути простiр полiномiв
P(S ′

+) i його спряжений P′(S ′
+), для яких згiдно iз наслiдком 1.1 виконується неперерв-

не щiльне вкладення P(S ′
+) # P′(S ′

+). Крiм того,
〈
P′(S ′

+),P(S ′
+)
〉

— дуальна пара.

Теорема 1. (i) Однопараметрична сiм’я
{
Γ(T ′

t)
}
t≥0

лiнiйних операторiв, яка визначена

на згортковiй алгебрi
{∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pS+, ?
}

рiвнiстю[
Υ̃S+Γ(T

′
t)Υ̃

−1
S+
(Q)
]
(f) = Q(T ′

tf), Q =
∑
n∈Z+

Qn ∈ P(S ′
+), f ∈ S ′

+,
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де Qn = qn ◦⊗n ◦∆n ∈ Pn(S ′
+), qn ∈ ⊗n

s,pS+, є одностайно неперервною (C0) напiвгрупою
алгебраїчних автоморфiзмiв.

Її генератор dΓ(D′) належить пiдалгебрi LΓ

[∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pS+

]
i на довiльний елемент

q =
∑⊕

n∈Z+
qn ∈

∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pS+, де qn = ⊗nϕ ∈ ⊗n

s,pS+, ϕ ∈ S+, дiє за правилом

dΓ(D′)q =
⊕∑

n∈Z+

n∑
j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ϕ⊗D(ϕ)︸ ︷︷ ︸
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ϕ︸ ︷︷ ︸
n−j

.

(ii) Однопараметрична сiм’я
{
Γ(Tt)

}
t≥0

лiнiйних операторiв, яка визначена на згор-

тковiй алгебрi
{∏×

n∈Z+
⊗n

s,pS ′
+, ?
}

рiвнiстю

[
Υ̃S′

+
Γ(Tt)Υ̃

−1
S′
+
(P )
]
(ϕ) = P (Ttϕ), P =

×∏
n∈Z+

Pn ∈ P′(S ′
+), ϕ ∈ S+,

де Pn = pn ◦⊗n ◦∆n ∈ Pn(S+), pn ∈ ⊗n
s,pS ′

+, є одностайно неперервною (C0) напiвгрупою
алгебраїчних автоморфiзмiв.

Її генератор dΓ(D) належить пiдалгебрi LΓ

[∏×
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+

]
i на довiльний елемент

p =
∏×

n∈Z+
pn ∈

∏×
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, де pn = ⊗nf ∈ ⊗n
s,pS ′

+, f ∈ S ′
+, дiє за правилом

dΓ(D)p = −
×∏

n∈Z+

n∑
j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′(f)︸ ︷︷ ︸
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ f︸ ︷︷ ︸
n−j

.

Доведення. Нехай Sn позначає поповнення простору S за нормою

‖ϕ‖n = sup
x∈R, 0≤α≤n

(1 + x2)n/2|Dαϕ(x)|, ϕ ∈ S, n ∈ {0} ∪ N.

Для кожного n ∈ {0} ∪ N розглянемо факторпростiр Sn
+ := Sn/(S ′

+)
◦. Тодi простiр S+

може бути зображений у виглядi проективної границi [1]

S+ = limpr
n→∞

Sn
+,

причому кожне вкладення Sn+1
+ ⊂ Sn

+ (n = 0, 1, 2, . . . ) цiлком неперервне. Використо-
вуючи вiдому [6] властивiсть комутативностi проективних границь iз проективними
тензорними добутками отримаємо

⊗n
s,pS+ = ⊗n

s,p lim pr
n→∞

Sn
+ = limpr

n→∞
⊗n

s,pSn
+. (3)

Система функцiй

qn = ⊗nϕ : (t1, . . . , tn) 7−→ ϕ(t1)⊗ · · · ⊗ϕ(tn), (4)

де ϕ ∈ S+, є тотальною пiдмножиною в ⊗n
s,pS+.
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З твердження 1.1 випливають рiвностi[
Υ̃S+Γ(T

′
t)Υ̃

−1
S+
(Q)
]
(f) =

∑
n∈Z+

〈
⊗n (T ′

tf) | qn
〉
=
∑
n∈Z+

〈
T ′
tf ⊗ · · · ⊗ T ′

tf | ϕ⊗ · · · ⊗ϕ
〉
=

∑
n∈Z+

〈
T ′
tf | ϕ

〉n
=
∑
n∈Z+

〈
f | Ttϕ

〉n
=
∑
n∈Z+

〈
⊗n f | ⊗n(Ttϕ)

〉
=
∑
n∈Z+

〈
⊗n f | (⊗nTt)(qn)

〉
.

Для кожного n розглянемо напiвгрупу ⊗nTt на тотальнiй пiдмножинi (4) в просторi
⊗n

s,pS+. Оскiльки оператор Tt здiйснює лiнiйну замiну змiнних, то, очевидно, маємо

‖Ttϕ‖n = ‖ϕ‖n, ∀n ∈ {0} ∪ N.

Звiдси, а також iз регулярностi проективної границi (3), випливає одностайна неперерв-
нiсть напiвгрупи ⊗nTt в просторi ⊗n

s,pS+ для кожного n = 0, 1, 2, . . . . Використовуючи
(C0) властивiсть напiвгрупи Tt, легко довести цю ж властивiсть для напiвгрупи ⊗nTt.
Остаточно, одностайна неперервнiсть та сильна неперервнiсть напiвгрупи Γ(T ′

t) випли-
ває iз властивостей топологiї прямої суми.

Знайдемо генератор напiвгрупи ⊗nTt. Для кожного фiксованого qn = ⊗nϕ маємо

d

dt

[
(⊗nTt)(qn)

]∣∣∣
t=0

=
d

dt

[
Ttϕ⊗ · · · ⊗ Ttϕ

]∣∣∣
t=0

=

n∑
j=1

Ttϕ⊗ · · · ⊗ Ttϕ⊗ d

dt
Ttϕ︸ ︷︷ ︸

j

⊗Ttϕ⊗ · · · ⊗ Ttϕ︸ ︷︷ ︸
n−j

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ϕ⊗D(ϕ)︸ ︷︷ ︸
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ϕ︸ ︷︷ ︸
n−j

.

Операцiя диференцiюванняD є лiнiйною i неперервною в просторi S+ [1]. Тому оператор
⊗j−1I+ ⊗ D ⊗n−j I+, де I+ позначає тотожнiй оператор в L [S+], належить простору
L [⊗n

s,pS+]. Для завершення доведення пункту (i) залишилось використати те, що кожен
елемент q ∈

∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pS+ можна апроксимувати лiнiйною комбiнацiєю елементiв (4).

Використовуючи теорiю двоїстостi i дуальнiсть
〈∏×

n∈Z+
⊗n

s,pS ′
+ |
∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pS+

〉
, лег-

ко провести аналогiчнi мiркування для доведення пункту (ii).

Теорема 2. (i) Генератор dΓ(D′) є неперервним диференцiюванням на згортковiй
алгебрi

∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pS+, тобто

dΓ(D′)(p ? q) = [dΓ(D′)p] ? q + p ? [dΓ(D′)q] (5)

для довiльних p, q ∈
∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pS+.

(ii) Генератор dΓ(D) є неперервним диференцiюванням на згортковiй алгебрi∏×
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, тобто

dΓ(D)(p ? q) = [dΓ(D)p] ? q + p ? [dΓ(D)q] (6)

для довiльних p, q ∈
∏×

n∈Z+
⊗n

s,pS ′
+.



Полiномiальнi повiльно зростаючi розподiли 129

(iii) Генератори dΓ(D) i dΓ(D′) задовольняють дуальне спiввiдношення

〈dΓ(D)p | q〉 = −〈p | dΓ(D′)q〉 , ∀p ∈
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, ∀q ∈
⊕∑

n∈Z+

⊗n
s,pS+. (7)

Доведення. (i) Нехай p =
∑⊕

n∈Z+
⊗nϕ ∈

∑⊕
n∈Z+

⊗n
s,pS+ i q =

∑⊕
n∈Z+

⊗nψ ∈
∑⊕

n∈Z+
⊗n

s,pS+,
ϕ,ψ ∈ S+. Тодi

p ? q =

 ⊕∑
n∈Z+

⊗nϕ

 ?

 ⊕∑
n∈Z+

⊗nψ

 =
⊕∑

n∈Z+

n∑
m=0

(⊗mϕ)⊗ (⊗n−mψ).

Нехай n
jD позначає оператор, що на довiльний елемент виду ⊗nϕ ∈ ⊗n

s,pS+ дiє за
правилом

n
jD[⊗nϕ] := ϕ⊗ · · · ⊗ϕ⊗D(ϕ)︸ ︷︷ ︸

j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ϕ︸ ︷︷ ︸
n−j

.

Далi безпосередньо переконуємося у правильностi рiвностi (5):

dΓ(D′)(p ? q) =
⊕∑

n∈Z+

n∑
m=0

n∑
j=1

n
jD[(⊗mϕ)⊗ (⊗n−mψ)] =

⊕∑
n∈Z+

n∑
m=0

(
m∑
j=1

m
jD[⊗mϕ]⊗ (⊗n−mψ) +

n−m∑
j=1

(⊗mϕ)⊗ n−m
jD[⊗n−mψ]

)
=

⊕∑
n∈Z+

n∑
m=0

(( m∑
j=1

m
jD[⊗mϕ]

)
⊗ (⊗n−mψ)

)
+

⊕∑
n∈Z+

n∑
m=0

(
(⊗mϕ)⊗

( n−m∑
j=1

n−m
jD[⊗n−mψ]

))
=

[dΓ(D′)p] ? q + p ? [dΓ(D′)q].

(ii) Доведення рiвностi (6) проводиться аналогiчно.
(iii) Правильнiсть спiввiдношення (7) вiдразу слiдує iз рiвностей D′ = −D та〈

n∑
j=1

n
jD

′[pn]
∣∣∣ qn〉 =

〈
n∑

j=1

n
jD

′[⊗nf ]
∣∣∣ ⊗nϕ

〉
=

−

〈
⊗nf

∣∣∣ n∑
j=1

n
jD[⊗nϕ]

〉
= −

〈
pn

∣∣∣ n∑
j=1

n
jD[qn]

〉
,

де pn = ⊗nf ∈ ⊗n
s,pS ′

+, f ∈ S ′
+, qn = ⊗nϕ ∈ ⊗n

s,pS+, ϕ ∈ S+, а оператор n
jD

′ визначається
за формулою n

jD
′[⊗nf ] := f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′(f)︸ ︷︷ ︸

j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ f︸ ︷︷ ︸
n−j

.

Елементи простору P ′(S ′
+) ми називатимемо полiномiальними повiльно зростаючи-

ми узагальненими функцiями.
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3 Полiномiальне розширення перетворення Фур’є-Лапласа

Вiдомо з [1], що перетворення Фур’є ϕ̂(ζ) := [Fϕ(t)](ζ) бiєктивно i неперервно вiд-
ображає простiр S на простiр S. Побудуємо факторпростiр

Ŝ+ := S
/
F
[
(S ′

+)
◦] ,

який, очевидно, буде образом при перетвореннi Фур’є елементiв з простору S+, тобто
визначеним є вiдображення F+ : S+ 7−→ Ŝ+. Користуючись iн’єктивнiстю вiдображе-
ння F+, простiр Ŝ+ надiлимо iндукованою перетворенням F+ топологiєю. Звiдси ви-
пливає, що простiр Ŝ+ є ядерним (F ) простором. Нехай F ′

+ : Ŝ ′
+ 7−→ S ′

+ — спряжене
до F+ вiдображення, де Ŝ ′

+ — сильно спряжений до Ŝ+ простiр. Перетворення F ′
+ :=

2π(F ′
+)

−1 : S ′
+ 3 f 7−→ f̂ ∈ Ŝ ′

+ назвемо узагальненим перетворенням Фур’є-Лапласа
узагальнених функцiй з класу S ′

+.
Вiдображення F ′

+ є неперервним у сильнiй топологiї простору S ′
+, тому Ŝ ′

+ є ядерним
(DF ) простором. Крiм того Ŝ ′

+ є мультиплiкативною алгеброю з одиницею δ̂ вiдносно
множення

(̂f ∗ g) = f̂ · ĝ, f, g ∈ S ′
+.

Бiлiнiйна форма
〈
F ′

+f | F+ϕ
〉
=
〈
F ′
+F ′

+f | ϕ
〉
= 2π 〈f | ϕ〉, де f ∈ S ′

+, ϕ ∈ S+ визна-
чає нову дуальнiсть

〈
Ŝ ′
+ | Ŝ+

〉
.

Використовуючи твердження 1.1, ми можемо розширити узагальнене перетворення
Фур’є-Лапласа на алгебру P ′(S ′

+) наступним чином.
Комутативна дiаграма

P′(S ′
+)

F′
+−−−→ P′(Ŝ ′

+)

Υ̃S′
+

∥∥∥ Υ̃Ŝ′
+

∥∥∥
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+

×(⊗nF ′
+)

−−−−−→
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pŜ ′

+

однозначно визначає полiномiальне розширення

F′
+ : P

′(S ′
+) 3 P =

×∏
n∈Z+

Pn 7−→ P̂ :=
×∏

n∈Z+

F′
n(Pn) ∈ P′(Ŝ ′

+), Pn ∈ Pn(S+)

узагальненого перетворення Фур’є-Лапласа F ′
+, де F′

n – однорiдний випадок вiдображе-
ння F′

+, тобто перетворення, що однозначно визначається комутативною дiаграмою

Pn(S+)
F′
n−−−→ Pn(Ŝ+)

ΥS′
+

∥∥∥ ΥŜ′
+

∥∥∥
⊗n

s,pS ′
+

⊗nF ′
+−−−→ ⊗n

s,pŜ ′
+ .

Вiдображення F′
+ ми назвемо полiномiальним перетворенням Фур’є-Лапласа. Слiд

зауважити, що це вiдображення належить дiагональнiй пiдалгебрi LΓ

[
P′(S ′

+),P
′(Ŝ ′

+)
]
.
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Бiльше того, перетворення F′
+ дiє як сюр’єктивний топологiчний iзоморфiзм з P′(S ′

+)

на P′(Ŝ ′
+).

З наслiдку 1.1 випливає, що звуження

F+ := F′
+ |P(S′

+)

на щiльну пiдалгебру P(S ′
+) ⊂ P′(S ′

+) дiє як алгебраїчний iзоморфiзм

F+ : P(S ′
+) 3 Q =

∑
n∈Z+

Qn −→ Q̂ :=
∑
n∈Z+

Fn(Qn) ∈ P(Ŝ ′
+), Qn ∈ Pn(S ′

+),

де Fn := F′
n |Pn(S′

+). Крiм того, правильною є дуальна рiвнiсть
〈
P̂ | Q̂

〉
= 〈P | Q〉 .

Приклад 3.1. Знайдемо узагальнене перетворення Фур’є-Лапласа дельта-функцiї
Дiрака

〈
F ′

+δ | F+ϕ
〉
= 2π 〈δ | ϕ〉 = 2πϕ(0) =

∫ +∞

−∞
eitξ ϕ̂(ξ) dξ

∣∣∣∣
t=0

=

∫ +∞

−∞
ϕ̂(ξ) dξ = 〈1 | F+ϕ〉 .

Таким чином, F ′
+δ = 1.

Розглянемо елемент δp з простору
×∏

n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+ виду

δp = (δ, δ ⊗ δ, . . . ,⊗nδ, . . . ).

Зауважимо, що кожен ⊗nδ ∈ ⊗n
s,pS ′

+ можна розумiти як n-однорiдний полiном з про-
стору Pn(S ′

+) в сенсi формули (1).
Обчислимо полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа елемента δp. Для довiльного

n ∈ N маємо
⊗nF ′

+ [⊗nδ] = 1⊗ · · · ⊗ 1 = ⊗n1.

Тому остаточно отримаємо F′
+[δp] = (1, 1⊗ 1, . . . ,⊗n1, . . . ).

Приклад 3.2. Нехай θ(x) – функцiя Хевiсайда. Знайдемо її узагальнене перетворення
Фур’є-Лапласа. 〈

F ′
+θ | F+ϕ

〉
= 2π 〈θ | ϕ〉 = 2π

∫ ∞

0

ϕ(t) dt =

2π

∫ +∞

0

e−itξ ϕ(t) dt

∣∣∣∣
ξ=0

= 2πϕ̂(0) = 2π 〈δ | F+ϕ〉 .

Отримали F ′
+θ = 2πδ. Знайдемо полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа елемента

θp = ( 1
2π
θ, 1

2π
θ ⊗ 1

2π
θ, . . . ,⊗n 1

2π
θ, . . . ). Для довiльного n ∈ N маємо

⊗nF ′
+

[
⊗n 1

2π
θ

]
= δ ⊗ · · · ⊗ δ = ⊗nδ.

Отже, F′
+[θp] = δp.
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In the article polynomial (nonlinear) analogue of tempered Schwartz distributions is con-

structed. Generalized operation of differentiation in the space of polynomial generalized func-

tions as well as Fourier-Laplace transformation of such distributions are considered. Some

examples are given.
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В работе построено полиномиальный (нелинейный) аналог медленно растущих распре-
делений Шварца. Рассмотрено обобщенную операцию дифференцирования в простран-
стве полиномиальных обобщенных функций, а также преобразование Фурье-Лапласа та-
ких распределений. Приведены примеры.


