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За допомогою операторiв Джексона i Бернштейна ми доводимо, що для кожного то-
пологiчного простору X i довiльної нарiзно неперервної функцiї f : X × R → R, яка
є 2π-перiодичною вiдносно другої змiнної, iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних
функцiй fn : X × R → R, для якої функцiї fx

n = fn(x, ·) : R → R – це тригонометричнi
полiноми i fx

n ⇒ fx на R для кожного x ∈ X.

Вступ

Зважаючи на вiдому теорему Вейєрштасса про рiвномiрне наближення неперервних
на вiдрiзку функцiй алгебраїчними полiномами [8, c. 98], природно розглянути таке
питання: чи для кожної нарiзно неперервної функцiї f : [0, 1]2 → R iснує така послiдов-
нiсть функцiй fn : [0, 1]2 → R, неперервних вiдносно першої змiнної i полiномiальних
вiдносно другої, що послiдовнiсть полiномiв fx

n = fn(x, ·) для кожного x ∈ [0, 1] рiв-
номiрно прямує до функцiї fx = f(x, ·) на вiдрiзку [0, 1]. У працi [1] за допомогою
операторiв Бернштейна Bn : C[0, 1] → C[0, 1], якi на неперервну функцiю g ∈ C[0, 1]

дiють за правилом

(Bng)(y) =
n∑

k=0

Ck
ng

(k

n

)
yk(1− y)n−k,

де 0 ≤ y ≤ 1, було показано, що для довiльного топологiчного простору X та кожної
нарiзно неперервної функцiї f : X × [0, 1] → R функцiї

fn(x, y) = (Bnfx)(y),

де x ∈ X, y ∈ [0, 1] є сукупно неперервними i полiномiальними вiдносно другої змiнної,
причому fx

n ⇒ fx на [0, 1] для кожного x ∈ X. Тут запис hn ⇒ h на Y означає, звичайно
ж, рiвномiрну збiжнiсть hn до h, тобто ‖hn − h‖ = sup

x∈Y
|hn(y)− h(y)| → 0 при n →∞.
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Подiбнi питання можна ставити (див. [2]) i для iнших методiв наближення неперер-
вних функцiй чи ще якихось об’єктiв. Тут ми вивчаємо спорiднене питання, що пов’яза-
не з другою теоремою Вейерштрасса про рiвномiрне наближення тригонометричними
полiномами [8, c. 398]. За допомогою операторiв Джексона або Бернштейна ми вста-
новлюємо, що для кожного топологiчного простору X i довiльної нарiзно неперервної
функцiї f : X ×R→ R, яка є 2π-перiодичною вiдносно другої змiнної, iснує така послi-
довнiсть сукупно неперервних функцiй fn : X×R→ R, для якої функцiї fx

n : R→ R – це
тригонометричнi полiноми, i fx

n ⇒ fx на R для кожного x ∈ X. Ми також з’ясовуємо,
що оператори Фейєра годяться лише для наближення сукупно неперервних функцiй
f : X × R → R, якi є 2π-перiодичними вiдносно другої змiнної, встановивши, що во-
ни – неперервнi в топологiї рiвномiрної збiжностi, але розривнi в топологiї поточкової
збiжностi.

Цi результати було анонсовано в [3].

1 Позначення i допомiжнi результати

На просторi C(Y ) всiх неперервних функцiй g : Y → R, заданих на топологiчно-
му просторi Y , розглянемо локально опуклу топологiю Tp поточкової збiжностi, яка
задається сукупнiстю переднорм

qy(g) = |g(y)|, y ∈ Y.

Локально опуклий простiр (C(Y ), Tp) позначимо символом Cp(Y ).
Для компактного простору Y символом Cu(Y ) ми позначаємо банахiв простiр

(C(Y ), ‖ · ‖) з рiвномiрною нормою

‖g‖ = max
y∈Y

|g(y)|,

а символом Tu – топологiю простору Cu(Y ), яка є топологiєю рiвномiрної збiжностi на
C(Y ).

Оператор A : C(Y ) → C(Y ) ми називаємо pu-неперервним, якщо вiн неперерв-
ний як вiдображення A : Cp(Y ) → Cu(Y ). Так само вводяться поняття pp-, uu- i up-
неперервностi.

Символом C2π ми позначаємо простiр всiх неперервних 2π-перiодичних функцiй
g : R→ R. Вiн буде банаховим простором вiдносно норми

‖g‖ = max
y∈R

|g(y)| = max
0≤y≤2π

|g(y)|,

яка породжує на C2π топологiю рiвномiрної збiжностi Tu. На просторi C2π можна розгля-
дати i топологiю Tp поточкової збiжностi. Топологiї Tp i Tu на C2π породжують вiдповiднi
типи неперервностi операторiв A : C2π → C2π. Наприклад, оператор A : C2π → C2π –
pu-неперервний, якщо вiн неперервний як вiдображення A : (C2π, Tp) → (C2π, Tu).

Розглянемо одиничне коло S = {z ∈ C : |z| = 1} з топологiєю, iндукованою з ком-
плексної площини C. Зрозумiло, що S – це компактний простiр, i ми можемо розглянути
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простори Cu(S) i Cp(S). Спiвставимо кожнiй функцiї h ∈ C(S) функцiю g = Uh ∈ C2π,
для якої

g(y) = h(eiy)

для кожного y ∈ R. Легко перевiрити, що вiдображення U : C(S) → C2π – це алгебраї-
чний iзоморфiзм, який є iзометрiєю банахових просторiв Cu(S) i (C2π, ‖ · ‖) та топологi-
чним iзоморфiзмом локально опуклих просторiв Cp(S) i (C2π, Tp). За допомогою цього
iзоморфiзму можна ототожнити простори C2π i C(S).

Розглянемо пiдпростiр C0[0, 2π] простору C[0, 2π], який складається з таких фун-
кцiй g ∈ C[0, 2π], що для них g(0) = g(2π). Вiдображення звуження R : C2π → C0[0, 2π],
Rg = g|[0,2π] – це теж алгебраїчний iзоморфiзм, який буде iзометрiєю, коли простори
C2π i C0[0, 2π] надiлити рiвномiрними нормами. Таким чином, простiр C2π можна реа-
лiзувати i як пiдпростiр C0[0, 2π] простору C[0, 2π].

Для вiдображення f : X × Y → Z i точки (x, y) ∈ X × Y покладемо fx(y) = fy(x) =

f(x, y) i ϕ(x) = fx. Вiдображення ϕ : X → ZY називається вертикальним розшару-
ванням для f або асоцiйованим з f вiдображенням. Для топологiчних просторiв X

та Y символом C(X × Y )
(
CC(X × Y )

)
позначається множина всiх сукупно (нарiзно)

неперервних функцiй f : X × Y → R.
Ми будемо використовувати наступний добре вiдомий результат (див., наприклад,

[7, твердження 2.1.2]).

Теорема 1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X×Y → R – функцiя i ϕ : X → RY

– асоцiйоване з f вiдображення. Тодi:
а) f ∈ CC(X × Y ) ⇐⇒ ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення ϕ : X → Cp(X) – неперервне;
б) якщо Y – компактний простiр, то f ∈ C(X×Y ) ⇐⇒ ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення

ϕ : X → Cu(X) є неперервним.

Оскiльки вiдповiднiсть f 7−→ ϕ є бiєктивною в обох випадках, то теорема 1 дозволяє
ототожнити множину CC(X × Y ) з множиною C(X,Cp(Y )) всiх неперервних вiдобра-
жень ϕ : X → Cp(Y ), якi ми називаємо p-неперервними, а множину C(X × Y ) – з
множиною C(X, Cu(Y )) всiх неперервних вiдображень ϕ : X → Cu(Y ), якi ми називає-
мо u-неперервними.

Для топологiчного простору X символом CC2π(X × R) ми позначаємо простiр усiх
нарiзно неперервних функцiй f : X × R → R, якi є 2π-перiодичними вiдносно другої
змiнної. За допомогою iзоморфiзму U : C(S) → C2π цей простiр можна ототожнити з
простором CC(X × S), а простiр CC2π(X ×R)∩C(X ×R) – з простором C(X × S), i на
основi цього отримати такий наслiдок теореми 1.

Теорема 2. Нехай X – топологiчний простiр, f : X ×R→ R – функцiя i ϕ : X → RR –
асоцiйоване з f вiдображення. Тодi:

а) f ∈ CC2π(X × R) ⇐⇒ ϕ(X) ⊆ C2π i ϕ : X → C2π – p-неперервне;
б) f ∈ CC2π(X × R) ∩ C(X × R) ⇐⇒ ϕ(X) ⊆ C2π i ϕ : X → C2π – u-неперервне.

Позначимо лiтерою T сукупнiсть усiх тригонометричних полiномiв g : R→ R, тобто
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функцiй вигляду

g(y) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos ky + bk sin ky).

Очевидно, що T – це пiдпростiр простору C2π.
Нехай CT (X × R) – це множина тих функцiй f : X × R → R, для яких функцiї

fy : X→ R – неперервнi для кожного y ∈ R, а функцiї fx : R→ R – це тригонометричнi
полiноми для кожного x ∈ X. Зрозумiло, що CT (X × R) – це пiдпростiр простору
CC2π(X × R).

2 Апроксимуючi послiдовностi операторiв

Послiдовнiсть операторiв An : C2π → T ми називаємо апроксимуючою для T , якщо
Ang ⇒ g на R для кожної функцiї g ∈ C2π.

Нехай α = p, u i β = p, u. Апроксимуючу послiдовнiсть операторiв An : C2π → T ми
називатимемо αβ-апроксимуючою, якщо всi оператори An є αβ-неперервними.

Кожний оператор A : C2π → C2π породжує перетворення

Ã : CC2π(X × R) → CC2π(X × R),

яке кожнiй функцiї f ∈ CC2π(X × R) ставить у вiдповiднiсть функцiю f̃ = Ãf , що
визначається на X × R формулою

f̃(x, y) = (Afx)(y).

Нехай ϕ(x) = fx i ϕ̃(x) = f̃x для кожного x ∈ X, де f ∈ CC2π(X × R) i f̃ = Ãf .
Зрозумiло, що тодi

ϕ̃ = A ◦ ϕ.

З теореми про неперервнiсть композицiї випливає, що вiдображення ϕ̃ буде u-
неперервним, коли ϕ – p-неперервне i A – pu-неперервне або ϕ – u-неперервне i A –
uu-неперервне. Звiдси, використовуючи теорему 2, негайно отримуємо такий результат.

Теорема 3. а) Нехай A : C2π → C2π – pu-неперервний оператор, f ∈ CC2π(X × R) i
f̃ = Ãf . Тодi f̃ ∈ CC2π(X × R) ∩ C(X × R).

б) Нехай A : C2π → C2π – uu-неперервний оператор, f ∈ CC2π(X × R) ∩ C(X × R) i
f̃ = Ãf . Тодi f̃ ∈ CC2π(X × R) ∩ C(X × R).

З цiєї теореми легко виводиться наступна теорема.

Теорема 4. Нехай (An)∞n=1 – послiдовнiсть операторiв An : C2π → C2π, f ∈ CC2π(X× R)

i fn = Ãnf . Тодi:
а) якщо (An)∞n=1 – pu-апроксимуюча послiдовнiсть операторiв для T , то fn ∈

CT (X × R) ∩ C(X × R) для кожного n i fx
n ⇒ fx на R для кожного x ∈ X;

б) якщо f ∈ C(X×R) i (An)∞n=1 – uu-апроксимуюча послiдовнiсть операторiв для T ,
то fn ∈ CT (X × R) ∩ C(X × R) для кожного n i fx

n ⇒ fx на R для кожного x ∈ X.
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Доведення. Оскiльки An(C2π) ⊆ T , то fn ∈ CT (X×R). Сукупна неперервнiсть функцiй
fn у кожному випадку випливає з теореми 3. Нарештi,

fx
n = An(ϕ(x)) ⇒ ϕ(x) = fx на R

для кожного x ∈ X, бо послiдовнiсть операторiв An є апроксимуючою.

3 Оператори Фейєра

В теорiї рядiв Фур’є важливу роль вiдiграють ядра Дiрiхле:

Dn(t) =
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

=
1

2
+

n∑

k=1

cos kt,

i ядра Фейєра:

Kn(t) =
2

n + 1

(
sin(n + 1) t

2

2 sin t
2

)2

=
1

n + 1

n∑

k=0

Dk(t),

якi є тригонометричними многочленами. Через ядро Дiрiхле Dn виражається n-та ча-
стинна сума

(Sng)(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

ряду Фур’є функцiї g ∈ C2π за формулою [8, c. 381]:

(Sng)(x) =
1

π

π∫

0

(g(x + t) + g(x− t))Dn(t)dt,

а через ядра Фейєра записуються середнi арифметичнi таких сум [7, c.751]:

(Fng)(x) =
1

n + 1

n∑

k=0

(Skg)(x) =
1

π

π∫

0

(g(x + t) + g(x− t))Kn(t)dt.

Добре вiдомо [7, c. 526; c. 752], що Sng → g поточково для кожної кусково диференцi-
йовної функцiї g ∈ C2π, i Fng ⇒ g на R для кожної функцiї g ∈ C2π.

Оператори Fn називаються операторами Фейєра. Оскiльки Fng ∈ T для кожного n i
Fng ⇒ g на R для кожної функцiї g ∈ C2π, то (Fn)∞n=1 — це апроксимуюча послiдовнiсть
операторiв для пiдпростору T всiх тригонометричних полiномiв.

Для операторiв Фейєра вживається ще й така форма їх задання для функцiй g ∈ C2π:

(Fng)(x) =
1

π

π∫

−π

g(x + t)Kn(t)dt =
1

π

π∫

−π

g(y)Kn(y − x)dy.

Це випливає з того, що пiдiнтегральна функцiя – неперервна та 2π-перiодична.
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Крiм того, легко пояснити, що ядро Фейєра Kn має такi властивостi:

1) Kn(0) = n+1
2

;

2) Kn(t) ≥ 0 i Kn(−t) = Kn(t) для всiх t ∈ R;

3) 1
π

π∫
−π

Kn(t)dt = 1.

Нескладно перевiрити, що оператори Фейєра Fn : C2π → C2π є uu-неперервними.
Справдi, Fn – це лiнiйний оператор i для кожної функцiї g ∈ C2π i довiльного x ∈ R

|Fng(x)| ≤ 1

π

π∫

−π

|g(x + t)|Kn(t)dt ≤ ‖g‖
π

π∫

−π

Kn(t)dt = ‖g‖,

звiдки випливає нерiвнiсть ‖Fng‖ ≤ ‖g‖, яка забезпечує неперервнiсть оператора Fn

у нормованому просторi (C2π, ‖ · ‖). Оскiльки Tp ⊆ Tu, то оператори Fn будуть i up-
неперервними.

Таким чином, ми отримуємо наступний результат.

Теорема 5. а) Оператори Фейєра Fn : C2π → T утворюють uu-апроксимуючу послi-
довнiсть для пiдпростору T всiх тригонометричних полiномiв.

б) Для довiльного топологiчного простору X i кожної сукупно неперервної i 2π-
перiодичної вiдносно другої змiнної функцiї f : X × R→ R функцiї

fn(x, y) = (Fnf
x)(y)

сукупно неперервними, fx
n ∈ T для будь-яких n ∈ N i x ∈ X та fx

n ⇒ fx на R для
довiльного x ∈ X.

Дослiдимо, чи будуть оператори Fn – pu-неперервними.

Лема. Нехай K ∈ C2π, K(t) ≥ 0 на R, K(0) > 0 i t0 ∈ R. Тодi функцiонал

Φ(g) =

π∫

−π

g(t)K(t− t0)dt

є розривним на просторi (C2π, Tp).

Доведення. Знайдемо таку точку a ∈ [−π, π), що t0 = a + 2mπ для деякого цiлого m.
Нехай η = K(0)

2
. Очевидно, що 0 < η < K(0). Оскiльки функцiя K неперервна в нулi, то

iснує таке δ > 0, що a+ δ < π i K(t) ≥ η, як тiльки a ≤ t ≤ a+ δ. Для кожного номера n

покладемо bn = a+ δ
n
i розглянемо функцiю gn ∈ C2π, графiком якої на вiдрiзку [−π, π] є

ламана з вершинами у точках (−π, 0), (a, 0), (a + bn−a
2

, n), (bn, 0) та (π, 0). Очевидно, що
gn(t) → 0 для кожного t ∈ R, бо bn → a при n →∞. Але, оскiльки K(t− t0) = K(t− a)

для кожного t ∈ R, то

Φ(gn) =

π∫

−π

gn(t)K(t− t0)dt =

π∫

−π

gn(t)K(t− a)dt



10 Волошин Г.А., Маслюченко В.К.

=

bn∫

a

gn(t)K(t− a)dt ≥ η

bn∫

a

gn(t)dt = η
n(bn − a)

2
=

δη

2
> 0

для кожного n. Отже, Φ(gn) 9 0. Це i показує нам, що функцiонал Φ – розривний в
топологiї Tp поточкової збiжностi.

Звiдси легко виводиться наступна теорема.

Теорема 6. Оператори Фейєра Fn не є pp-неперервними, а отже, i pu-неперервними.

Доведення. Оскiльки

(Fng)(x) =
1

π

π∫

−π

g(y)Kn(y − x)dy,

функцiя K = 1
π
Kn належить до простору C2π i K(0) = n+1

2π
> 0, то згiдно з лемою, для

кожного x ∈ R функцiонал

Φx(g) = (Fng)(x) =

π∫

−π

g(y)Kn(y − x)dy

не є p-неперервним на C2π. Тому i оператор Fn – не pp-неперервний, адже його pp-
неперервнiсть рiвносильна p-неперервностi всiх функцiоналiв Φx, а у нас жоден з них
не є таким.

4 Оператори Джексона

Розiб’ємо вiдрiзок [0, 2π] на n+1 рiвних частин точками xk = 2kπ
n+1

. Нехай 0 ≤ a0 ≤ x1

i ak = a0 + kd при k = 1, . . . , n, де d = 2π
n+1

. Точки a0, a1, . . . , an – рiвномiрно розподiленi
на вiдрiзку [0, 2π], ak+1 − ak = d i xk ≤ ak ≤ xk+1 при k = 0, 1, . . . , n.

Для функцiї g ∈ C2π, номера n i числа x ∈ R покладемо

(Jng)(x) =
2

n + 1

n∑

k=0

g(ak)Kn(x− ak),

де Kn – ядро Фейєра. Оскiльки Kn – це тригонометричний полiном, то i Jng – теж
тригонометричний полiном. Таким чином, ми визначили вiдображення Jn : C2π → T ,
якi, очевидно, будуть лiнiйними. Вiдображення Jn – це оператори Джексона, а функцiї
Jng – полiноми Джексона для функцiї g. Вiдомо, що Jng ⇒ g на R для кожної функцiї
g ∈ C2π [4, c.36]. Це доводиться за допомогою iнтегрального зображення операторiв
Джексона через iнтеграл Стiлт’єса

(Jng)(x) =
1

π

π∫

−π

g(y)Kn(y − x)dωn+1(y),

де ωn+1(y) = kd, якщо ak < y ≤ ak+1, i d = 2π
n+1

.



Про наближення нарiзно неперервних функцiй 11

Теорема 7. а) Оператори Джексона Jn : C2π → T утворюють pu-апроксимуючу послi-
довнiсть для T .

б) Для довiльного топологiчного простору X та кожної функцiї f ∈ CC2π(X × R)

функцiї
fn(x, y) = (Jnf

x)(y)

є сукупно неперервними i належать до простору CT (X × R), причому fx
n ⇒ fx на R

для кожного x ∈ X.

Доведення. а) Для довiльних точок y1, . . . , yn з R i функцiй ϕ1, . . . , ϕn з простору C2π

формулою

(Ag)(y) =
n∑

k=1

g(yk)ϕk(y)

визначається функцiя Ag ∈ C2π, i ми отримуємо оператор A : C2π → C2π, який, очеви-
дно, є лiнiйним. Для кожного g ∈ C2π маємо

‖Ag‖ ≤ γ max
k=1,...,n

|g(yk)| = γ max
k=1,...,n

qyk
(g),

де γ =
n∑

k=1

‖ϕk‖. Звiдси випливає, що оператор A є pu-неперервним [5, с.12].

Зрозумiло, що оператори Джексона Jn належать до розглянутого нами типу. Отже,
вони – pu-неперервнi. Оскiльки Jng ⇒ g на R для кожного g ∈ C2π i imJn ⊆ T , то
твердження а) доведене.

Твердження б) випливає з твердження а) i теореми 4.

5 Застосування операторiв Бернштейна

У цьому роздiлi ми побудуємо pu-апроксимуючу послiдовнiсть операторiв Gn : C2π →
T для T , виходячи з многочленiв Бернштейна Bn : C[0, 1] → C[0, 1] (див. п.1). При цьому
ми просто перекладемо на операторну мову доведення другої теореми Вейєрштрасса з
книги [8, c. 398].

Нехай P [a, b] – простiр усiх алгебраїчних полiномiв на вiдрiзку [a, b]. Оператори Bn

дiють з C[0, 1] в P [0, 1] i є pu-неперервними. При цьому Bnf ⇒ f на [0, 1] для кожного
f ∈ C[0, 1].

Для лiнiйної функцiї ϕ : [0, 1] → [−1, 1], ϕ(x) = 2x − 1, розглянемо оператор ком-
позицiї U : C[−1, 1] → C[0, 1], Uf = f ◦ ϕ. Функцiя y = ϕ(x) має обернену фун-
кцiю x = ϕ−1(y) = 1

2
(y + 1), яка теж є лiнiйною, а тому U має обернений оператор

U−1 : C[−1, 1] → C[0, 1], який дiє за правилом U−1g = g ◦ ϕ−1. Покладемо

Cn = U−1BnU.

Оскiльки замiна змiнних – лiнiйна, то U−1(P [0, 1]) ⊆ P [−1, 1], отже, imCn ⊆ P [−1, 1].
При цьому оператори U i U−1 є одночасно pp- i uu-неперервними, отже, Cn – це pu-
неперервнi оператори, якi дiють з C[−1, 1] в P [−1, 1]. Крiм того, Cnf ⇒ U−1Uf = f на
[−1, 1] для кожного f ∈ C[−1, 1], бо оператор U−1 є uu-неперервним.
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Позначимо через C+
2π

(
C−

2π

)
пiдпростiр всiх парних (непарних) функцiй з C2π. Не-

хай ψ(t) = arccos t. Вiдображення ψ : [−1, 1] → [0, π] є гомеоморфiзмом з оберненим
вiдображенням ψ−1(x) = cos x. Нехай V f = f ◦ ψ. Оператор V : C[0, π] → C[−1, 1]

має обернений. Ним буде оператор V −1g = g ◦ ψ−1. Обидва оператори V i V −1 – pp-
i uu-неперервнi. Крiм того, якщо g ∈ P [−1, 1] i f = V −1g, то f(x) = g(cos x) при
0 ≤ x ≤ π. Звiдки легко вивести, що у цьому випадку f – це звуження деякого парно-
го тригонометричного многочлена на вiдрiзку [0, π] , тобто елемент простору T+[0, π],
що за означенням складається з усiх звужень функцiй з T ∩ C+

2π. Розглянемо оператор
звуження R : C2π → C[0, π], Rf = f |[0,π] i оператор продовження P : C[0, π] → C2π,
який ставить у вiдповiднiсть кожнiй функцiї g ∈ C[0, π] ту єдину функцiю f ∈ C+

2π, що
f |[0,π] = g. Обидва оператори R i P є pp- i uu-неперервними, причому PRf = f , якщо
f ∈ C+

2π. Покладемо
Dn = PV −1CnV R.

Оператор Dn : C2π → C2π є pu-неперервним, бо оператор V R : C2π → C[−1, 1] – pp-
неперервний, оператор Cn : C[−1, 1] → C[−1, 1] – pu-неперервний i оператор PV −1 :

C[−1, 1] → C2π – uu-неперервний. При цьому

imDn ⊆ PV −1(imCn) ⊆ PV −1(P [−1, 1]) ⊆ P (T+[0, π]) ⊆ T ∩ C+
2π

i для кожного f ∈ C+
2π

Dnf ⇒ PV −1V Rf = PRf = f на R.

Введемо оператори K : C2π → C+
2π i L : C2π → C−

2π, визначивши

(Kf)(x) =
f(x) + f(−x)

2
i (Lf)(x) =

f(x)− f(−x)

2

для довiльних f ∈ C2π i x ∈ R. Зрозумiло, що K + L = I, де I – тотожний оператор.
Оператори K i L є pp- i uu-неперервними. Нехай M : C2π → C2π – оператор множення
на синус, а N : C2π → C2π – оператор множення на косинус, тобто

(Mf)(x) = f(x) sin x i (Nf)(x) = f(x) cos x

для f ∈ C2π i x ∈ R. Оператори M та N теж одночасно pp- i uu-неперервнi. Зауважимо,
що M(T ) ⊆ T i N(T ) ⊆ T , причому M(C−

2π) ⊆ C+
2π. Покладемо тепер

En = M2DnK + MDnML.

Зрозумiло, що En : C2π → C2π — це pu-неперервний оператор, причому imEn ⊆ T . Для
кожного f ∈ C2π будемо мати, що Kf ∈ C+

2π i MLf ∈ C+
2π. Тому

Enf = M2DnKf + MDnMLf ⇒ M2Kf + MMLf = M2(Kf + Lf) = M2f на R.

Розглянемо оператор W : C2π → C2π, для якого Wf = f ◦ σ, де σ(x) = x + π
2
, i

обернений до нього оператор W−1, для якого W−1g = g ◦ σ−1, де σ−1(x) = x − π
2
. Зро-

зумiло, що оператори W i W−1 є pp- i uu-неперервними, причому W (T ) ⊆ T i W−1(T ) ⊆
T . Покладемо

Fn = W−1EnW.
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Очевидно, що imFn ⊆ W−1(imEn) ⊆ W−1(T ) ⊆ T . Оператори Fn є pu-неперервними i
для кожного f ∈ C2π

Fnf = W−1EnWf ⇒ W−1M2Wf на R,

але
W−1M2Wf(x) = W−1M2f(x +

π

2
) = W−1[f(x +

π

2
) sin2 x]

= f(x− π

2
+

π

2
) sin2(x− π

2
) = f(x) cos2 x = N2f(x).

Отже,
Fnf ⇒ N2f на R.

Нарештi покладемо
Gn = En + Fn.

Оператор Gn є pu-неперервним, бо En i Fn є такими. Зрозумiло, що imGn ⊆ T , бо
imEn ⊆ T та imFn ⊆ T .

Далi, для кожного f ∈ C2π

Gnf = Enf + Fnf ⇒ M2f + N2f = (M2 + N2)f = f на R,

бо M2 + N2 = I, адже sin2 x + cos2 x = 1 для всiх x ∈ R.
Таким чином, ми встановили такий результат.

Теорема 8. Оператори Gn : C2π → T утворюють pu-апроксимуючу послiдовнiсть
для T .

Цiкаво виписати явну формулу, яка виражає оператори Gn через оператори Берн-
штейна Bn. Маємо:

Gn = En + Fn

= M2DnK + MDnML + W−1M2DnKW + W−1MDnMLW

= M2PV −1CnV RK + MPV −1CnV RML + W−1M2PV −1CnV RKW

+W−1MPV −1CnV RMLW = M2PV −1U−1BnUV RK

+MPV −1U−1BnUV RML + W−1M2PV −1U−1BnUV RKW

+W−1MPV −1U−1BnUV RMLW.

При цьому
En = M2PV −1U−1BnUV RK + MPV −1U−1BnUV RML

i
Gn = En + W−1EnW.

Зауважимо, що в [7, c.698] наведено iнше доведення теореми Вейєрштрасса про
наближення функцiй з C2π тригонометричними полiномами, що використовує ознаку
Дiрiхле-Жордана рiвномiрної збiжностi рядiв Фур’є, але його не вдається пристосувати
до доведення iснування pu-апроксимуючої послiдовностi операторiв An : C2π → T .
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Voloshyn H.A., Maslyuchenko V.K. On approximation of the separately continuous functions
2π-periodical in relation to the second variable, Carpathian Mathematical Publications, 2, 1
(2010), 4–14.

Using Jackson’s and Bernstein’s operators we prove that for every topological space X and
an arbitrary separately continuous function f : X × R → R, 2π-periodical in relation to the
second variable, there exists such sequence of jointly continuous functions fn : X × R → R
such that functions fx

n = fn(x, ·) : R → R are trigonometric polynomials and fx
n ⇒ fx on R

for every x ∈ X.

Волошин Г.А., Маслюченко В.К. О приближении раздельно непрерывных функций, 2π-
периодических относительно второй переменной // Карпатские математические публи-
кации. — 2010. — Т.2, №1. — C. 4–14.

С помощью операторов Джексона и Бернштейна мы доказываем, что для каждого
топологического пространства X и произвольной раздельно непрерывной функции f :
X × R → R, 2π-периодической относительно второй переменной, существует такая
последовательность совокупно непрерывных функций fn : X × R → R, для которой
функции fx

n = fn(x, ·) : R → R – это тригонометрические полиномы и fx
n ⇒ fx на R

для каждого x ∈ X.


