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Отримано аналог леми Бернсайда для транзитивних пiдстановочних представлень
скiнченної iнверсної симетричної напiвгрупи.

Вступ

Нехай S – iнверсна напiвгрупа. Через ω будемо позначати так званий природний
частковий порядок на S: aωb ⇔ aa−1 = ab−1 ⇔ a−1a = a−1b. Для зручностi iнодi
будемо вживати для ω позначення ≤ . Замиканням Hω множини H ⊆ S називається
множина Hω := {h ∈ S : ∃π ∈ H πωh}. Якщо Hω = H, то H називається замкненою
множиною.

Напiвгрупу всiх часткових взаємнооднозначних вiдображень деякої множини X в
саму себе будемо називати iнверсною симетричною напiвгрупою на множинi X i позна-
чати IS(X) або ISn, якщо |X| = n. Елементи напiвгрупи IS(X) називають часткови-
ми пiдстановками множини X. Пiдстановочним зображенням iнверсної напiвгрупи
S називається довiльний її гомоморфiзм ϕ в iнверсну симетричну напiвгрупу IS(X) на
деякiй множинi X. Оскiльки кожне ефективне зображення iнверсної напiвгрупи еквi-
валентне прямiй сумi транзитивних, спочатку природно розглянути лише транзитивнi
пiдстановочнi зображення.

Для замкненої iнверсної пiднапiвгрупи H iнверсної напiвгрупи S розглянемо частко-
ву праву конгруенцiю πH :=

{
(s, t) ∈ S × S

∣∣ st−1 ∈ H
}
. Класами еквiвалентностi цього

вiдношення є множини (Hs)ω, де ss−1 ∈ H, якi будемо називати правими ω–класами
за замкненою iнверсною пiднапiвгрупою H. На множинi X правих ω–класiв за H дiя
ϕ(S) визначається правилом: для x ∈ X i s ∈ S xϕH(s) = (xs)ω. Зображення ϕ : S →
IS(X) будемо називати зображенням напiвгрупи S на правих ω–класах за замкненою
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iнверсною пiднапiвгрупою H. У роботi [1] довiв, що кожне ефективне транзитивне зобра-
ження iнверсної напiвгрупи S еквiвалентне зображенню напiвгрупи на множинi правих
ω–класiв за деякою замкненою iнверсною пiднапiвгрупою.

Нехай N = {1, 2, . . . n}, ISn — iнверсна симетрична напiвгрупа на множинi N ,
S(M) — симетрична група на множинi M . Для π ∈ ISn через domπ i ran π позначи-
мо вiдповiдно область визначення та область значень часткової пiдстановки π. Рангом
часткової пiдстановки π будемо називати потужнiсть її областi визначення, а дефек-
том — кiлькiсть точок на яких π не визначена. Ранг i дефект часткової пiдстановки π

будемо позначати rank π i def π вiдповiдно.
Опис усiх замкнених iнверсних пiднапiвгруп iнверсної симетричної напiвгрупи дає

теорема.

Теорема 1 ([1]). Для кожної пiдмножини M ⊆ N i пiдгрупи G ≤ S(M) пiднапiвгрупа
H = G ⊕ ISM буде замкненою iнверсною пiднапiвгрупою в ISn. З iншого боку, кожна
замкнена iнверсна пiднапiвгрупа в ISn має такий вигляд.

Для замкненої iнверсної пiднапiвгрупи H = G ⊕ ISM позначимо |M | = k,

|G| = m, [S(M) : G] = k!
m

= r. Кiлькiсть правих ω–класiв напiвгрупи ISn за замкне-
ною iнверсною пiднапiвгрупою H позначимо [ISn : H].

Теорема 2 ([1]). Кожний правий ω–клас iнверсної напiвгрупи ISn за замкненою iнверс-
ною пiднапiвгрупою H = G ⊕ ISM має вигляд (Hg)ω, де g ∈ S(N), i мiстить правий
клас сумiжностi Ag групи S(N) за пiдгрупою A = G⊕S(M), причому ця вiдповiднiсть
мiж правими ω–класами i класами сумiжностi за пiдгрупою A є взаємно однозначною.

[ISn : H] =
[
S(N) : G⊕ S(M)

]
=

n!

m · (n− k)!
= Ck

n · [S(M) : G] = Ck
n · r.

Всi правi ω–класи рiвнопотужнi пiднапiвгрупi H.

Поняття, якi використовуються без означення, можна знайти в [3].
Нехай ϕ : ISn → IS(X) — пiдстановочне зображення напiвгрупи ISn на множинi X

правих ω–класiв за замкненою iнверсною пiднапiвгрупою H. Будемо розглядати кон-
груенцiю ϕ ◦ ϕ−1 = {(x, y) ∈ ISn × ISn|ϕ(x) = ϕ(y)} на множинi елементiв напiвгрупи
ISn. Кiлькiсть класiв еквiвалентностi цiєї конгруенцiї для рiзних замкнених iнверсних
пiднапiвгруп H обчислено в [2].

Теорема 3 ([1]). Зображення iнверсної симетричної напiвгрупи ISn на множинi правих
ω–класiв за замкненою iнверсною пiднапiвгрупою H = G ⊕ ISM буде точним тодi i
тiльки тодi, коли |M | = 1. Кожне точне ефективне транзитивне зображення напiвгрупи
ISn еквiвалентне стандартному зображенню ISn частковими пiдстановками на множинi
{1, 2, . . . , n}.

У цьому випадку |ϕ(ISn| = |ISn| =
n∑

i=0

(Ci
n)

2 · i!.

Лема 1 ([2]). Для замкненої iнверсної пiднапiвгрупи H = G ⊕ ISM , де |M | = k,
множина Ik = {π ∈ ISn|rank π < k} складає один клас еквiвалентностi конгруенцiї



Аналог леми Бернсайда для скiнченної iнверсної симетричної напiвгрупи 17

ϕ ◦ ϕ−1. Для кожного елемента t ∈ Ik його образ ϕ(t) — нiде невизначена частко-
ва пiдстановка на множинi правих ω–класiв за замкненою iнверсною пiднапiвгрупою
H = G⊕ ISM .

Зауваження. При k = n, M = N i H = G ≤ S(N). За лемою 1, усi негруповi елементи
ISn дiють як порожня пiдстановка. Тому ϕ(ISn) — група пiдстановок з нулем.

1 Аналог леми Бернсайда

Позначимо через χ(π) кiлькiсть нерухомих точок часткової пiдстановки π.

Лема 2. Для iнверсної симетричної напiвгрупи ISn виконується рiвнiсть
∑

π∈ISn

χ(π) +
1

n

∑
π∈ISn

def π = |ISn| . (1)

Доведення. Спочатку зауважимо, що |ISn| =
n∑

k=0

(
Ck

n

)2·k!. Обчислимо 1
n

∑
π∈ISn

def π. Для

цього розглянемо окремо елементи рiзних рангiв. В елемента рангу k дефект дорiвнює
n− k. Кiлькiсть елементiв рангу k у напiвгрупi ISn дорiвнює

(
Ck

n

)2 · k!. Тому

1

n

∑
π∈ISn

def π =
1

n

n∑

k=0

∑
π∈ISn

rankπ=k

def π =
1

n

n∑

k=0

(n− k)
(
Ck

n

)2
k!.

Для обчислення
∑

π∈ISn

χ(π) розглянемо окремо елементи рiзних рангiв. У елементiв

рангу k область визначення можна вибрати Ck
n способами. Для напiвгрупи ISn множини

елементiв рангу k з однiєю i тiєю ж областю визначення — рiвнопотужнi. Тому можна
вибрати i зафiксувати якусь одну пiдмножину L ⊆ N потужностi k i знайти

∑
π∈ISn

dom π=L

χ(π).

Позначимо St(i) = {π ∈ ISn| domπ = L, π(i) = i}. Тодi
∑

π∈ISn
domπ=L

χ(π) =
∑
i∈L

|St(i)| = |L| · |St(i)| = k · Ck−1
n−1 · (k − 1)! =

k

n
· Ck

n · k!.

Оскiльки пiдмножину L ⊆ N можна вибрати Ck
n способами, то

∑
π∈ISn

χ(π) =
n∑

k=0

k

n
· (Ck

n

)2 · k!.

Тодi
∑

π∈ISn

χ(π) +
1

n

∑
π∈ISn

defπ =
n∑

k=0

k

n
· (Ck

n

)2 · k! +
n∑

k=0

n− k

n
· (Ck

n

)2 · k!

=
n∑

k=0

k + n− k

n
· (Ck

n

)2 · k! =
n∑

k=0

(
Ck

n

)2 · k! = |ISn|.
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Будемо тепер розглядати пiдстановочнi зображення напiвгрупи ISn на правих ω–
класах за замкненими iнверсними пiднапiвгрупами виду H = G⊕ ISM . За теоремою 3,
таке зображення буде точним тодi i тiльки тодi, коли |M | = k = 1. При цьому воно буде
еквiвалентне стандартному зображенню напiвгрупи ISn. Тому для точного зображення
ϕ рiвнiсть (1) набуває такого вигляду

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) +
1

[ISn : H]
·

∑

π∈ϕ(ISn)

def π = |ϕ(ISn)| .

Доведемо останню рiвнiсть для неточних пiдстановочних зображень на правих ω–
класах за замкненими iнверсними пiднапiвгрупами виду H = G⊕ISM . Такi зображення
– транзитивнi.

Лема 3. Часткова пiдстановка ϕ(t), t ∈ ISn, визначена на правому ω–класi (Hx)ω, де
domx = M , тодi i тiльки тодi, коли domx ⊇ Mx.

Доведення. Нехай eH — найменший iдемпотент H. Тодi domeH = M i eH = xx−1.
(Hx)ωϕ(t) 6= ∅ ⇔ xtt−1x−1 ∈ H, що рiвносильно xtt−1x−1 ≥ eH . З iншого боку,
xtt−1x−1 ≤ xx−1 = eH . Тому xtt−1x−1 = xx−1. Ця рiвнiсть у свою чергу рiвносильна
x−1xtt−1x−1x = x−1x. Оскiльки iдемпотенти в iнверснiй напiвгрупi комутують, то

(x−1x)(tt−1) = (x−1x)(x−1x)(tt−1) = (x−1x)(tt−1)(x−1x) = x−1x.

Отже, tt−1 ≥ x−1x. Тому dom t = dom tt−1 ⊇ domx−1x = ran x = Mx.

Лема 4. Якщо часткова пiдстановка ϕ(t), t ∈ ISn, фiксує правий ω–клас (Hx)ω, де
domx = M , то dom t ⊇ Mx, (Mx)t = Mx i t

∣∣
Mx ∈ Gx, де Gx = x−1

∣∣
Mx ·G ·x

∣∣
M

— подiбна
до G група пiдстановок на множинi Mx.

Доведення. Включення dom t ⊇ Mx випливає iз попередньої леми. (Hx)ωϕ(t) = (Hx)ω⇔
xtx−1 ∈ H. Отже, Mxtx−1

= M . Тодi Mx = Mxtx−1x = ((Mx)t)
x−1x. Оскiльки iдемпотент

x−1x тотожно вiдображає свою область визначення Mx на саму себе, то (Mx)t = Mx.
Iз того, що xtx−1 ∈ H = G⊕ISM випливає, що xtx−1

∣∣
M
∈ G або x

∣∣
M
·t
∣∣
Mx ·x−1

∣∣
Mx ∈ G.

Звiдси t
∣∣
Mx ∈ x−1

∣∣
Mx ·G · x

∣∣
M
.

Теорема 4. Нехай ϕ — пiдстановочне зображення напiвгрупи ISn на множинi правих
ω–класiв за замкненою iнверсною пiднапiвгрупою H. Тодi

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) +
1

[ISn : H]
·

∑

π∈ϕ(ISn)

def π = |ϕ(ISn)| . (2)

Доведення. Рiвнiсть (2) у випадку k = 1 виконується, бо вiдповiдне зображення точне.
Якщо k = 0, то M 6= ∅ i H = ISn. Очевидно, що при цьому усi елементи напiвгрупи
ISn мiстяться в одному правому ω–класi, який фiксує пiдстановка ϕ(t) для кожного
t ∈ ISn. При цьому конгруенцiя ϕ ◦ ϕ−1 має один клас еквiвалентностi i |ϕ(ISn)| = 1. У
цьому випадку рiвнiсть (2) також виконується. Нехай тепер k > 1.



Аналог леми Бернсайда для скiнченної iнверсної симетричної напiвгрупи 19

1) Розглянемо спочатку випадок, коли k = n i H = G ≤ S(N). Тодi, за твердженням
5 iз [2], |ϕ(ISn)| = 1 + n!

m
= 1 + r, де m = |G|, r = [S(N) : G]. За теоремою 2 кiлькiсть

правих ω–класiв при цьому дорiвнює r. За лемою 4 iз [2] образ кожного групового
елемента напiвгрупи ISn визначений на всiх правих ω–класах, а образ кожного негрупо-
вого елемента — порожня пiдстановка на множинi правих ω–класiв за лемою 1. Тому

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) +
1

[ISn : H]
·

∑

π∈ϕ(ISn)

def π =
∑

π∈ϕ(Sn)

χ(π) +
1

r
· r = 1 +

∑

π∈ϕ(Sn)

χ(π).

За лемою 4 iз [2], дiя образiв групових елементiв ISn на множинi правих ω–класiв
за пiднапiвгрупою H подiбна до дiї їх образiв при пiдстановочному зображеннi групи
S(N) за пiдгрупою G. Тому для обчислення

∑
π∈ϕ(Sn)

χ(π) можна скористатися лемою

Бернсайда для груп. Дiя групи S(N) на множинi правих класiв сумiжностi групи S(N)

за пiдгрупою G транзитивна. Тому
∑

π∈ϕ(Sn)

χ(π) = 1 · |ϕ(Sn)| = |Sn/ G| = r.

Отже, рiвнiсть (2) виконується.
2) Нехай тепер 1 < k < n i G = S(M). Тодi, за твердженням 5 iз [2] маємо

|ϕ(ISn)| = 1 + (Ck
n)2 +

n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i!.

При цьому за теоремою 2 кiлькiсть правих ω–класiв дорiвнює Ck
n. Кожний правий

ω–клас мiстить всi елементи, що переводять множину M в якусь одну з Ck
n

k–елементних пiдмножин множини N . За лемою 1 усi елементи ISn рангу менше k

складають один клас еквiвалентностi конгруенцiї ϕ ◦ ϕ−1. Їх образ дiє, як порожня
пiдстановка на Ck

n–елементнiй множинi.
З’ясуємо, як дiють на множинi правих ω–класiв елементи рангу k. Нехай X1 —

правий ω–клас, всi елементи якого переводять k–елементну множину M в деяку M ′.
За лемами 3 i 4 для елемента t ∈ ISn рангу k часткова пiдстановка ϕ(t) визначена
на X1 тодi i тiльки тодi, коли dom t = M ′, i часткова пiдстановка ϕ(t) фiксує X1 тодi
i тiльки тодi, коли dom t = ran t = M ′. Тому для кожного елемента t ∈ ISn рангу k

часткова пiдстановка ϕ(t) визначена рiвно на одному iз Ck
n правому ω–класi i def ϕ(t) =

Ck
n − 1. Оскiльки один клас еквiвалентностi конгруенцiї ϕ ◦ ϕ−1 складають тi i лише тi

елементи рангу k, у яких однаковi областi визначення i однаковi областi значень, то
кожен правий ω–клас X1 фiксується рiвно одним елементом ϕ(t) iз ϕ(ISn), для якого
dom t = ran t = M ′.

Розглянемо тепер елемент t ∈ ISn рангу k + 1. В ISn iснує Ck
k+1 = k + 1 елемент

рангу k, менший за t вiдносно природного часткового порядку. Тому ϕ(t) визначений на
Ck

k+1 = k + 1 правому ω–класi. Подiбнi мiркування приводять до того, що для елемента
t ∈ ISn рангу i, k + 1 ≤ i ≤ n, образ ϕ(t) визначений на Ck

i правих ω–класах i має
дефект Ck

n − Ck
i .
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Тому другий доданок у рiвностi (2) має вигляд:

1

Ck
n

·
∑

π∈ϕ(ISn)

def π =
1

Ck
n

·
(
Ck

n +
(
Ck

n

)2 (
Ck

n − 1
)

+
(
Ck+1

n

)2
(k + 1)!

(
Ck

n − Ck
k+1

)

+ . . . +
(
Cn−1

n

)2
(n− 1)!

(
Ck

n − Ck
n−1

)
+ (Cn

n)2 (n)!
(
Ck

n − Ck
n

))

= 1 + (Ck
n)2 +

n∑

i=k+1

(Ci
n)2i!− Ck

n −
1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i! · Ck

i .

Обчислимо тепер загальну кiлькiсть нерухомих точок
∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π). Кожен iз Ck
n пра-

вих ω–класiв може бути нерухомою точкою. Нехай це клас X1. Позначимо St(X1) =

{π ∈ ϕ(ISn)|Xπ
1 = X1}. Клас X1 фiксується єдиним елементом ϕ(t) iз ϕ(ISn), для якого

rank t = k. За лемою 3 iз [2] усi елементи ISn рангу бiльшого за k утворюють одно-
елементнi класи еквiвалентностi конгруенцiї ϕ◦ϕ−1. Нехай t має ранг i > k i Xϕ(t)

1 = X1.
Тодi за лемою 4 маємо (M ′)t = M ′. Iснує k! способiв задати дiю t на k–елементнiй мно-
жинi M ′. На рештi i − k елементах, якi можна вибрати Ci−k

n−k способами, дiю t можна
задати, вибравши Ci−k

n−k способами їх образи, а потiм задавши взаємно однозначну вiд-
повiднiсть мiж ними (i− k)! способами. Тому

|St(X1)| = 1 +
n∑

i=k+1

(Ci−k
n−k)

2 · (i− k)! · k!.

Отже,
∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) = Ck
n · |St(X1)| = Ck

n ·
(
1 +

n∑

i=k+1

(Ci−k
n−k)

2 · (i− k)! · k!
)
.

Пiсля нескладних перетворень можна отримати, що

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) = Ck
n +

1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(C i
n)2 · i! · Ck

i .

Отже, рiвнiсть (2) в цьому випадку також виконується.
3) Нехай тепер 1 < k < n i G — власна нормальна пiдгрупа S(M) iндексу r. За

твердженням 5 iз [2] маємо

|ϕ(ISn)| = 1 + r · (Ck
n)2 +

n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i!.

Кiлькiсть правих ω–класiв при цьому дорiвнює r · Ck
n. Всi елементи, що переводять

множину M в якусь одну з Ck
n k–елементних пiдмножин множини N , мiстяться в r

правих ω–класах. Вся множина правих ω–класiв розбита на Ck
n пiдмножин L1, . . . , LCk

n

по r класiв у кожнiй.
За лемою 1 усi елементи ISn рангу менше k утворюють один клас еквiвалентностi

конгруенцiї ϕ ◦ϕ−1. Їх образ дiє як порожня пiдстановка на r ·Ck
n–елементнiй множинi.
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З’ясуємо, як дiють на множинi правих ω–класiв елементи рангу k. Нехай X1 —
правий ω–клас, всi елементи якого переводять M в деяку M ′. За лемами 3 i 4 для
елемента t ∈ ISn рангу k часткова пiдстановка ϕ(t) визначена на X1 тодi i тiльки
тодi, коли dom t = M ′, i часткова пiдстановка ϕ(t) фiксує X1 лише тодi, коли
dom t = ran t = M ′. Тому для кожного елемента t ∈ ISn рангу k часткова пiдста-
новка ϕ(t) визначена рiвно на r правих ω–класах, що входять в одну пiдмножину
Li. Оскiльки елементи рангу k, у яких однаковi областi визначення i однаковi обла-
стi значень, утворюють r рiвнопотужних класiв еквiвалентностi конгруенцiї ϕ ◦ ϕ−1,
то на кожнiй пiдмножинi Li iз правих ω–класiв визначено рiвно r елементiв з ϕ(ISn).
У випадку G = A(M), r = 2 i один iз цих двох елементiв фiксує обидва правi
ω–класи, а iнший їх переставляє. У випадку, коли k = 4 i G = K4, кiлькiсть правих
ω–класiв r = 6 i можна переконатися, що 6 елементiв iз ϕ(ISn) циклiчно переставляють
6 правих ω–класiв. Тому кожний правий ω–клас фiксується рiвно одним елементом з
ϕ(ISn), для якого dom t = ran t = M ′.

Аналогiчно до попереднього випадку можна показати, що для елемента t ∈ ISn

рангу i, k + 1 ≤ i ≤ n образ ϕ(t) визначений на r · Ck
i правих ω–класах i має дефект

r · (Ck
n − Ck

i ).
Тодi суми з лiвої частини рiвностi (2) матимуть вигляд:

1

rCk
n

∑

π∈ϕ(ISn)

def π =
1

rCk
n

·
(
rCk

n + r2(Ck
n)2(Ck

n) +
n∑

i=k+1

(Ci
n)2i!r(Ck

n − Ck
i )

)

= 1 + r(Ck
n)2 +

n∑

i=k+1

(Ci
n)2i!− rCk

n −
1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i! · Ck

i .

Обчислимо тепер загальну кiлькiсть нерухомих точок
∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π). Кожен iз rCk
n

правих ω–класiв може бути нерухомою точкою. Нехай це клас X1. Позначимо
St(X1) = {π ∈ ϕ(ISn)|Xπ

1 = X1}. Клас X1 фiксується єдиним елементом ϕ(t) iз ϕ(ISn),
для якого rank t = k. За лемою 3 iз [2] усi елементи ISn рангу бiльшого за k утворю-
ють одноелементнi класи еквiвалентностi конгруенцiї ϕ ◦ ϕ−1. Нехай t має ранг i > k i
X

ϕ(t)
1 = X1. Тодi за лемою 4 маємо (M ′)t = M ′ i t

∣∣
Mx ∈ Gx. Задати дiю t на множинi

M ′ можна |Gx| = |G| = m = k!
r
способами. На рештi i− k елементах, якi можна вибра-

ти C i−k
n−k способами, дiю t можна задати, вибравши Ci−k

n−k способами їх образи, а потiм
задавши взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж ними (i− k)! способами. Тому

|St(X1)| = 1 +
n∑

i=k+1

(Ci−k
n−k)

2 · (i− k)! · k!

r
.

Отже,

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) = rCk
n · |St(X1)| = rCk

n ·
(
1 +

n∑

i=k+1

(Ci−k
n−k)

2 · (i− k)! · k!

r

)

= rCk
n +

1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i! · Ck

i .
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Як бачимо, рiвнiсть (2) знову виконується.
4) Нехай тепер 1 < k < n i G — ненормальна або одинична пiдгрупа групи S(M)

iндексу r. За теоремою 4 iз [2] маємо |ϕ(ISn)| = 1+
n∑

i=k

(Ci
n)2 · i!. За теоремою 2, кiлькiсть

правих ω–класiв при цьому дорiвнює r · Ck
n. Всi елементи, що переводять множину M

в якусь одну з Ck
n k–елементних пiдмножин множини N , мiстяться в r правих ω–

класах. Вся множина правих ω–класiв розбита на Ck
n пiдмножин L1, . . . , LCk

n
по r класiв

у кожнiй.
Аналогiчно, з леми 1 випливає, що всi елементи ISn рангу менше k утворюють

один клас еквiвалентностi конгруенцiї ϕ ◦ ϕ−1. Їх образ дiє, як порожня пiдстановка на
rCk

n–елементнiй множинi.
З’ясуємо, як дiють на множинi правих ω–класiв елементи рангу k. Нехай X1 —

правий ω–клас, всi елементи якого переводять M в деяку M ′. За лемами 3 i 4 для
елемента t ∈ ISn рангу k часткова пiдстановка ϕ(t) визначена на X1 тодi i тiльки
тодi, коли dom t = M ′, i часткова пiдстановка ϕ(t) фiксує X1 лише тодi, коли
dom t = ran t = M ′. Тому для кожного елемента t ∈ ISn рангу k часткова пiдстановка
ϕ(t) визначена рiвно на r правих ω–класах, що входять в одну пiдмножину Li.

Аналогiчно до попереднiх випадкiв можна показати, що для елемента t ∈ ISn рангу
i, k+1 ≤ i ≤ n образ ϕ(t) визначений на r ·Ck

i правих ω–класах i має дефект r ·(Ck
n−Ck

i ).
Тому

1

rCk
n

·
∑

π∈ϕ(ISn)

def π =
1

rCk
n

·
(
rCk

n + (Ck
n)2k!r(Ck

n − 1) +
n∑

i=k+1

(Ci
n)2i!r(Ck

n − Ck
i )

)

= 1 + k!(Ck
n)2 +

n∑

i=k+1

(Ci
n)2i!− k!Ck

n −
1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i! · Ck

i .

Елементiв рангу k, у яких однаковi областi визначення i однаковi областi значень,
буде k! i всi вони мiстяться в одноелементних класах еквiвалентностi конгруенцiї ϕ◦ϕ−1.
На кожнiй пiдмножинi Li iз r правих ω–класiв визначено k! рiзних елементiв з ϕ(ISn),
у прообразiв яких k–елементна область визначення M ′ збiгається з областю значень.
З точнiстю до подiбностi можна вважати, що симетрична група S(M ′) транзитивно
дiє на множинi з r елементiв. За формулою орбiт для правого ω–класу X1 кiлькiсть
елементiв t ∈ ISn рангу k, таких що X

ϕ(t)
1 = X1, дорiвнює k!

r
= |G| = m. Кiлькiсть

елементiв t ∈ ISn рангу бiльшого за k, i таких, що X
ϕ(t)
1 = X1, обчислюється аналогiчно

до попереднього випадку. Отже, загальна кiлькiсть нерухомих точок дорiвнює

∑

π∈ϕ(ISn)

χ(π) = rCk
n ·

(
m +

n∑

i=k+1

(Ci−k
n−k)

2 · (i− k)! ·m
)

= k!Ck
n +

1

Ck
n

·
n∑

i=k+1

(Ci
n)2 · i! · Ck

i .

Рiвнiсть (2) виконується i в цьому випадку.
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