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Дослiджено iтерацiйнi алгоритми для наближеної факторизацiї окремих класiв полi-
номiв з коефiцiєнтами з банахової алгебри, якi водночас є алгоритмами побудови аналогiв
гiллястих дробiв В.Я. Скоробагатька у банахових алгебрах.

Для додатнього лiнiйного неперервного оператора A : H → H (H− гiльбертiв про-
стiр), в [9] встановлено iснування додатнього лiнiйного неперервного оператора B : H →
H, який задовольняє рiвнiсть B2 = A, а в [5] обґрунтовано його єдинiсть. Докладну iн-
формацiю з цього приводу можна знайти в [2]. Оператор B називають квадратним
коренем оператора A i позначають B = A

1
2 . Достатнi умови iснування коренiв m-го

степеня (m ≥ 2) з елементiв банахової алгебри E з одиницею встановленi в [6]. За-
стосована в [6] методика не мiстить конструктивного алгоритму для знаходження цих
коренiв. Дослiдженням методiв знаходження коренiв з матричних полiномiв та їх за-
стосуванням присвяченi, зокрема, монографiї [1]-[3]. У [7] запропоновано методику для
обґрунтування iснування та практичного знаходження коренiв полiномiв вигляду

F (s) = sm+1 +
m∑

i=0

Ais
i (1)

та

F (s) = sm+1 +
m∑

i=0

siAi (2)

з коефiцiєнтами Ai, якi належать до банахової алгебри E з одиницею. Зазначена мето-
дика використовує iтерацiйний алгоритм для апроксимацiї коренiв полiнома F (x).
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У пропонованiй замiтцi дослiдженi iтерацiйнi алгоритми для полiномiв (1) та (2).
Отриманi результати охоплюють результати i з [7] (див. також [4]). Як частковий випа-
док отримано умови iснування та спосiб наближеного знаходження коренiв полiнома
F (s) вигляду

F (s) = sm+1 − A0,

де A0 ∈ E. Вони не випливають з результатiв [9]-[6]. Iтерацiйнi алгоритми для знаходже-
ння A

1
m+1 не кореспондуються зi способом знаходження A

1
2 , який використовується в

[2].
Нехай Ai (i = 0, 1, ..., m) є елементами банахової алгебри E з одиницею I i нульовим

елементом θ. Розглянемо рiвняння

F (s) = θ, (3)

вважаючи задля конкретностi, що F (s) є полiномом вигляду (1). Задамо попарно рiзнi
комплекснi числа αj (j = 1,m) припустивши, що вони вiдмiннi вiд нуля. Позначимо
через M множину таких елементiв s ∈ E, що числа αj не є власними числами елементiв
s ∈ M . Iншими словами M є множиною елементiв iз E, для яких iснують оберненi
елементи (s− αjI)−1 ∈ E. За цих обставин рiвнiсть (3) можна записати у виглядi

s = s0 − F (s)Φ−1(s) (4)

для довiльного s ∈ M, де Φ(s) =
∏

j=1,m(s− αjI). Рiвнiсть (4) подамо також у виглядi

s = s0 −
∑

i=1,m

Ki(s− αiI)−1. (5)

Очевидно, що має мiсце тотожнiсть

s− F (s)(
∏

j=1,m

(s− αjI))−1 ≡ s0 −
∑

i=1,m

Ki(s− αiI)−1. (6)

Елементи Ki (i = 1,m) та s0 ∈ M знаходимо з таких мiркувань. Зафiксуємо iндекс j i
помножимо обидвi частини рiвностi (6) на (s− αjI). Отримаємо

s(s−αjI)−F (s)
∏

j=1,m

(s−αjI)−1 = s0(s−αjI)−Kj−
∑

i=1,m,i6=j

Ki(s−αiI)−1(s−αjI). (7)

Рiвнiсть (7) справджується для всiх s ∈ Mj, де множину Mj отримано з множини M

приєднанням до неї елемента s = αjI. З рiвностi (7) при s = αjI знаходимо

Kj =
1

Φ′(αj)
F (αjI).

Тут Φ′(αj) =
∏

i=1,m,i 6=j(αj − αi). Оскiльки до множини M належить нульовий елемент
θ, то з рiвностi (6) при s = θ випливає рiвнiсть
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s0 = − A0∏
i=1,m(−αi)

−
∑

i=1,m

F (αiI)

αi

∏
i=1,m,i6=j(αj − αi)

. (8)

Для обчислення s0 можна скористатися також формулою

s0 = −(Am + I
∑

i=1,m

αi),

яку можна отримати, якщо пiсля домноження рiвностi (6) справа на Φ(s), прирiвняти
коефiцiєнти при sm.

Отже, рiвняння (5) можна подати у виглядi

s = −(Am + I
∑

i=1,m

αi)−
∑

i=1,m

1

Φ′(αi)
F (αiI)(s− αiI)−1.

Нехай T0 ∈ E, T0 6= αiI (i = 1,m) i M̃ = {s : ‖s − T0‖ < 1, s ∈ E}. Побудуємо
iтерацiйний процес за допомогою формул

Tn+1 = s0 −
∑

i=1,m

Ki(Tn − αiI)−1. (9)

Теорема 1. Припустимо, що

T0 = S0, T1 ∈ M̃, αi 6= 1, ‖F (αiI)‖ ≤ kjΦ
′(αj) (10)

∑

i=1,m

ki

(|αi| − 1)2
≤ q ≤ 1. (11)

Тодi iснує єдиний в кулi M̃ розв’язок s∗ рiвняння (3) з означеним за (1) полiномом F (s) i
до s∗ збiгається не повiльнiше за геометричну прогресiю зi знаменником q послiдовнiсть
{Tn}, побудована з допомогою формули (9).

Доведення. На пiдставi рiвностi (5) iз того, що s′, s′′ ∈ M, отримаємо

s′−s′′ =
∑

i=1,m

Ki((s
′′−αiI)−1−(s′−αiI)−1) = −(s′−s′′)

∑

i=1,m

Ki((s
′−αiI)−1(s′′−αiI)−1. (12)

Тому спiввiдношення (9)-(12) призводять до нерiвностi

‖Tn+1 − Tn‖ ≤ q‖Tn − Tn−1‖.
З умови (11) випливає також, що Tn ∈ M̃ для довiльного n = 0, 1, .... Отже, перетво-
рення

T (s) ≡ s0 −
∑

i=1,m

Ki(s− αiI)−1

є стиском в M̃ . Це гарантує iснування limn→∞ Tn = s∗ ∈ M̃ . Елемент s∗ є розв’язком
рiвняння (3) з означеним за (1) полiномом F (s) i цей розв’язок є єдиним в M̃ .
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Як наслiдок з цiєї теореми отримуємо наступне твердження.

Теорема 2. Нехай

α = min
i=1,m

|αi|, k = max Ki. (13)

Якщо To, T1 ∈ M̃ та
km

(α− 1)2
≤ q < 1, (14)

то послiдовнiсть {Tn}, побудована за допомогою формули

Tn = s0 + k(Tn − αI)−1

збiгається до єдиного розв’язку s∗ ∈ M̃ рiвняння (3) не повiльнiше вiд геометричної
прогресiї зi знаменником q, означеним за допомогою формул (13), (14). Конструкцiю
алгоритму (9) можна розглядати як алгоритм побудови гiллястого дробу В.Я. Скоро-
багатька, який отримується послiдовним вкладенням (n + 1)-ої iтерацiї в n-ту. В тому
разi, коли F (s) є полiномом у числовому полi E, зокрема, у полi комплексних чисел C,
отримуються гiллястi дроби з числовими компонентами.

Приклад 1. Застосуємо алгоритм (9) до матричного рiвняння X2 − Ax = θ, де

A =

(
2, 1000 0, 3000

0, 1000 2, 2000

)
,

θ =

(
0 0

0 0

)
.

Нехай α = 2, тодi

s0 = −A− αI =

(
2, 1000 0, 3000

0, 1000 2, 2000

)
− 2

(
1 0

0 1

)
=

(
0, 1000 0, 3000

0, 1000 0, 2000

)

f(αI) =

(
2 0

0 2

)
−

(
2, 1000 0, 3000

0, 1000 2, 2000

)(
2 0

0 2

)
=

(
0, 2000 0, 6000

0, 2000 0, 4000

)

T0 = s0, T
(1) =

( −0, 0624 −0, 1186

−0, 0023 −0, 0114

)
, T (2) =

(
0, 0194 0, 168

0, 0139 0, 0998

)
,

T (4) =

(
0, 0036 −0, 0001

0, 0000 0, 0000

)

Приклад 2. Для полiнома F (s) = (s− 2)(s− 4)(s− 10) покладемо α1 = 1, 8, α2 = 4, 5.

Тодi s0 = 16− α1 − α2 = 9, 7. Застосовуючи алгоритм (9), знаходимо такi наближення:
s1 = 10, 020521; s2 = 9, 998686; s3 = 10, 000084 для кореня s = 10 цього рiвняння.

Приклад 3. Застосуємо алгоритм (9) для iтерацiйного уточнення кореня s = 2i полi-
нома F (s) = (s2 + 1)(s2 + 4). Приймемо α1 = −0, 9i, α2 = 0, 9i, α3 = −2, 1i. При s0 = 2, 1i

першi двi iтерацiї дають такi наближенi уточнення s1 = 2, 0075331i, s2 = 2, 0006170i до
цього кореня.
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Исследованы итерационные алгоритмы для приближенной факторизации некоторых
классов полиномов с коэффициентами из банаховой алгебры, которые одновременно суть
алгоритмы построения аналогов ветвящихся дробей В.Я. Скоробагатька в банаховых ал-
гебрах.


