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Нехай f(z) =
∑∞

n=0 anzn – аналiтична функцiя в {z : |z| < 1}, h ∈ H i Ωf (r) =∑∞
n=0 |an|rn. Якщо

βfh = lim
r→1

ln ln Ωf (r)
ln h(r)

= +∞,

тодi виконується нерiвнiсть Вiмана Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+δ µf (r) для всiх r ∈ (r0, 1)\E(δ),
де h−meas E < +∞.

1 Вступ i формулювання результатiв

Вiдома теорема Вiмана-Валiрона стверджує, що для кожної цiлої функцiї

f(z) =
∞∑

n=0

anzn (1)

i для кожного ε > 0 iснує множина E ⊂ [1; +∞) скiнченної логарифмiчної мiри (тобто∫
E

d ln r < +∞) така, що (∀ r ∈ (1, +∞)\E) :

Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+δ µf (r).

У 1929 – 1930 рр. П. Левi довiв, що майже напевно у деякому ймовiрнiсному сенсi
показник 1/2 у цiй нерiвностi можна замiнити на 1/4.

У подальшому, як сама нерiвнiсть Вiмана, так i ефект виявлений Левi переносились
на рiзнi класи аналiтичних функцiй. Зокрема, Н. М. Сулейманов ([3]) встановлював
аналоги нерiвностi Вiмана у класi аналiтичних в одиничному крузi D = {z : |z| < 1}
функцiй, а П. В. Фiлевич ([2]) дослiджував у цих випадках наявнiсть ефектiв типу Левi.
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Теорема. ([3]) Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з радiусом збiжностi R(f) = 1.

Якщо h ∈ H : βfh > 0, то (∀ δ > 0) (∃E(δ, f, h) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0, 1)\E)

Mf (r) ≤ µf (r)

(1− r)1+δ
ln1/2+δ µf (r)

1− r
та

∫

E

dr

1− r
< +∞.

Разом з тим, у цих дослiдженнях вiдсутнi прямi аналоги нерiвностi Вiмана, тому
проведенi у статтi дослiдження покликанi заповнити цю прогалину. Отже, метою цiєї
статтi є встановити, за яких умов у класi аналiтичних в D функцiй правильна нерiвнiсть
Вiмана i дослiдити наявнiсть у цьому випадку ефекту Левi.

Нехай f – аналiтична в одиничному крузi, яку можна подати у виглядi (1) з радiусом
збiжностi R(f) = 1. Припустимо, що f має максимум модуля Mf (r) = max{|f(z)| :

|z| = r} i максимальний член µf (r) = max{|an|rn : n ≥ 0}. Через H позначимо клас
неперервних додатних на (0, 1) функцiй, таких що h(1−0) = +∞ i для деякого r0 ∈ (0, 1)

∫ 1

r0

h(r)dr = +∞.

Позначимо

Ωf (r) =
+∞∑
n=0

|an|rn, βfh = lim
r→1

ln ln Ωf (r)

ln h(r)
, αfh = lim

r→1

ln ln Ωf (r)

ln h(r)
.

Теорема 1. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1. Якщо h ∈ H :

βfh > 0, то (∀ δ > 0) (∃E(δ, f, h) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0, 1)\E)

Mf (r) ≤ h(r)µf (r) ln1/2+δ µf (r) та
∫

E

h(r)dr < +∞. (2)

Зокрема, якщо h ∈ H та βfh = +∞, то ln h(r) = o(ln ln Ωf (r)) (r → 1), тому i у
першiй нерiвностi (2) множник h(r) можна опустити. Тобто, правильним буде такий
наслiдок.

Наслiдок 1.1. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1. Якщо h ∈ H :

βfh = +∞, то (∀ δ > 0) (∃E(δ, f, h) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0, 1)\E)

Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+δ µf (r) та
∫

E

h(r)dr < +∞.

У випадку, коли 0 ≤ αfh < +∞, будуть справедливими такi твердження.

Теорема 2. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1. Якщо h ∈ H :

0 ≤ αfh < +∞, то (∀ δ > 0) (∃E(δ, f, h) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0, 1)\E)

Mf (r) ≤ h(r)µf (r){ln h(r) ln(h(r)µf (r))}1/2+δ та
∫

E

h(r)dr < +∞.
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Через K(f, Z) позначимо клас функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑
n=0

anZn(t)zn, (3)

де f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1, i Z = {Zn(t)} – послiдовнiсть
випадкових величин, заданих на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза (Ω, A, P ). Тут Ω =

[0, 1], A – σ–алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω, P – мiра Лебега на прямiй.
Математичне сподiвання i дисперсiя випадкової величини Zn = Xn + iYn обчислюються
за формулами

MZn =

∫

Ω

XnP (dt) + i

∫

Ω

YnP (dt), DZn = M(|Zn −MZn|2).

Вiдповiдно будемо говорити, що деяка властивiсть виконується майже напевно в
K(f, Z), якщо Лебегова мiра тих t ∈ (0, 1), при яких f(z, t) володiє цiєю властивiстю,
дорiвнює одиницi.

Послiдовнiсть X дiйсних випадкових величин називається мультиплiкативною сис-
темою (МС), якщо MXi1Xi2 . . . Xik = 0 для довiльних i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1, а
послiдовнiсть Zn = Xn + iYn називається МС, якщо X = (Xn) i Y = (Yn) ∈ МС.
Позначимо

Mf (r, t) = max{|f(z, t)|, |z| = r}.
Теорема 3. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1, Z є МС i |Zn| ≤ 1

для майже всiх t ∈ (0, 1). Якщо h ∈ H : βfh > 0, то майже напевно в K(f, Z) (∀ ε > 0)

(∃ E(ε, t) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0(t) ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0(t), 1)\E) :

Mf (r, t) ≤
√

h(r)µf (r) ln1/4+ε µf (r) та
∫

E

h(r)dr < +∞.

Наслiдок 1.2. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1, Z є МС i |Zn| ≤ 1

для майже всiх t ∈ (0, 1). Якщо h ∈ H : βfh = +∞, то майже напевно в K(f, Z) (∀ ε > 0)

(∃ E(ε, t) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0(t) ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0(t), 1)\E) :

Mf (r, t) ≤ µf (r) ln1/4+ε µf (r) та
∫

E

h(r)dr < +∞.

Прийнявши в теоремi 3 h(r) = lnβ Ωf (r), при r ≥ r0, β > 0, отримаємо βfh = 1/β >

0 та Mf (r, t) ≤ µf (r) ln1/4+β/2+ε µf (r). Отже, ми отримали такий наслiдок.

Наслiдок 1.3. Нехай f – аналiтична функцiя вигляду (1) з R(f) = 1, Z є МС i |Zn| ≤ 1

для майже всiх t ∈ (0, 1). Якщо h ∈ H : βfh ≥ 2, то майже напевно в K(f, Z) (∀ ε > 0)

(∃ E(ε, t) = E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1)) (∀ r ∈ (r0(t), 1)\E) :

Mf (r, t) ≤ µf (r) ln1/2+ε µf (r) та
∫

E

h(r)dr < +∞.
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2 Доведення теорем 1 i 2.

Доведення теореми 1. Нехай g(x) =
∑∞

n=0 |an|enx, x < 0, i ξ – випадкова величина з
розподiлом

P (ξ = n) =
1

g(x)
|an|enx.

Тодi Mξ = g′1(x) i Dξ = g′′1(x), де g1(x) = ln g(x).

За нерiвнiстю Чебишова отримуємо P (|ξ − g′1(x)| <
√

2g′′1(x) ) ≥ 1/2, тобто

g(x) ≤ 2
∑

|n−g′1(x)|<
√

2g′′1 (x)

|an|exn. (4)

Приймемо x = ln r < 0 у нерiвностi (4) i отримаємо

g(x) ≤ 2µf (r)
∑

|n−g′1(x)|<
√

2g′′1 (x)

1.

Оскiльки g′1(x)−
√

2g′′1(x) < n < g′1(x) +
√

2g′′1(x), то
∑

|n−g′1(x)|<
√

2g′′1 (x)

1 = [g′1(x) +
√

2g′′1(x)]− [g′1(x)−
√

2g′′1(x)] ≤ 2
√

2g′′1(x) + 1.

Отже,
g(x) ≤ 2µf (r)(2

√
2g1

′′(x) + 1). (5)

Нехай ∀ ε1 > 0,∀ ε2 > 0

E1 = {x < 0 : g′′1(x) > h(ex)g1
′(x)(ln g′1(x))1+ε1 , g′1(x) ≥ 2},

E2 = {x < 0 : g′1(x) > h(ex)(g1(x))1+ε2 , g1(x) ≥ 1},
∫

E1

h(ex) dx ≤
∫

E1

g′′1(x)

g′1(x)(ln g′1(x))1+ε1
dx ≤

∫ +∞

2

dt

t(ln t)1+ε1
< +∞,

∫

E2

h(ex)dx ≤
∫

E2

g1
′(x)

(g1(x))1+ε2
dx ≤

∫ +∞

1

dt

t1+ε2
< +∞.

Тодi, ∫

E1
⋃

E2

h(ex)dx =

∫

E

h(r)

r
dr < +∞,

де E− образ множини E1

⋃
E2 при вiдображеннi r = ex. Очевидно, що h − measE =

=
∫

E
h(r)dr < +∞.

Тодi з (5) при r /∈ E отримаємо

g(ln r) ≤ 2µf (r)(2
√

2g′′1(x) + 1) ≤ 2µf (r)(2
√

2

√
h(ex)g′1(x) ln1+ε1 g′1(x) + 1)

≤ 4µf (r)

(√
2h2(ex)g1+ε2

1 (x) ln
1+ε1

2 (h(ex)g1+ε2
1 (x)) + 1

)
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= 4µf (r)

(
h(r)

√
2g1+ε2

1 (x) ln
1+ε1

2 (h(r)g1+ε2
1 (x)) + 1

)

≤ 16µf (r)h(r)g
1
2
+

ε2
2

1 (x) (ln h(r) + (1 + ε2) ln g1(x))
1+2ε1

2 . (6)

Врахувавши, що ∃ε0 > 0 : ln h(r) < (βfh − ε0)
−1 ln g1(x), отримаємо

g(x) ≤ C(ε1, ε2, βfh)h(r)µf (r)g
1
2
+ε2

1 (x)(ln g1(x))
1
2
+ε1 ≤ C1h(r)µf (r)g

1
2
+ε3

1 (x), (7)

g1(x) = ln g(x) ≤ ln C1 + ln µf (r) + ln h(r) + (0,5 + ε) ln g1(x)

≤ ln C1 + ln µf (r) + C2 ln g1(x).

Отже, g1(x)− ln C1 − C2 ln g1(x) ≤ ln µf (r), g1(x) ≤ 2 ln µf (r), r → 1.

Тодi з (7) отримаємо

g(x) ≤ C1h(r)µf (r)(2 ln µf (r))
1
2
+ε3 ≤ h(r)µf (r) ln

1
2
+ε µf (r).

Оскiльки Mf (r) ≤ g(ln r), то

Mf (r) ≤ h(r)µf (r) ln
1
2
+ε µf (r).

Доведення теореми 2. Аналогiчно, як i у доведеннi теореми 1, при r /∈ E отримуємо
нерiвнiсть

g(ln r) ≤ 16µf (r)h(r)g
1
2
+

ε2
2

1 (x) (ln h(r) + (1 + ε2) ln g1(x))
1+2ε1

2 .

Враховуючи, що ∃ε0 > 0 : ln g1(x) < (αfh + ε0) ln h(r), отримаємо

g(x) ≤ C(ε1, ε2, αfh)h(r)µf (r)g
1+ε
2

1 (x)(ln h(r))
1
2
+ε1 ≤ Ch(r)(ln h(r))

1
2
+ε1µf (r)g

1+ε
2

1 (x).

g1(x) = ln g(x) ≤ ln C + ln µf (r) + (1 + ε0) ln h(r) + 0,5(1 + ε) ln g1(x).

Отже,
g1(x)− ln C − (0,5 + ε) ln g1(x) ≤ ln µf (r) + (1 + ε0) ln h(r),

g1(x) ≤ 2(ln µf (r) + ln h(r)) = 2 ln(h(r)µf (r)), r → 1.

g(x) ≤ Ch(r)(ln h(r))
1
2
+ε1µf (r)(2 ln(h(r)µf (r)))

1+ε
2 ≤ h(r)µf (r){ln h(r) ln(h(r)µf (r))}1/2+δ.

Тому
Mf (r) ≤ h(r)µf (r){ln h(r) ln(h(r)µf (r))}1/2+δ.
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3 Допомiжнi результати

Лема 3.1. Нехай g0(s) – додатна, диференцiйовна, неспадна на (s0, 0) функцiя, а ϕ(x)

– додатна, неперервна, зростаюча на [0, +∞) функцiя, така що
∫ +∞

o
dx

ϕ(x)
< +∞. Якщо

h ∈ H, то (∃E ⊂ (0, 1)) (∀ r ∈ (es0 , 1)\E)

g′0(ln r) ≤ h(r)ϕ(g0(ln r)) та
∫

E

h(r)dr < +∞.

Доведення. Нехай E ⊂ (0, 1) – множина, на якiй

g′0(ln r) > h(r)ϕ(g0(ln r)).

Позначимо F = {r ∈ E : r ≥ es0}, H = {x : ex ∈ F}. Тодi

h−measE =

∫

E

h(r)dr ≤ C +

∫

F

h(r)dr ≤ C +

∫

F

g′0(ln r)dr

ϕ(g0(ln r))r

= C +

∫

H

g′0(x)dx

ϕ(g0(x))
= C +

∫

g0(H)

dx

ϕ(x)
< +∞.

Позначимо g1(x) = ln Ωf (e
x).

Лема 3.2. Нехай ϕ1(x) i ϕ2(x) – додатнi, неперервнi, зростаючi функцiї на [0, +∞) :∫ +∞
0

dx
ϕi(x)

< +∞, h ∈ H. Тодi (∃E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1))(∀ r ∈ (r0, 1)\E)

g′′1(ln r) ≤ h(r)ϕ2(h(r)ϕ1(g1(ln r))) та
∫

E

h(r)dr < +∞.

Доведення. Очевидно, що функцiї g1(ln r) i g′1(ln r) задовольняють умови леми 3.1, тому

∀ r ∈ (r0, 1)\E1 :

∫

E1

h(r)dr < +∞ g′1(ln r) ≤ h(r)ϕ(g1(ln r)),

∀ r ∈ (r0, 1)\E2 :

∫

E2

h(r)dr < +∞ g′′1(ln r) ≤ h(r)ϕ(g′1(ln r)).

Отже, для r /∈ E1

⋃
E2 : h−meas E1

⋃
E2 < +∞ отримаємо

g′′1(ln r) ≤ h(r)ϕ2(h(r)ϕ1(g1(ln r))).

Позначимо g1(x) = ln Ωf (e
x),

A(r) = g′1(ln r) =
d ln Ωf (r)

d ln r
=

+∞∑
n=0

n|an|rn

Ωf (r)
, B2(r) = g′′1(ln r) =

+∞∑
n=0

n2|an|rn

Ωf (r)
− A2(r).
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Лема 3.3. (∀ ε > 0) (∃E ⊂ (0, 1)) (∃r0 ∈ (0, 1))(∀ r ∈ (r0, 1)\E)

A(r) ≤ h(r) ln µf (r)(ln ln µf (r))
1+ε,

B2(r) ≤ h2(r) ln µf (r)(ln ln µf (r))
2+ε та

∫

E

h(r)dr < +∞,

як тiльки виконується умова βfh > 0.

Доведення. Виберемо в лемi 3.1 ϕ(x) = (x + 2) ln1+ε0(2 + x) i при r ≥ r0 отримаємо

g′1(ln r) = A(r) ≤ h(r)ϕ(g1(ln r)) ≤ h(r)g1(ln r) ln1+ε1 g1(ln r),

A(r) ≤ h(r)g1(ln r) ln1+ε1 g1(ln r). (8)

Тепер виберемо в лемi 3.2 ϕ1(x) = (x+2) ln1+ε02(2+x) та ϕ2(x) = (x+2) ln1+ε03(2+x),

i при r ≥ r0 отримаємо

B2(r) ≤ h(r)ϕ2(h(r)ϕ1(g1(ln r))) ≤ h2(r)g1(ln r) ln1+ε2 g1(ln r)

×{ln(h(r)g1(ln r)(g1(ln r))1+ε2)}1+ε3 ≤ h2(r)g1(ln r) ln1+ε2 g1(ln r)

×(max{ln h(r), 2 ln g1(ln r)})1+ε4 . (9)

Тепер, використавши теорему 1, маємо

g1(ln r) = ln Ωf (r) ≤ ln h(r) + ln µf (r) + (0, 5 + ε) ln ln µf (r)

≤ C ln ln Ωf (r) + (1 + o(1)) ln µf (r), при r → 1− 0.

ln Ωf (r) ≤ C1 ln µf (r) ⇒ g1(ln r) ≤ C1 ln µf (r), ln ln Ωf (r) < C2 ln ln µf (r). (10)

Пiдставивши (10) в (8), отримаємо першу нерiвнiсть леми. З (9), врахувавши (10),
одержимо

B2(r) ≤ C3h
2(r) ln µf (r) (ln ln µf (r))

1+ε2(max{C4 ln ln Ωf (r), 2 ln ln µf (r)})1+ε4 ,

B2(r) ≤ h2(r) ln µf (r) (ln ln µf (r))
2+ε.

Лема 3.4. ([1]) X є МС, яка рiвномiрно обмежена числом 1. Тодi ∀ {bk} ⊂ Z i ∀ β > 0

P

(
max

0≤ψ≤2π

∣∣∣∣
N∑

k=0

bke
ikψXk(t)

∣∣∣∣ ≥ AβSN ln1/2 N

)
≤ 1

Nβ
, N ≥ 2,

Aβ – стала, залежна вiд β, S2
N =

∑N
k=0 |bk|2.

Лема 3.5. ([2]) Нехай l(r) – неперервна, зростаюча до +∞ на (0, 1) функцiя, а вiдкрита
множина E ⊂ (0, 1) така, що iснує 0 < p1 ≤ ... ≤ pn → 1 (n → +∞) зовнi E. Тодi iснує
нескiнченна послiдовнiсть 0 < r1 ≤ ... ≤ rn → 1 (n → +∞) :

(1) (∀n ∈ N) : rn /∈ E;
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(2) (∀n ∈ N) : ln l(rn) ≥ n
2
;

(3) (rn; rn+1) ∩ E 6= (rn, rn+1), l(rn+1) ≤ el(rn).

Лема 3.6. ∀ r ∈ (0, 1) Ωf (r) ≤ (3
√

3B(r) + 3/2)µf (r).

Доведення. За нерiвнiстю Чебишова для деякого C > 0 отримаємо

Ωf (r) ≤ C

C − 1

∑

|n−A(r)|≤
√

CB2(r)

|an|rn ≤ C

C − 1
µf (r)([A(r)+

√
CB2(r)]−[A(r)+

√
CB2(r)]+1),

тобто
Ωf (r) ≤ C

C − 1
(2
√

CB(r) + 1)µf (r).

Залишається вибрати в останнiй нерiвностi C = 3.

4 Доведення теореми 3

Доведення теореми 3. Розглянемо випадкову величину ξ з розподiлом ймовiрностей
P (ξ = n) = |an|rn/Ωf (r). Легко перевiрити, що математичне сподiвання Mξ = A(r), а
дисперсiя Dξ = B2(r). Нехай C(r) = A(r)h(r) ln µf (r). За нерiвнiстю Маркова

∑

n≥C(r)

|an|rn

Ωf (r)
= P{ξ ≥ C(r)} ≤ Mξ

C(r)
=

A(r)

C(r)
=

1

h(r) ln µf (r)
. (11)

Нехай множина E – множина, зовнi якої виконуються нерiвностi з вище наведених
лем i нерiвнiсть теореми 1. За лемою 3.3 B2(r) ≤ h2(r)(ln µf (r))

5/4, тому за лемою 3.6
маємо

∑

n≥C(r)

|an|rn ≤ Ωf (r)

h(r) ln µf (r)
≤ (3

√
3B(r) + 3/2)µf (r)

h(r) ln µf (r)
≤ Cµf (r)

ln3/8 µf (r)
≤ C1µf (r).

За лемою 3.3 при r → 1 (r /∈ E)

C(r) = h(r)A(r) ln µf (r) ≤ h2(r) ln2 µf (r)(ln ln µf (r))
1+ε ≤ h2(r) ln2+ε µf (r)

def
= C1(r),

де ε > 0. Прийнявши C̃1(r) = max{C1(r), ln
3 µf (r) + ln2 h(r)}, отримаємо

∑

n≥C̃1(r)

|an|rn ≤
∑

n≥C(r)

|an|rn ≤ Cµf (r).

Виберемо тепер у лемi 3.5

l(r) = µf (r)
√

h(r) ln
1
4
+ 6

7
ε µf (r).

Якщо (rk) – послiдовнiсть з леми 3.5, то нехай Fk – множина тих t ∈ [0; 1], для яких

max

{∣∣∣
∑

n≤[C̃1(rk)]

anrneinψXn(t)
∣∣∣ : 0 ≤ ψ ≤ 2π

}
≥ AβS[C̃1(rk)](rk) ln1/2[C̃1(rk)].
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Зауважимо тепер, що ln l(r) ≤ ln3/2 µf (r) + ln h(r) для всiх r > r1, тому C̃1(r) ≥
ln3 µf (r) + ln2 h(r) i C̃1(rk) ≥ 0,5 ln2 l(rk) ≥ 0,5(k/2)2 для всiх k > k0. Тодi за лемою 3.4
при β = 1, отримаємо

+∞∑

k=k0

P (Fk) ≤
+∞∑

k=k0

1

[C̃1(rk)]
≤

+∞∑

k=k0

2

([k/2])2
< +∞.

Звiдси, за лемою Бореля-Кантелi серед подiй Fk з ймовiрнiстю, що дорiвнює одиницi,
вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй. Нехай F – подiя, яка полягає в тому що,

серед подiй Fk вiдбувається нескiнченна кiлькiсть подiй. Тодi F =
+∞⋂
n=1

+∞⋃
k=n

Fk, i за лемою

Бореля-Кантелi P (F ) = 1. Зауважимо, що F =
+∞⋃
n=1

+∞⋂
k=n

Fk i P
(
[0; 1] \ F

)
= 0, тобто для

майже всiх t ∈ [0; 1] маємо t ∈ F . Тому iснує таке k0(t), що t ∈ ⋂+∞
k=k0(t) Fk, звiдки, для

всiх k ≥ k0(t) отримаємо t ∈ Fk. Отже для майже всiх t ∈ [0; 1] при k ≥ k0(t)

W (rk)
def
= max

{∣∣∣
∑

n≤[C̃1(rk)]

anrneinψXn(t)
∣∣∣ : 0 ≤ ψ ≤ 2π

}

≤ A1S[C̃1(rk)](rk) ln1/2[C̃1(rk)].

Оскiльки

S2
N(r) =

N∑

k=0

|ak|2r2k ≤ µf (r)
N∑

k=0

|ak|rk ≤ µf (r)Ωf (r),

то, враховуючи нерiвнiсть (3), отримуємо

W (rk) ≤ A1

(
µf (rk)Ωf (rk)

)1/2
ln1/2 C̃1(rk) ≤ A1µf (rk)

√
h(rk) ln1/4+ε/2 µf (rk) ln1/2 C̃1(rk).

Зауважимо, що для довiльного досить малого δ > 0

ln C̃1(r) = max{2 ln h(r) + (2 + ε) ln ln µf (r), ln(ln3 µf (r) + ln2 h(r))}
≤ 2 ln h(r) + 3 ln ln µf (r) ≤ C ln ln Ωf (r) + 3 ln ln µf (r) ≤ ln2δ µf (r) (r → 1).

Вибираючи δ < ε
6
, при k → +∞ отримаємо

W (rk) ≤ A1µf (rk)
√

h(rk) ln
1
4
+ 2ε

3 µf (rk).

Оскiльки Mf (r, t) ≤ W (r)+
∑

n≥C̃1(r) |an|rn, то для майже всiх t ∈ [0; 1] i для всiх k ≥ k(t)

Mf (rk, t) ≤ A1

√
h(rk)µf (rk) ln

1
4
+ 2ε

3 µf (rk) + Cµf (rk)

≤
√

h(rk)µf (rk) ln
1
4
+ 6ε

7 µf (rk).

Нехай тепер r ≥ rk(t), ri /∈ E. Тодi iснує p, для якого r ∈ (rp, rp+1). Врахувавши,
що (rp, rp+1) ∩ E 6= (rp, rp+1), то за лемою маємо, 3.5 l(rp+1) ≤ el(rp) ≤ el(r). Оскiльки,
l(r) =

√
h(r)µf (r)(ln µf (r))

1/4+6/7ε, при r → 1 (r ∈ (rp, rp+1)) отримуємо

Mf (r, t) ≤ Mf (rp+1, f) ≤ l(rp+1) ≤ el(r)

= e
√

h(r)µf (r) ln1/4+6/7ε µf (r) ≤
√

h(r)µf (r) ln1/4+ε µf (r).

Теорему 3 доведено.
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Let f(z) =
∑∞

n=0 anzn be an analytic function on {z : |z| < 1}, h ∈ H and Ωf (r) =∑∞
n=0 |an|rn. If

βfh = lim
r→1

ln ln Ωf (r)
ln h(r)

= +∞,

then Wiman’s inequality Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+δ µf (r) is true for all r ∈ (r0, 1)\E(δ), where
h−meas E < +∞.

Скаскив О.Б., Куриляк А.О.Прямые аналоги неравенства Вимана для функций аналити-
ческих в единичном круге // Карпатские математические публикации. — 2010. — Т.2, №1.
— C. 109–118.

Пусть f(z) =
∑∞

n=0 anzn аналитическая функция в {z : |z| < 1}, h ∈ H и Ωf (r) =∑∞
n=0 |an|rn. Если

βfh = lim
r→1

ln ln Ωf (r)
ln h(r)

= +∞,

тогда имеет место неравенство Вимана Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+δ µf (r) для всех r∈(r0, 1)\E(δ),
где h−meas E < +∞.


