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Визначено простори типу Лоренца ультрагладких векторiв замкнених операторiв в
банахових просторах. Встановлено iнтерполяцiйнi властивостi таких просторiв та показа-
но їх застосування до розв’язання проблеми наближення елементiв банахового простору
рiзними класами гладких векторiв замкненого оператора.

Вступ

Простори ультрагладких векторiв замкнених операторiв над банаховими простора-
ми визначено в роботi [4], де побудовано операторне числення на таких класах векторiв.
Розв’язанню проблеми наближення елементiв банахового простору рiзними класами
гладких векторiв замкненого оператора, у тому числi ультрагладкими векторами, при-
свячено роботи [1, 2]. У цьому зв’язку вiдзначимо також роботу [3], де введено поняття
квазiнормованого абстрактного простору Бєсова. У роботi [8] технiку ультрагладких
векторiв застосовано до побудови спектральних розкладiв необмежених операторiв в
банахових просторах. Там же наведено застосування абстрактних результатiв в теорiї
регулярних елiптичних диференцiальних операторiв у обмежених областях.

У запропонованiй роботi розглянуто класи ультрагладких векторiв замкнених опе-
раторiв, якi утворюють iнтерполяцiйнi простори типу Лоренца. Дослiджено властивостi
таких просторiв (теор. 1), а також, породжених ними, апроксимацiйних просторiв (теор.
2,3). Оцiнки вiдстанi вiд елементiв банахового простору до пiдпростору ультрагладких
векторiв представлено у виглядi нерiвностей з використанням квазiнорм вiдповiдних
апроксимацiйних просторiв.

Надалi використовуємо термiнологiю i позначення роботи [9].

2000 Mathematics Subject Classification: 41A65, 47A57, 47A58, 46E35.

c©Дмитришин М.I., Лопушанський О.В., 2009



Простори типу Лоренца ультрагладких векторiв замкнених операторiв 9

1 Простори типу Лоренца ультрагладких векторiв

Нехай X — банахiв простiр над полем комплексних чисел C з нормою ‖.‖; A : D(A) ⊂
X → X — необмежений замкнений лiнiйний оператор iз щiльною областю визначення
D(A). Для будь-якого числа ν > 0 i довiльної послiдовностi додатних чисел {µk}∞k=0

розглянемо послiдовнiсть {µ−1
k (A/ν)kx}∞k=0, x ∈ D(A∞) =

∞⋂
k=0

D(Ak). Якщо {xk}∞k=0 —

послiдовнiсть в просторi X, яка збiгається до нуля, то через {x∗k}∞k=0 позначимо послi-
довнiсть, яка складається з тих самих елементiв, розмiщених в порядку незростання
норм ‖x∗0‖ ≥ ‖x∗1‖ ≥ . . . ≥ ‖x∗k‖ ≥ . . . .

Покладемо xk ≡ µ−1
k (A/ν)kx i для довiльних чисел 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ визначимо

простори вигляду

Eν
p,q(A) ≡

{
x ∈ D(A∞) : ‖x‖Eν

p,q(A) =
( ∞∑

k=1

‖x∗k−1‖qk
q
p
−1

)1/q

< ∞
}

,

Eν
p,∞(A) ≡

{
x ∈ D(A∞) : ‖x‖Eν

p,∞(A) = sup
k
‖x∗k−1‖k

1
p < ∞

}
.

Простори Eν
p,q(A) назвемо просторами типу Лоренца ультрагладких векторiв опера-

тора A. При p = q отримуємо вiдомi простори Eν
p,p(A) = Eν

p (A) ультрагладких векторiв
[4]. Якщо µk ≡ 1, то Eν

p (A) — простiр векторiв експоненцiального типу оператора A [5].
Нехай 0 < t, ν < ∞, 1 < p0, p1 < ∞, 1 ≤ q, q0, q1 ≤ ∞, 0 < θ < 1. Визначимо

iнтерполяцiйний простiр
(Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)

)
θ,q

з нормою

‖x‖(Eν
p0,q0

(A),Eν
p1,q1

(A)
)

θ,q

=
( ∫ ∞

0

[
t−θK(t, x; Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A))

]q dt

t

)1/q

,

K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A)) = inf
x=x0+x1

(‖x0‖Eν
p0,q0

(A) + t‖x1‖Eν
p1,q1

(A)

)
. При q = ∞

‖x‖(Eν
p0,q0

(A),Eν
p1,q1

(A)
)

θ,∞
= sup

0<t<∞
t−θK(t, x; Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)).

Теорема 1.. Нехай 1 < p0, p1 < ∞, p0 6= p1, 1 ≤ q, q0, q1 ≤ ∞, 0 < θ < 1. Тодi справедлива
рiвнiсть

(Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A)
)

θ,q
= Eν

p,q(A), де
1

p
=

1− θ

p0

+
θ

p1

. (1)

Доведення. Розглянемо наступнi банаховi простори Eν
1 (A) ≡

{
x ∈ D(A∞) : ‖x‖Eν

1 (A) =
∞∑

k=0

‖xk‖ < ∞
}

, Eν
∞(A) ≡

{
x ∈ D(A∞) : ‖x‖Eν∞(A) = sup

k
‖xk‖ < ∞

}
i покажемо, що

виконується рiвнiсть

(Eν
1 (A), Eν

∞(A)
)

θ,q
= Eν

1/(1−θ),q(A). (2)
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При 0 < t ≤ 1 маємо K(t, x; Eν
1 (A), Eν

∞(A)) = t‖x∗0‖. Нехай x = x0 + x1, x0 ∈ Eν
1 (A),

x1 ∈ Eν
∞(A). Використовуючи оцiнку

j−1∑

k=1

‖x∗k‖ ≤ ‖x0‖Eν
1 (A) + j ‖x1‖Eν∞(A) i розклад

x0∗
s = x∗s −

x∗s
‖x∗s‖

‖x∗j−1‖ для s = 0, . . . , j − 1,

x0∗
s = 0 для s ≥ j,

отримуємо K(j, x; Eν
1 (A), Eν

∞(A)) =

j−1∑

k=1

‖x∗k‖, j = 1, 2, . . . . Отже, при q < ∞

‖x‖q(
Eν
1 (A),Eν∞(A)

)
θ,q

∼
∞∑

j=1

j−θq−1
( j−1∑

k=1

‖x∗k‖
)q

≥
∞∑

j=1

j(1−θ)q−1‖x∗j−1‖q.

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, при
1

q
+

1

q′
= 1 i 0 < ε < θ знаходимо

∞∑
j=1

j−θq−1
( j−1∑

k=1

‖x∗k‖
)q

≤
∞∑

j=1

jθq−1

j∑

k=1

k(1−θ)q−1+εq‖x∗k−1‖q ×

( j∑

k=1

kθq
′−1−εq

′)q/q
′

≤ c

∞∑

k=1

k(1−θ)q−1‖x∗k−1‖q.

При q = ∞ маємо ‖x‖(Eν
1 (A),Eν∞(A)

)
θ,∞

∼ sup
j

j−θ

j−1∑

k=0

‖x∗k‖ ∼ sup
j

j1−θ‖x∗j−1‖ i рiвнiсть (2)

встановлено.
Нехай 1 ≤ q ≤ q̃ ≤ ∞ i 0 < θ < 1. Тодi справедливi вкладення

(Eν
1 (A), Eν

∞(A)
)

θ,q
⊂ (Eν

1 (A), Eν
∞(A)

)
θ,q̃

. (3)

Дiйсно, при 1 ≤ q ≤ q̃ < ∞

‖x‖(Eν
1 (A),Eν∞(A)

)
θ,q̃

≤
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x; Eν

1 (A), Eν
∞(A))q dt

t

)1/q̃

×
(

sup
t>0

t−θK(t, x; Eν
1 (A), Eν

∞(A))

)(1−q/q̃)

≤ c ‖x‖(Eν
1 (A),Eν∞(A)

)
θ,q

,

звiдки отримуємо (3). Вкладення
(Eν

1 (A), Eν
∞(A)

)
θ,q
⊂ (Eν

1 (A), Eν
∞(A)

)
θ,∞ випливає з не-

рiвностi K(t, x; Eν
1 (A), Eν

∞(A)) ≤ c tθ‖x‖(Eν
1 (A),Eν∞(A)

)
θ,q

.

Застосовуючи теорему про реiтерацiю [6, теор. 3.11.5], в силу рiвностi (2), маємо
(Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)

)
θ,q

=
(Eν

1 (A), Eν
∞(A)

)
λ,q

= Eν
1/(1−λ),q(A), (4)

де p0 = 1/(1− θ0), p1 = 1/(1− θ1), λ = (1− θ)θ0 + θθ1, 0 ≤ θ0 < θ1 ≤ 1. При p = 1/(1− λ)

iз рiвностi (4) отримуємо (1). 2
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Наслiдок 1.1.. В умовах теореми 1 iснують такi додатнi числа c1 = c1(θ, q) i c2 = c2(θ, q),

що виконуються нерiвностi

K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A)) ≤ c1t
θ‖x‖Eν

p,q(A), x ∈ Eν
p,q(A), (5)

‖x‖Eν
p,q(A) ≤ c2‖x‖1−θ

Eν
p0,q0

(A)‖x‖θ
Eν

p1,q1
(A), x ∈ Eν

p0,q0
(A)

⋂
Eν

p1,q1
(A). (6)

При 1 ≤ q ≤ q̃ ≤ ∞ справедливi вкладення

Eν
p,q(A) ⊂ Eν

p,q̃(A). (7)

Крiм цього, якщо Eν
p0,q0

(A) ⊂ Eν
p1,q1

(A) i 0 < θ0 < θ1 < 1, то
(Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)

)
θ0,q

⊂ (Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A)
)

θ1,q̃
. (8)

Доведення. Нерiвностi (5) i (6) випливають iз (1) та [6, теор. 3.11.2]. Вкладення (7)
отримуємо з (3).

Iз нерiвностi K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A)) ≤ t ‖x‖Eν
p1,q1

(A)), x ∈ Eν
p1,q1

(A), маємо

‖x‖(Eν
p0,q0

(A),Eν
p1,q1

(A)
)

θ1,1

=

∫ 1

0

t−θ1K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A))
dt

t
+

∫ ∞

1

t−θ1K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A))
dt

t
≤ c ‖x‖Eν

p1,q1
(A) +

sup
t>0

t−θ0K(t, x; Eν
p0,q0

(A), Eν
p1,q1

(A))

∫ ∞

1

z−(θ1−θ0)dz

z
≤

c1 ‖x‖(Eν
p0,q0

(A),Eν
p1,q1

(A)
)

θ0,∞
,

звiдки випливає вкладення
(Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)

)
θ0,∞ ⊂ (Eν

p0,q0
(A), Eν

p1,q1
(A)

)
θ1,1

. Звiдси i з
(7) отримуємо (8). 2

Вiдзначимо, що простори Eν
p,q(A) банаховi, оскiльки є iнтерполяцiйними просторами.

Iз (1) також випливає, що ‖x‖Eν
p,q(A) — квазiнорма, однак, взагалi кажучи, не норма.

2 Апроксимацiйнi простори

Нехай 0 < ν, α < ∞, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < τ ≤ ∞. Визначимо апроксимацiйнi
простори вигляду

Eν,α
p,q,τ (A) ≡

{
x ∈ X : ‖x‖Eν,α

p,q,τ (A) =
( ∫ ∞

0

tατE(t, x)τ dt

t

)1/τ

< ∞
}

,

Eν,α
p,q,∞(A) ≡

{
x ∈ X : ‖x‖Eν,α

p,q,∞(A) = sup
t>0

tαE(t, x) < ∞
}

,

де E(t, x) = inf
‖x0‖Eν

p,q(A)≤t
‖x− x0‖, x0 ∈ Eν

p,q(A), 0 < t < ∞.

Для 0 < r ≤ ∞, 0 < θ < 1 розглянемо iнтерполяцiйний простiр
(Eν

p,q(A),X
)

θ,r
з

нормою

‖x‖(Eν
p,q(A),X

)
θ,r

=
( ∫ ∞

0

[
t−θK(t, x; Eν

p,q(A),X)
]r dt

t

)1/r

,
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де K(t, x; Eν
p,q(A),X) = inf

x=x0+x1

(‖x0‖Eν
p,q(A) + t‖x1‖

)
. При r = ∞

‖x‖(Eν
p,q(A),X

)
θ,∞

= sup
0<t<∞

t−θK(t, x; Eν
p,q(A), X).

Нехай
[Eν,α

p,q,τ (A)
]θ

, 0 < θ < 1 — простiр Eν,α
p,q,τ (A) з квазiнормою ‖x‖θ

Eν,α
p,q,τ (A)

. Згiдно з
[6, теор. 7.1.7] при θ = 1/(α + 1) i τ = θr справедлива рiвнiсть

[Eν,α
p,q,τ (A)

]θ
=

(Eν
p,q(A),X

)
θ,r

. (9)

Таким чином, Eν,α
p,q,τ (A) можна розглядати як iнтерполяцiйний простiр мiж Eν

p,q(A) i X.

Теорема 2.. Iснують такi додатнi числа c1 = c1(θ, τ), c2 = c2(θ, τ), що виконуються
нерiвностi

E(t, x) ≤ c1t
−α‖x‖Eν,α

p,q,τ (A), x ∈ Eν,α
p,q,τ (A), (10)

‖x‖Eν,α
p,q,τ (A) ≤ c2‖x‖α

Eν
p,q(A)‖x‖, x ∈ Eν

p,q(A). (11)

Доведення. Згiдно з [6, теор. 3.11.4(b)], для деякого додатного числа c маємо

‖x‖(Eν
p,q(A),X

)
θ,r

≤ c ‖x‖1−θ
Eν

p,q(A)‖x‖θ, x ∈ Eν
p,q(A).

Звiдси i з рiвностi (9) при α = (1 − θ)/θ випливає iснування такої сталої c1 > 0, що
виконується нерiвнiсть (11).

Згiдно з [6, теор. 3.11.4(a)], для деякого числа c > 0 маємо K(t, x; Eν
p,q(A),X) ≤

ctθ‖x‖(Eν
p,q(A),X

)
θ,r

, x ∈ (Eν
p,q(A), X

)
θ,r
. З цiєї нерiвностi та (9) випливає iснування та-

кої сталої c0 > 0, що K(t, x; Eν
p,q(A), X) ≤ c0t

θ‖x‖θ
Eν,α

p,q,τ (A)
, x ∈ Eν,α

p,q,τ (A). Покладемо
K∞(t, x; Eν

p,q(A), X) = inf
x=x0+x1

max
{‖x0‖Eν

p,q(A), t‖x1‖
}
. Оскiльки виконується нерiвнiсть

K∞(t, x; Eν
p,q(A), X) ≤ K(t, x; Eν

p,q(A),X), то

K∞(t, x; Eν
p,q(A), X) ≤ c0t

θ‖x‖θ
Eν,α

p,q,τ (A), x ∈ Eν,α
p,q,τ (A). (12)

Згiдно з [6, лема 7.1.2], для кожного t > 0 iснує таке s > 0, що K∞(t, x; Eν
p,q(A), X) = s

i E(s + 0, x) ≤ s/t. Звiдси та з нерiвностi (12) маємо s1−θEθ(s, x) ≤ c
1/θ
0 ‖x‖θ

Eν,α
p,q,τ (A)

, x ∈
Eν,α

p,q,τ (A).При α = (1− θ)/θ отримуємо

sαE(s, x) ≤ c
1/θ
0 ‖x‖Eν,α

p,q,τ (A), x ∈ Eν,α
p,q,τ (A).

Поклавши c1 = c
1/θ
0 , приходимо до (10). 2

Iз результатiв [7] випливає, що у випадку оператора A з точковим спектром при
µk ≡ 1 нерiвнiсть (10) дає оцiнку вiдстанi вiд вектора x ∈ X до пiдпростору Eν

p,q(A),

елементами якого є кореневi вектори оператора A.

Нехай 0 < α0, α1 < ∞, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < τ, τ0, τ1 ≤ ∞. Визначимо
iнтерполяцiйний простiр

(Eν,α0
p,q,τ0

(A), Eν,α1
p,q,τ1

(A)
)

θ,τ
з нормою

‖x‖(Eν,α0
p,q,τ0

(A),Eν,α1
p,q,τ1

(A)
)

θ,τ

=
( ∫ ∞

0

[
t−θK(t, x; Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A))

]τ dt

t

)1/τ

,

K(t, x; Eν,α0
p,q,τ0

(A), Eν,α1
p,q,τ1

(A)) = inf
x=x0+x1

(‖x0‖Eν,α0
p,q,τ0

(A) + t‖x1‖Eν,α1
p,q,τ1

(A)

)
.
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Теорема 3.. При α = (1− θ)α0 + θα1 i α0 6= α1 виконується рiвнiсть
(Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)
θ,τ

= Eν,α
p,q,τ (A). (13)

Доведення. Згiдно з теоремою про реiтерацiю при θ = (1− λ)θ0 + λθ1, θ0 = 1/(α0 + 1),

θ1 = 1/(α1 + 1) i τ = θr маємо
([Eν,α0

p,q,τ0
(A)

]θ0 ,
[Eν,α1

p,q,τ1
(A)

]θ1
)

λ,r
=

[Eν,α
p,q,τ (A)

]θ
. (14)

Застосовуючи теорему про степенi [6, теор. 3.11.6], отримуємо
([Eν,α0

p,q,τ0
(A)

]θ0 ,
[Eν,α1

p,q,τ1
(A)

]θ1
)

λ,r
=

(
Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)θ

ρ,τ
, (15)

де ρ = λθ1/θ. З рiвностей (14) i (15) при α = (1− ρ)α0 + ρα1 маємо
(
Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)
ρ,τ

= Eν,α
p,q,τ (A),

звiдки приходимо до (13). 2

Наслiдок 2.1.. Нехай 0 < θ < 1 i α = (1− θ)α0 + θα1 при α0 6= α1. Iснують такi додатнi
числа c1 = c1(θ, τ) i c2 = c2(θ, τ), що виконуються нерiвностi

K(t, x; Eν,α0
p,q,τ0

(A), Eν,α1
p,q,τ1

(A)) ≤ c1t
θ‖x‖Eν,α

p,q,τ (A), x ∈ Eν,α
p,q,τ (A), (16)

‖x‖Eν,α
p,q,τ (A) ≤ c2‖x‖1−θ

Eν,α0
p,q,τ0

(A)
‖x‖θ

Eν,α1
p,q,τ1

(A)
, x ∈ Eν,α0

p,q,τ0
(A) ∩ Eν,α1

p,q,τ1
(A). (17)

При 0 < τ ≤ τ̃ ≤ ∞ справедливi вкладення

Eν,α
p,q,τ (A) ⊂ Eν,α

p,q,τ̃ (A). (18)

Крiм цього, якщо Eν,α0
p,q,τ0

(A) ⊂ Eν,α1
p,q,τ1

(A) i 0 < θ0 < θ1 < 1, то
(Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)
θ0,τ

⊂ (Eν,α0
p,q,τ0

(A), Eν,α1
p,q,τ1

(A)
)

θ1,τ̃
. (19)

Доведення. Нерiвностi (16) i (17) випливають iз (13) та [6, теор. 3.11.2]. При 0 < τ ≤
τ̃ < ∞

‖x‖(Eν,α0
p,q,τ0

(A),Eν,α1
p,q,τ1

(A)
)

θ,τ̃

≤
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x; Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A))τ dt

t

)1/τ̃

×
(

sup
t>0

t−θK(t, x; Eν,α0
p,q,τ0

(A), Eν,α1
p,q,τ1

(A))

)(1−τ/τ̃)

≤ c ‖x‖(Eν,α0
p,q,τ0

(A),Eν,α1
p,q,τ1

(A)
)

θ,τ

,

звiдки отримуємо (18). Iз нерiвностi (16) безпосередньо випливає вкладення
(Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)
θ,τ
⊂ (Eν,α0

p,q,τ0
(A), Eν,α1

p,q,τ1
(A)

)
θ,∞.

Вкладення (19) можна показати подiбно до (8). 2



14 Дмитришин М.I., Лопушанський О.В.

Лiтература

1. Горбачук М.Л., Горбачук В.I. Про наближення гладких векторiв замкненого оператора цiлими
векторами експоненцiального типу // Укр. мат. журн. — 1995. — Т. 47, №5. — С. 616–628.

2. Горбачук В.И., Горбачук М.Л. Операторный подход к вопросам аппроксимации // Алгебра и анализ.
— 1997. — Т.9, №6. — С. 90–108.

3. Дмитришин М.I., Лопушанський О.В. Абстрактнi простори Бєсова, асоцiйованi iз замкненими
операторами в банахових просторах. // Доп. НАН України. — 2007. — №12. — С. 16–22.

4. Лопушанський О.В. Операторне числення на ультрагладких векторах. // Укр. мат. журн. — 1992.
— Т. 44, №4. — C. 502-513.

5. Радыно Я.В. Пространство векторов экспоненциального типа. // Докл. АН БССР. — 1983. — Т.
27, №9. — С. 791–793.
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Определены пространства типа Лоренца ультрагладких векторов замкнутых опера-
торов в банаховых пространствах. Установлены интерполяционные свойства таких про-
странств и показано их применение к решению проблемы приближения элементов бана-
хова пространства разными классами гладких векторов замкнутого оператора.


