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При допомозi параперманентiв трикутних матриць дослiджуються нескiнченнi лiнiйнi
рекурентнi рiвняння.

Вступ

Незважаючи на широкi застосування рекурсiй в рiзних областях математики, вони
досi погано вивченi. Винятком, можливо, є лiнiйнi однорiднi та неоднорiднi рекурентнi
спiввiдношення iз сталими коефiцiєнтами. Для них доведено ряд загальних теорем,
змiст i доведення яких, з вiдомих причин, є аналогами вiдповiдних теорем з теорiї
лiнiйних однорiдних та неоднорiдних систем рiвнянь iз сталими коефiцiєнтами та теорiї
однорiдних та неоднорiдних звичайних диференцiальних рiвнянь iз сталими коефiцi-
єнтами. Цi теореми стали класичними i широко використовуються. Проте, навiть для
лiнiйних однорiдних рекурентних рiвнянь iз змiнними коефiцiєнтами, загальнi методи
їх розв’язання та дослiдження досi вiдсутнi. Ще гiрше вивченi нелiнiйнi рекурсiї. Тут
взагалi вiдсутнi загальнi пiдходи до їх вивчення.

В [1] лiнiйнi рекурентнi рiвняння k-го порядку дослiджуються при допомозi апарату
параперманентiв трикутних матриць. Такий пiдхiд дозволяє знайти розв’язки рекурен-
тних рiвнянь, уникаючи розв’язування вiдповiдних характеристичних рiвнянь. Деякi
результати цiєї роботи доповiдалися на Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, при-
свяченiй сторiччю вiд початку роботи Д.О. Граве у Київському унiверситетi [2].

Метою цiєї статтi є застосування апарату параперманентiв та парадетермiнантiв
трикутних матриць [3] до розв’язання нескiнченних лiнiйних рекурентних рiвнянь, якi
часто виникають у комбiнаторному аналiзi [4].
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1 Попереднi вiдомостi

Справедлива наступна теорема [1], яка iстотно доповнює теорему Стенлi (див. [6],
стор. 301).

Теорема 1. Нехай задано два вектори

a = (a1, a2, a3, . . . , ak),

b = (b0 = 1, b1, b2, . . . , bk−1).

Для послiдовностi {un}∞n=0 наступнi три рiвностi рiвносильнi:
1. Лiнiйне рекурентне рiвняння k−го порядку

un = a1un−1 + a2un−2 + a3un−3 + . . . + akun−k, n = k, k + 1, k + 2, . . . (1)

iз початковими умовами

u0 = b0 = 1, u1 = b1, u2 = b2, . . . , uk−1 = bk−1.

2.

un = pper(An) =




a1c1
a2

a1
a1c2

· · · · · · . . .
ak−1

ak−2

ak−2

ak−3
· · · a1ck−1

ak

ak−1

ak−1

ak−2
· · · a2

a1
a1

0 ak

ak−1
· · · a3

a2

a2

a1
a1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · . . .
0 0 · · · 0 ak

ak−1
· · · a2

a1
a1




n

,

тут поправки ci визначаються iз рiвностей

ci = bi

(
i∑

s=1

asbi−s

)−1

=
bi

ai + ai−1b1 + ai−2b2 + · · ·+ a2bi−2 + a1bi−1

,

де i = 1, . . . , k − 1;

3.

1 +
∞∑
i=1

uiz
i =

1 + b1

(
1− 1

c1

)
z1 + b2

(
1− 1

c2

)
z2 + . . . + bk−1

(
1− 1

ck−1

)
zk−1

1− a1z − a2z2 − . . .− akzk
.

u0 = 1, ui =




a1
a2

a1
a1

· · · · · · . . .
ai−1

ai−2

ai−2

ai−3
· · · a1




i

, i = 1, . . . , k − 1. (2)

Початковi умови (2) для рекурентного рiвняння (1) назвемо нормальними початковими
умовами, а послiдовнiсть, що генерується рекурентним спiввiдношенням — нормальною
послiдовнiстю.
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Наслiдок 1.1. Нехай задано два вектори

a = (a1, a2, a3, . . . , ak),

b = (b0 = 1, b1, b2, . . . , bk−1),

де bi =




a1
a2

a1
a1

· · · · · · . . .
ai−1

ai−2

ai−2

ai−3
· · · a1




i

, i = 1, . . . , k − 1.

Для нормальної послiдовностi {un}∞n=0 наступнi три рiвностi рiвносильнi:
1. Лiнiйне рекурентне рiвняння k−го порядку

un = a1un−1 + a2un−2 + a3un−3 + . . . + akun−k, n = k, k + 1, k + 2, . . .

iз початковими умовами

u0 = b0 = 1, u1 = b1, u2 = b2, . . . , uk−1 = bk−1.

2.

un =




a1
a2

a1
a1

· · · · · · . . .
ak

ak−1

ak−1

ak−2
· · · a1

0 ak

ak−1
· · · a2

a1
a1

· · · · · · · · · · · · · · · . . .
0 . . . 0 ak

ak−1
. . . a2

a1
a1




n

, n = 1, 2, 3, . . . .

3.
1

1− a1x− a2x2 − . . .− akxk
= 1 +

∞∑
i=1

uix
i.

2 Нескiнченнi лiнiйнi рекурентнi рiвняння

У цьому пунктi ми розглянемо нескiнченновимiрний аналог наслiдку 1.1 теореми 1
та за даною числовою послiдовнiстю побудуємо лiнiйне рекурентне рiвняння, яке ця
послiдовнiсть задовольняє.

Наслiдок 1.1 справедливий також на випадок нескiнченновимiрного вектора

a = (a1, a2, a3, . . .),

тобто справедлива наступна теорема:

Теорема 2. Нехай маємо вектор

a = (a1, a2, a3, . . .).
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Для послiдовностi {un}∞n=0 наступнi рiвностi рiвносильнi:
1.

u0 = 1, un = a1un−1 + a2un−2 + a3un−3 + . . . , n = 1, 2, . . . , (3)

2.

u0 = 1, u1 = [a1], u2 =

[
a1
a2

a1
a1

]
, . . . ,

3.
1

1− a1z − a2z2 − a3z3 − . . .
= 1 +

∞∑
i=1

uiz
i.

Доведення. Рiвносильнiсть рiвностей п.1 i п.2 стає очевидною пiсля послiдовного роз-
кладу параперманентiв iз п.2 за елементами останнього рядка.

Рiвносильнiсть рiвностей першого i третього пунктiв випливає iз рiвностi

(1− a1z − a2z
2− a3z

3− . . .) ·
(

1 +
∞∑
i=1

uiz
i

)
= 1 +

∞∑
i=1

(ui − a1ui−1− a2ui−2− . . .− aiu0)z
i,

яка можлива лише тодi, коли виконуються рiвностi

ui − a1ui−1 − a2ui−2 − . . .− aiu0 = 0, i = 1, 2, . . . .

Зауваження 2.1. Матрицю

A =




a1
a2

a1
a1

· · · · · · . . .
an

an−1

an−1

an−2
· · · a1

... . . . . . . . . .
. . .




назвемо матрицею нескiнченного лiнiйного рекурентного рiвняння (3).

Приклад 2.1. Нехай маємо вектор

a = (3,−4, 4,−4, 4,−4, 4, . . .),

тодi для послiдовностi {un}∞n=0, u0 = 1 рiвносильнi наступнi рiвностi:
1.

un = 3un−1 − 4un−2 + 4un−3 − 4un−4 + 4un−5 − 4un−6 + . . . , (4)

2.

un =




3
−4
3

3
4
−4

−4
3

3
−4
4

4
−4

−4
3

3

· · · · · · · · · · · · . . .
(−1)n−14
(−1)n−24

(−1)n−24
(−1)n−34

(−1)n−34
(−1)n−44

(−1)n−44
(−1)n−54

· · · 3




n

=
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3
−4
3

3

−1 −4
3

3

−1 −1 −4
3

3

· · · · · · · · · · · · . . .
−1 −1 −1 −1 · · · 3




n

= £
£
£
£
££

B
B
B
B
BB

3
4
3

3

1 4
3

3

1 1 4
3

3

· · · · · · · · · · · · . . .
1 1 1 1 · · · 3

B
B

B
B

BB

£
£

£
£

££ n

,

де n = 1, 2, . . . ,

3.

f(z) =
1

1− 3z + 4z2 − 4z3 + 4z4 − 4z5 + . . .
= 1 +

∞∑
i=1

(2i + 1)zi.

Iз рекурентного рiвняння (4) легко знайти загальний член послiдовностi un, n =

1, 2, . . . . Дiйсно,

u1 = 3u0 = 3,

u2 = 3u1 − 4u0 = 5,

u3 = 3u2 − 4u1 + 4u0 = 7,

u4 = 3u3 − 4u2 + 4u1 − 4u0 = 9.

Очевидно, ми маємо справу iз послiдовнiстю непарних чисел. Припустимо, що uk =

2k + 1. Згiдно iз припущенням повинна виконуватись рiвнiсть

2k + 1 = 3(2k − 1)− 4(2k − 3) + 4(2k − 5)− . . . + (−1)k−24 · 3 + (−1)k−14 · 1,

справедливiсть якої випливає iз того, що

4((2k − 1)− (2k − 3) + (2k − 5)− . . . + (−1)k−2 · 3 + (−1)k−1 · 1) = 4k.

Отже, наше припущення справедливе i, таким чином, встановлено правильнiсть рiв-
ностi

£
£
£
£
££

B
B
B
B
BB

3
4
3

3

1 4
3

3

1 1 4
3

3

· · · · · · · · · · · · . . .
1 1 1 1 · · · 3

B
B

B
B

BB

£
£

£
£

££ n

= 2n + 1,

яку безпосередньо встановити важче.
Вiдмiтимо також, що генератрису для цiєї послiдовностi можна спростити:

1

f(z)
= 1 + z − 4z(1− z + z2 − z3 + . . .) = 1 + z − 4z

1 + z
=

1− 2z + z2

1 + z
.

Отже,

f(z) =
1 + z

1− 2z + z2
(5)
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Тепер, за виглядом генератриси (5) можна спростити i саме рекурентне рiвняння. Оста-
точно отримаємо лiнiйне рекурентне рiвняння другого порядку

un = 2un−1 − un−2

iз початковими умовами
u0 = 1, u1 = 3.

Якщо задана деяка послiдовнiсть, то можна знайти рекурентне рiвняння, якому за-
довольняють члени цiєї послiдовностi, та її генератрису. Але, розв’язуючи задачi такого
типу, ми будемо apriori вважати, що послiдовнiсть є нормальною.

Справедлива наступна теорема:

Теорема 3. Члени нормальної послiдовностi

u0 = 1, u1, u2, . . . (6)

задовольняють лiнiйне рекурентне рiвняння

un = a1un−1 + a2un−2 + a3un−3 + . . . ,

де

ai = (−1)i−1£
£
££

B
B
BB

u1
u2

u1
u1

· · · · · · · · ·
ui

ui−1

ui−1

ui−1
· · · u1

B
B

BB

£
£

££

, i = 1, 2, . . . . (7)

Доведення. Позаяк, послiдовнiсть (6) нормальна, то, згiдно з наслiдком 1.1, справедливi
рiвностi 



a1
a2

a1
a1

...
... . . .

ai

ai−1

ai−1

ai−2
· · · a1




i

= ui, i = 1, 2, . . . ,

з яких можна знайти коефiцiєнти ai, i = 1, 2, . . . лiнiйного рекурентного рiвняння (3).
Але ця система, згiдно з [5], має розв’язок

ai = (−1)i−1£
£
££

B
B
BB

u1
u2

u1
u1

· · · · · · · · ·
ui

ui−1

ui−1

ui−1
· · · u1

B
B

BB

£
£

££

, i = 1, 2, . . . .

Проiлюструємо теорему 3 на прикладi.
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Приклад 2.2. Знайдемо рекурентнi рiвняння, якi задовольняють числовi послiдовно-
стi:

u0 = 1, u1 = 2, u2 = 3, u4 = 4, . . . ,

u0 = 1, u1 = 1, u2 = 2, u3 = 3, u4 = 4, . . . , (8)

u0 = 1, u1 = 3, u2 = 4, u3 = 5, . . . . (9)

Знаходимо коефiцiєнти рекурентного рiвняння за формулою (7).

a1 = (−1)0〈2〉 = 2, a2 = (−1)1££

BB

2
3
2

2
BB

££

= −1, a3 = (−1)2£
££

B
BB

2
3
2

2
4
3

3
2

2

B
BB

£
££

= 0.

Припустимо, що a3 = a4 = . . . = ak−1 = 0, тодi

ak = (−1)k−1£
£
££

B
B
BB

2
3
2

2

· · · · · · . . .
k+1

k
k

k−1
· · · 2

B
B

BB

£
£

££

= (−1)k−1(2 · 0− 3 · 0 + . . . + (−1)k−1(k − 1) · 1+

(−1)kk · 2 + (−1)k+1(k + 1) · 1) = 0.

Отже, маємо a1 = 2, a2 = −1 i дана числова послiдовнiсть задовольняє лiнiйне рекурен-
тне рiвняння

un = 2un−1 − un−2.

Легко показати, що для числової послiдовностi (8) коефiцiєнти вiдповiдного реку-
рентного рiвняння мають вигляд

ar =

〈
i− j + 1

i− j + δij

〉

16j6i6r

=





0, якщо r = 3s,

1, якщо r = 3s + 1,

−1, якщо r = 3s + 2,

, s = 0, 1, . . . .

Отже, послiдовнiсть (8) задовольняє нескiнченне лiнiйне рекурентне рiвняння

un = un−1 + un−2 − un−4 − un−5 + un−7 + un−8 − un−10 − un−11 + . . . ,

i її генератрисою є функцiя виду

f(z) =
1

1− z − z2 + z4 + z5 − z7 − z8 + z10 + z11 − . . .
.

Позаяк

1

f(z)
= 1− z(1− z3 + z6 − z9 + . . .)− z2(1− z3 + z6 − z9 + . . .) =

1− z − z2 + z3

1 + z3
,

то
f(z) =

1 + z3

1− z − z2 + z3
.
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Коефiцiєнти рекурентного рiвняння, яке задовольняє числова послiдовнiсть (9) до-
рiвнюють

ai = (−1)i−1Fi+2, i = 1, 2, . . . ,

де Fn — числа Фiбоначчi.
Отже, числова послiдовнiсть (9) задовольняє нескiнченне лiнiйне рекурентне рiв-

няння
un = 3un−1 − 5un−2 + 8un−3 − 13un−4 + . . . .

Цьому нескiнченному рекурентному рiвнянню вiдповiдає генератриса

f(z) =
1

1− 3z + 5z2 − 8z3 + 13z4 − . . .
.

Тому

1

f(z)
= 1+

∞∑
i=1

(−1)iF (i+2)zi = 1+
∞∑
i=1

(−1)i(F (i+1)+F (i))zi = 1+
∞∑
i=1

(−1)iF (i+1)zi+

∞∑
i=1

(−1)iF (i)zi = 1− z

∞∑
i=1

(−1)i−1F (i + 1)zi−1 + z2

∞∑
i=1

(−1)i−2F (i)zi−2 =

1− z

∞∑
i=0

(−1)iF (i + 2)zi + z2

∞∑
i=−1

(−1)iF (i + 2)zi =

1− z

(
1 +

1

f(z)

)
+ z2

(
−z−1 + 1 +

1

f(z)

)
.

Звiдси
1

f(z)
= 1− z

(
1 +

1

f(z)

)
+ z2

(
−z−1 + 1 +

1

f(z)

)

або остаточно

f(z) =
1 + z − z2

1− 2z + z2
.

Таким чином, в трьох розглянутих випадках, незначнi змiни у перших членах число-
вої послiдовностi приводять до iстотно рiзних рекурентних рiвнянь.

В комбiнаторному аналiзi зустрiчається важлива числова послiдовнiсть p(n) чисел
невпорядкованих розбиттiв натурального числа n на натуральнi числа. Запишемо першi
25 членiв генератриси цiєї послiдовностi.

1+x+2x2+3x3+5x4+7x5+11x6+15x7+22x8+30x9+42x10+56x11+77x12+101x13+135x14+

176x15+231x16+297x17+385x18+490x19+627x20+792x21+1002x22+1255x23+1575x24+. . .

Знайдемо першi 24 коефiцiєнти шуканого рекурентного рiвняння за формулою (7):

1, 1, 0, 0,−1, 0− 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, . . . ,



Нескiнченнi рекурсiї та параперманенти 43

i кiлька перших ненульових членiв шуканого рекурентного рiвняння

un = un−1 + un−2 − un−5 − un−7 + un−12 + un−15 − un−22 − . . . . (10)

Таким чином, ми отримали достатньо iндуктивного матерiалу, щоб знайти закон, якому
пiдпорядковується права частина рекурентного рiвняння. Ойлер показав (див. [7], стор.
246), що загальний член цього рекурентного рiвняння має вигляд

u
n− 3k2−k

2

+ u
n− 3k2+k

2

, k = 1, 2, 3, . . . .

Зауважимо, що початковою умовою для знаходження числа невпорядкованих роз-
биттiв натурального числа на натуральнi доданки є спiввiдношення

p(0) = 1, p(m) = 0, m < 0.

Слiд також вiдзначити, що число σ(n), яке дорiвнює сумi всiх натуральних дiльникiв
натурального числа n, також задовольняє рекурентне рiвняння (10), але початкова
умова має вигляд

σ(0) = n, σ(m) = 0, m < 0.

Розглянемо деякi випадки, в яких при допомозi нескiнченного лiнiйного рекурент-
ного рiвняння, коефiцiєнти якого задаються нескiнченновимiрним вектором, можна по-
будувати дробово рацiональну генератрису, чисельник i знаменник якої є многочленами
не вище k-того степеня.

Твердження 2.1. Якщо нескiнченновимiрнi вектори a, при допомозi яких задаються
нескiнченнi рекурентнi рiвняння мають вигляд

a = (a1, a2, . . . , ak, a1, a2, . . . , ak, a1, . . .),

a = (a1, a2, . . . , ak,−a1,−a2, . . . ,−ak, a1, . . .), (11)

a = (−a1,−a2, . . . ,−ak, a1, a2, . . . , ak,−a1, . . .),

то їм вiдповiдають генератриси:

f(z) =
1− zk

1− a1z − a2z2 − . . .− (ak + 1)zk
,

f(z) =
1 + zk

1− a1z − a2z2 − . . .− (ak − 1)zk
, (12)

f(z) =
1 + zk

1 + a1z + a2z2 + . . . + (ak + 1)zk
.

Доведення. Згiдно iз теоремою 2 нескiнченному лiнiйному рекурентному рiвнянню, що
задається вектором (11) вiдповiдає генератриса

f(z) =
1

1− a1z − a2z2 − . . .− akzk + a1zk+1 + a2zk+2 + . . . + akz2k − a1z2k+1 − . . .
.
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Тому маємо

1

f(z)
= 1− a1z − a2z

2 − . . .− akz
k + a1z

k+1 + a2z
k+2 + . . . + akz

2k − a1z
2k+1 − . . . =

1− a1z(1− zk + z2k − . . .)− a2z
2(1− zk + z2k − . . .)− . . .− akz

k(1− zk + z2k − . . .) =

1− a1z

1 + zk
− a2z

2

1 + zk
− akz

k

1 + zk
=

1− a1z − a2z
2 − . . .− (ak − 1)zk

1 + zk
.

Таким чином, ми отримуємо генератрису (12). Решта випадкiв аналогiчнi.

У багатьох випадках корисною виявляється наступна теорема:

Теорема 4. Нехай задано вектор

a = (a1, a2, a3, . . .),

компоненти якого задовольняють рекурентне рiвняння

an = ω1an−1 + ω2an−2 + . . . + ωkan−k, n = 1, 2, 3, . . . ,

де a0 = 1. Генератрисою послiдовностi {un}∞n=1, яка задовольняє рекурентне рiвняння

u0 = 1, un = a1un−1 + a2un−2 + a3un−3 + . . . , (13)

є функцiя f(z) виду

1− ω1z − ω2z
2 − ω3z

3 − . . .− ωkz
k

1− (a1 + ω1)z − . . .− (ak−1 − ω1ak−2 − . . .− ωk−2a1 + ωk−1)zk−1 − ωkzk
.

Доведення. Згiдно iз твердженням 2, для послiдовностi {un}∞n=1 рекурентне рiвняння
(13) вiдповiдає генератрисi

f(z) =
1

1− a1z − a2z2 − a3z3 − . . .
.

Тому

1

f(z)
= 1−

∞∑
i=1

aiz
i = 1−a1z−a2z

2−. . .−ak−1z
k−1−

∞∑

n=k

(ω1an−1+ω2an−2+. . .+ωkan−k)z
n =

1−a1z−a2z
2−. . .−ak−1z

k−1−ω1z

∞∑

n=k

an−1z
n−1−ω2z

2

∞∑

n=k

an−2z
n−2−. . .−ωkz

k

∞∑

n=k

an−kz
n−k =

1− a1z − a2z
2 − . . .− ak−1z

k−1 − ω1z
1

∞∑

n=k−1

anzn − ω2z
2

∞∑

n=k−2

anzn − . . .− ωkz
k

∞∑
n=0

anz
n =

1− a1z − a2z
2 − . . .− ak−1z

k−1 + ω1z

(
−1 + a1z + a2z

2 + . . . + ak−2z
k−2 +

1

f(z)

)
+
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ω2z
2

(
−1 + a1z + a2z

2 + . . . + ak−3z
k−3 +

1

f(z)

)
+ . . . + ωk−1z

k−1

(
−1 +

1

f(z)

)
+

ωkz
k

(
−1 +

1

f(z)

)
.

Отже, маємо рiвнiсть
1

f(z)
=

1− (a1 + ω1)z − . . .− (ak−1 − ω1ak−2 − . . .− ωk−2a1 + ωk−1)z
k−1 − 2ωkz

k

1− ω1z − ω2z2 − ω3z3 − . . .− ωkzk
.

Наведемо приклад, який iлюструє теорему 4.

Приклад 2.3. Нехай задано нескiнченне рекурентне рiвняння

un = un−1 + 3un−2 + 8un−3 + 21un−4 + 55un−5 + . . . + F2k−1un−k + . . . ,

де Fn — числа Фiбоначчi. Коефiцiєнти цього рiвняння задовольняють лiнiйне рекурент-
не рiвняння другого порядку

an = 3an−1 − an−2.

Отже, ω1 = 3, ω2 = −1 i генератриса числової послiдовностi {un}∞n=1, згiдно iз теоремою
4, має вигляд

f(z) =
1− 3z + z2

1− 4z + z2
.

Висновок

Дослiдження лiнiйних рекурентних рiвнянь k−го порядку при допомозi параперма-
нентiв трикутних матриць можуть бути використанi також при аналогiчних дослiджен-
нях нескiнченних лiнiйних рекурентних рiвнянь. При цьому можна видiлити класи та-
ких нескiнченних лiнiйних рекурентних рiвнянь, якi зводяться до рiвносильних лiнiйних
рекурентних рiвнянь k-го порядку, та побудувати для них вiдповiднi генератриси.
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