
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical

публiкацiї. Т.1, №1 Publications. V.1, №.1

УДК 515.12+512.58

Лiщинський I.I.

ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ ЖОРДАНА КIЛЕЦЬ ПОЛIНОМIВ

Лiщинський I.I. Диференцiювання Жордана кiлець полiномiв // Карпатськi математич-
нi публiкацiї. — 2009. — Т.1, №1. — C. 65–68.

В данiй статтi встановлено зв’язок мiж множиною диференцiювань Жордана кiльця R

та множинами диференцiювань Жордана кiльця полiномiв R[x1, . . . , xn] та кiльця форма-
льних степеневих рядiв R[[x1, . . . , xn]]. Встановлено також умову, за якої JDerR є лiвим
R-модулем.

0. Нехай R – асоцiативне кiльце. Вiдображення δ : R → R називається диференцiю-
ванням Жордана кiльця R, якщо δ(x + y) = δ(x) + δ(y) та δ(x2) = δ(x)x + xδ(x) для
всiх елементiв x, y ∈ R (див. [1],[2]). Множину всiх диференцiювань Жордана кiльця R

звичайно позначають через JDerR. Очевидним є те, якщо c – елемент центру Z(R), а
d1, d2 ∈ JDerR, то cd1, d1±d2 ∈ JDerR, тобто JDerR – лiвий Z(R)-модуль. Вважається,
що кiльце вiльне вiд 4-скруту, якщо з рiвностi 4x = 0 випливає x = 0.

Метою даної статтi є встановити зв’язок мiж множиною диференцiювань Жорда-
на кiльця R та множинами диференцiювань Жордана кiльця полiномiв R[x1, . . . , xn]

та кiльця формальних степеневих рядiв R[[x1, . . . , xn]]. Знайдено також умову, за якої
JDerR є лiвим R-модулем.

1. Нехай I – злiченна множина. Тодi родина диференцiюваньЖордана δ = {δi|i ∈ I}
кiльця R називається локально скiнченною, якщо для кожного елемента a ∈ R маємо
δi(a) = 0 майже для всiх iндексiв i ∈ I. Через (jDerR)∞ позначимо сукупнiсть всiх
локально скiнченних родин диференцiювань Жордана кiльця R, а через (JDerR)∞ –
сукупнiсть всiх родин диференцiювань Жордана кiльця R.

Твердження 1. Нехай R[x1, . . . , xn] – кiльце полiномiв вiд n комутуючих змiнних
x1, . . . , xn над кiльцем R i вiльне вiд 4-скруту. Тодi має мiсце iзоморфiзм лiвих Z(R)-
модулiв

JDerR[x1, . . . , xn] ∼= (jDerR)∞ ⊕ Z(R)[x1, . . . , xn]n.
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Доведення. 1) Нехай D – яке-небудь диференцiювання Жордана кiльця полiномiв
R[x1, . . . , xn]. Тодi для кожного елемента r ∈ R його похiдна D(r) ∈ R[x1, . . . , xn].

Оскiльки R[x1, . . . , xn] – пiдкiльце в кiльцi формальних степеневих рядiв R[[x1, . . . , xn]],
то формально D(r) можна записати у виглядi степеневого ряду (в якому майже всi
коефiцiєнти є нульовими):

D(r) =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

δi1...in(r)xi1
1 . . . xin

n ,

де δi1...in(r) ∈ R для кожної n-ки (i1, . . . , in) ∈ Nn
0 . Легко встановити, що вiдображення

δ : R → R, де δ(r) = δi1...in(r) (r ∈ R), є диференцiюванням Жордана кiльця R i, як
наслiдок, родина диференцiювань Жордана

δ = {δi1...in|(i1, . . . , in) ∈ Nn
0} (1)

кiльця R є локально скiнченною.
2) Тепер нехай dj = D(xj), де j = 1, . . . , n. Тодi

dj =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n (2)

– деякий полiном кiльця R[x1, . . . , xn]. Розглянемо як дiє диференцiювання Жордана
на добуток комутуючих мiж собою елементiв s, t ∈ R[x1, . . . , xn], для цього знаходимо

4D(st) = D(4st) = D((s + t)2 − (s− t)2) = D((s + t)2)−D((s− t)2) =

= 2(s + t)D(s + t)− 2(s− t)D(s− t) = 4(sD(t) + D(s)t).

А оскiльки дане кiльце вiльне вiд 4-скруту, то D(st) = sD(t) + D(s)t. Позаяк axj = xja

та D(a)xj = xjD(a) для кожного a ∈ R, то

aD(xj) = D(xj)a,

а звiдси ∑
aai1...inxi1

1 . . . xin
n =

∑
ai1...inaxi1

1 . . . xin
n .

Оскiльки a – довiльний елемент iз R, то ai1...in ∈ Z(R) для всiх коефiцiєнтiв полiнома
dj. Це означає, що dj ∈ Z(R)[x1, . . . , xn].

Пiдсумовуючи 1) та 2), легко встановити, що вiдображення

ϕ : JDerR[x1, . . . , xn] → (jDerR)∞ ⊕ Z(R)[x1, . . . , xn]n,

де ϕ(D) = (δ, d1, . . . , dn), δ – локально скiнченна родина (1) диференцiювань Жордана
кiльця R, а dj – полiном (2), є iзоморфiзмом лiвих Z(R)-модулiв.

Твердження 2. Нехай R[[x1, . . . , xn]] – кiльце формальних степеневих рядiв вiд n кому-
туючих змiнних x1, . . . , xn над кiльцем R i вiльне вiд 4-скруту. Тодi має мiсце iзоморфiзм
лiвих Z(R)-модулiв

JDerR[[x1, . . . , xn]] ∼= (JDerR)∞ ⊕ Z(R)[[x1, . . . , xn]]n.
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Доведення. Аналогiчне доведенню твердження 1, а тому ми його опускаємо.

2. Зрозумiло, якщо кiльце R комутативне, то JDerR – лiвий R-модуль. Але iснують
кiльця R, якi не є комутативними i JDerR є лiвим R-модулем. Нами встановлено:

Твердження 3. Нехай R – кiльце. Тодi JDerR – лiвий R-модуль в тому i тiльки тому
випадку, коли

(ax− xa)δ(x) = 0

для будь-яких a, x ∈ R та δ ∈ JDerR.

Доведення. (⇒) Нехай JDerR – лiвий R-модуль. Тодi для будь-яких δ ∈ JDerR та
a, x ∈ R маємо

aδ(x)x + xaδ(x) = (aδ)(x2) = a(δ(x2)) = a(δ(x)x + xδ(x)) = aδ(x)x + axδ(x),

а звiдси
(ax− xa)δ(x) = 0.

(⇐) встановлюється безпосередньо.

Приклад 1. Розглянемо поле F4 = F2/(X
2+X+1) = {0, 1, α, α+1}, яке має нетривiаль-

ний автоморфiзм σ : F4 → F4, σ(x) = x2 для кожного x ∈ F4. Нехай B = F4[X, σ]/(X2) =

F4 +F4b, де b2 = 0 та bx = σ(x)b для всiх x ∈ F4. Очевидним є те, що JDerF4 = DerF4 =

{0}.
Нехай δ ∈ DerB. Тодi δ(b) = x + yb для деяких елементiв x, y ∈ F4. Iз рiвностi

0 = δ(b2) = δ(b)b + bδ(b) = (x + yb)b + b(x + yb) = xb + bx = (x + x2)b (3)

випливає, що x + x2 = 0. Це означає, що x = x2, а отже, x = 0 або x = 1. Правило

δz : B → B, δz(x + yb) = zyb, де x, y, z ∈ F4,

є диференцiюванням, оскiльки для всiх z, x1, x2, y1, y2 ∈ F4 вiрними є рiвностi:

δz((x1 + y1b)(x2 + y2b)) = δ(x1x2 + (x1y2 + y1x
2
2)b) = z(x1y2 + y1x

2
2)b,

δz(x1+y1b)(x2+y2b)+(x1+y1b)δz(x2+y2b) = zy1b(x2+y2b)+(x1+y1b)zy2b = (zy1x
2
2+x1zy2)b.

Покажемо, що правило

µz : B → B, µz(x + yb) = y(1 + zb), де x, y, z ∈ F4,

не є диференцiюванням:

µz((α + b)2) = µz(α
2 + αb + bα) = µz(α

2 + b) = µz(b) = 1 + zb,

µz(α + b)(α + b) + (α + b)µz(α + b) = (1 + zb)(α + b) + (α + b)(1 + zb) = zb.
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Отже, DerB = {δz| z ∈ F4} – алгебра Лi, яка складається з 4 елементiв. Зрозумiло,
що DerB ⊆ JDerB. Знайдемо диференцiювання Жордана кiльця B, якi не є його
диференцiюваннями.

Нехай δ ∈ JDerB. Тодi δ(b) = x + yb для деяких x, y ∈ F4. З рiвностi (3) отримуємо,
що x = 0 або x = 1. Випадок x = 1 не пiдходить (контрприклад можна розглянути той
самий, що i для диференцiювання). Встановимо, що правило:

δz : B → B, δz(x + yb) = z(y)b,

де x, y,∈ F4 та z(y) : F4 → F4 – адитивне вiдображення поля F4, є диференцiюванням
Жордана кiльця B. Дiйсно,

δ((x + yb)2) = δ(x2 + (xy + yx2)b) = δ(x2 + y(x + x2)b) = z(y(x + x2))b,

δ(x + yb)(x + yb) + (x + yb)δ(x + yb) = z(y)b(x + yb) + (x + yb)z(y)b = (x2 + x)z(y)b.

Якщо x = 0 або x = 1, то x + x2 = 0; а якщо x = α або x = α + 1, то x + x2 = 1.
Тодi рiвнiсть δ((x + yb)2) = δ(x + yb)(x + yb) + (x + yb)δ(x + yb) вiрна для всiх x, y ∈ F4.
Оскiльки z(0) = 0, а z(α+1) = z(α)+z(1), тобто z(α) i z(1) можуть набувати довiльних
значень iз поля F4, то лiвий B-модуль JDerB мiстить 16 елементiв.
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We study connections between the set of Jordan derivations of a ring R and the sets of Jor-
dan derivations of a polynomial ring R[x1, . . . , xn] and formal power series ring R[[x1, . . . , xn]].
We also establish a condition when JDerR is a left R-module.
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Установлена связь между множеством дифференцирований Жордана кольца R и мно-
жествами дифференцирований Жордана кольца многочленов R[x1, . . . , xn] и кольца фор-
мальных степенных рядов R[[x1, . . . , xn]]. Установлено также условие, при котором JDerR

будет левым R-модулем.


