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В роботi встановлено аналог поляризацiйної формули, поляризацiйної нерiвностi та
формули Мартiна для (p, q)-лiнiйних вiдображень на нормованих просторах.

1 Вступ та основнi означення

Нехай X i Y — комплекснi лiнiйнi простори. Позначимо Xn — n-тий декартовий
степiнь простору X. Нехай An(x1, . . . , xn) буде мультилiнiйним симетричним вiдобра-
женням з Xn в Y, тодi Pn(x) = An(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

n

) називається n-однорiдним полiномом на

X.
Вiдомо, що An(x1, . . . , xn) можна вiдновити з Pn(x) за допомогою класичної поляри-

зацiйної формули:

An(x1, . . . , xn) =
1

n!

1∑
ε1,...,εn=0

(−1)n−(ε1+...+εn)Pn(x′ + ε1x1 + . . . + εnxn), (1)

де x′ — довiльний елемент з X.
Поляризацiйна формула є фундаментальним результатом в теорiї полiномiальних

вiдображень, який багато разiв перевiдкривався i публiкувався. Першим її опублiкував
Р. Мартiн в [6], проте вiдомо, що її знав ранiше С. Банах. Незалежно вiд Р. Мартiна
поляризацiйну формулу довели С. Мазур i В. Орлiч в [7]. В лiтературi вiдомо багато
рiзних форм поляризацiйної формули. Найбiльш загальний пiдхiд до виведення кла-
сичних поляризацiйних формул викладено в монографiї Ш. Дiнiна [5]. У статтi I. Са-
рантопулоса [9] доведено наступний варiант поляризацiйної формули:

n!An(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

r1(t) . . . rn(t)Pn (r1(t)x1 + . . . + rn(t)xn) dt,
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де ri(t) = sign sin 2iπt — вiдомi функцiї Радемахера. У статтях [2], [3] автори ввели так
званi узагальненi функцiї Радемахера i використали їх для доведення рiзних варiантiв
поляризацiйної формули. В роботi [4] узагальненi функцiї Радемахера використовують-
ся для виведення аналога поляризацiйної формули для неоднорiдних полiномiв та ана-
лiтичних вiдображень банахового простору.

У випадку, коли X, Y — нормованi простори, поляризацiйна формула використову-
ється для доведення так званої поляризацiйної нерiвностi. Так, наприклад, в монографiї
Х. Мухiка [8] на основi формули

An(x1, . . . , xn) =
1

n!2n

∑
ε1,...,εn=±1

ε1ε2 . . . εnPn(x′ + ε1x1 + . . . + εnxn)

доведено класичну поляризацiйну нерiвнiсть:

‖An‖ ≤ nn

n!
‖Pn‖.

Вiдомо, що для простору `1 поляризацiйну константу nn/n! неможливо покращити,
тодi як у випадку `2 її можна замiнити на одиницю [5].

Дамо означення об’єктiв, вивченню яких присвячена дана робота.

Означення 1.1. Вiдображення Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q), Bp,q : Xp+q → Y, назвемо
(p, q)-лiнiйним симетричним вiдображенням, якщо воно має наступнi властивостi:
1◦. ∀ i ∈ {1, . . . , p + q}, ∀xi

′, xi
′′ ∈ X

Bp,q(x1, . . . , xi−1, xi
′ + xi

′′, xi+1, . . . , xp+q) = Bp,q(x1, . . . , xi−1, xi
′, xi+1 . . . , xp+q)+

+ Bp,q(x1, . . . , xi−1, xi
′′, xi+1 . . . , xp+q);

2◦. ∀ i ∈ {1, . . . , p}, ∀λ ∈ C

Bp,q(x1, . . . , λxi, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) = λBp,q(x1, . . . , xi, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q);

3◦. ∀ i ∈ {p + 1, . . . , p + q}, ∀λ ∈ C

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , λxi, . . . , xp+q) = λBp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xi, . . . , xp+q);

4◦. ∀σ ∈ Sp

Bp,q(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(p); xp+1, . . . , xp+q) = Bp,q(x1, x2, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q);

5◦. ∀σ ∈ Sq

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+σ(1), xp+σ(2), . . . , xp+σ(q)) = Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, xp+2, . . . , xp+q).

Означення 1.2. Звуження (p, q)-лiнiйного симетричного вiдображення на дiагональ
Pp,q(x) = Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p

; x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
q

) будемо називати (p, q)-полiномом.
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З означення 1.2 випливає, що для довiльного λ ∈ C i для довiльних x, y ∈ X:
1◦. Pp,q(λx) = λ pλ

q
Pp,q(x);

2◦. Pp,q(x + λy) =
p∑

i=0

q∑
j=0

Ci
p Cj

q λ i λ
j
Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p−i

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
i

; x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
q−j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
j

).

Зауваження 1.1. Зауважимо, що формула (1) є правильною також для (0, n)-лiнiйних
симетричних вiдображень.

У роздiлi 2 даної роботи буде отримано поляризацiйну формулу для (p, q)-полiномiв.
У роздiлi 3 буде розглянуто процес вiдновлення (p, q)-полiномiв iз функцiй вигляду:

P (x) =
n∑

p=0

Pp,n−p(x),

якi в [1] називаються n-однорiдними ∗-полiномами. Отримана формула є аналогом вiдо-
мої формули Мартiна, вперше доведеної в роботi [6] для полiномiв. У роздiлi 4 доводи-
ться iнший варiант поляризацiйної формули, у якiй використано функцiї Радемахера i
узагальненi функцiї Радемахера. Поляризацiйна нерiвнiсть для (p, q)-полiномiв на нор-
мованих просторах доводиться у роздiлi 5.

2 Поляризацiйна формула для (p, q)-полiномiв

Теорема 1. Нехай X i Y — комплекснi лiнiйнi простори. Нехай Bp,q(x1, . . . , xp+q) —
(p, q)-лiнiйне симетричне вiдображення з Xp+q в Y , Pp,q(x) — вiдповiдний (p, q)-полiном.
Тодi Bp,q(x1, . . . , xp+q) можна вiдновити з Pp,q(x) за допомогою наступної формули:

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) =

1

2mp ! q !

1∑
ε1,...,εp+q=0

(−1)p+q−(ε1+...+εp+q)

1∑
µ1,...,µm=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )q×

Pp,q

(
(x′ + ε1x1 + . . . + εpxp) + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )(x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)

)
,

де
rk = cos

π

2k−1
+ i sin

π

2k−1
,

m =
[
log2(p + q)

]
+ 1,

x′, x′′ — довiльнi елементи з X.

Доведення. Ми можемо розглянути Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) як p-лiнiйне симет-
ричне вiдображення з фiксованими параметрами xp+1, . . . , xp+q, тобто

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) ≡ Bxp+1,...,xp+q
p (x1, . . . , xp).

Скориставшись поляризацiйною формулою (1), дiстанемо:

Bxp+1,...,xp+q
p (x1, . . . , xp) =

1

p!

1∑
ε1,...,εp=0

(−1)p−(ε1+...+εp) × P xp+1,...,xp+q
p (x′ + ε1x1 + . . . + εpxp),
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де P
xp+1,...,xp+q
p (x) — це p-однорiдний полiном з фiксованими параметрами xp+1, . . . , xp+q,

тобто

P xp+1,...,xp+q
p (x)=Bxp+1,...,xp+q

p (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p

) = Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p

; xp+1, . . . , xp+q) = Bx
q (xp+1, . . . , xp+q).

З iншого боку, Bx
q (xp+1, . . . , xp+q) є симетричним вiдображенням, антилiнiйним по кож-

нiй змiннiй ((0, q)-лiнiйним симетричним вiдображенням), яке залежить вiд фiксованого
параметра x. З формули (1) i зауваження 1.1 випливає, що

Bx
q (xp+1, . . . , xp+q) =

1

q!

1∑
εp+1,...,εp+q=0

(−1)q−(εp+1+...+εp+q)×

Bx
q (x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q, . . . , x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q︸ ︷︷ ︸

q

).

Отже, Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) =

1

p!

1∑
ε1,...,εp=0

(−1)p−(ε1+...+εp)P xp+1,...,xp+q
p (x′ + ε1x1 + . . . + εpxp) =

1

p!

1∑
ε1,...,εp=0

(−1)p−(ε1+...+εp)×

Bp,q(x
′ + ε1x1 + . . . + εpxp, . . . , x′ + ε1x1 + . . . + εpxp︸ ︷︷ ︸

p

; xp+1, . . . , xp+q) =

1

p!

1∑
ε1,...,εp=0

(−1)p−(ε1+...+εp) 1

q!

1∑
εp+1,...,εp+q=0

(−1)q−(εp+1+...+εp+q)×

Bp,q(x
′ + ε1x1 + . . . + εpxp, . . . , x′ + ε1x1 + . . . + εpxp︸ ︷︷ ︸

p

;

x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q, . . . , x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q︸ ︷︷ ︸
q

) =

1

p!q!

1∑
ε1,...,εp+q=0

(−1)p+q−(ε1+...+εp+q)×

Bp,q(x
′ + ε1x1 + . . . + εpxp, . . . , x′ + ε1x1 + . . . + εpxp︸ ︷︷ ︸

p

;

x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q, . . . , x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q︸ ︷︷ ︸
q

).

Таким чином, ми звели нашу проблему до вiдновлення Bp,q(y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
p

; z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
q

) за функ-

цiєю Pp,q(x).
Введемо деякi технiчнi функцiї.
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Означення 2.1. Означимо функцiю f з простору матриць розмiрностi (p+1)× (q +1)

у простiр Y наступним чином:

f




a00 a10 a20 . . . ap0

a01 a11 a21 . . . ap1

...
...

... . . . ...
a0q a1q a2q . . . apq


 =

p∑
i=0

q∑
j=0

Ci
p Cj

qaijBp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p−i

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
i

; x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
q−j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
j

),

де x, y — довiльнi фiксованi елементи з X, aij ∈ C.
З означення випливає, що f є лiнiйним вiдображенням.

Означення 2.2. Покладемо M0(x, y, λ) = Pp,q(x + λy), Mk(x, y, λ) = 1
2

(
Mk−1(x, y, λ) +

r q
k Mk−1(x, y, rkλ)

)
, k ≥ 1, де rk = cos π

2k−1 + i sin π
2k−1 .

Ми знаємо, що

Pp,q(x + λy) =

p∑
i=0

q∑
j=0

Ci
p Cj

q λ i λ
j
Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p−i

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
i

; x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
q−j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
j

),

тому

M0(x, y, λ) = Pp,q(x + λy) = f




1 λ λ2 . . . λp

λ λλ λ2λ . . . λpλ
...

...
... . . . ...

λ
q

λλ
q

λ2λ
q

. . . λpλ
q


 .

З означення Mk(x, y, λ) i лiнiйностi f випливає, що

Mk(x, y, λ) = f




a00 a10 a20 . . . ap0

a01 a11 a21 . . . ap1

...
...

... . . . ...
a0q a1q a2q . . . apq


 ,

тобто Mk(x, y, λ) вiдповiдає деякiй матрицi




a00 a10 a20 . . . ap0

a01 a11 a21 . . . ap1

...
...

... . . . ...
a0q a1q a2q . . . apq


. Назвемо цю мат-

рицю матрицею вiдображення Mk(x, y, λ).
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Пронумеруємо дiагоналi матрицi таким чином:

i

i

i

i i

i

i

@
@@

@
@@

@
@@

p
p

p
p

p
p

p
p

p
p

i

i

i

@
@@

@
@@

i

i
@

@@

i

0 1 2

p + q

p + q − 1

p + q − 2

Дiагональ, всi елементи якої дорiвнюють нулю, будемо називати нульовою.

Зауваження 2.1. У матрицi вiдображення M0(x, y, λ)




1 λ λ2 . . . . . .

. . . λ λ λ2 λ λ3 λ . . .
... . . . λ2 λ

2
λ3 λ

2
. . .

λ
q−2

. . .
... λ3 λ

3
. . .

λ
q−1

λ λ
q−1

. . .
... . . .

λ
q

λ λ
q

λ2 λ
q

. . . . . .




на дiагоналi з номером d знаходяться елементи λi λ
j, де

i− j = const = d− q, d = 0, . . . , p + q.

Якщо ми замiнимо λ на rkλ у M0(x, y, λ), то на дiагоналi з номером d одержимо:

(rkλ)i (rkλ)
j
= rk

i rk
jλi λ

j
= rk

i−jλi λ
j
= rk

d−qλi λ
j
.

Отже, степiнь, в якому входить rk в M0(x, y, rkλ), залежить тiльки вiд номера дiагоналi
d i параметра q.

Лема 2.1. Розглянемо матрицю вiдображення Mk(x, y, λ) для довiльного натурального
k. У такiй матрицi нульовими будуть дiагоналi, номери яких не дiляться на 2k (тобто
d mod 2k 6= 0). Елементи на iнших дiагоналях (d mod 2k = 0) дорiвнюють вiдповiдним
елементам матрицi вiдображення M0(x, y, λ).

Доведення. Будемо доводити лему за iндукцiєю по k.
Для k = 1 :

M1(x, y, λ) = 1
2

(
M0(x, y, λ) + r q

1 M0(x, y, r1λ)
)
.

r q
1 M0(x, y, r1λ) = r q

1 f




. . . . . . . . . . . . (r1λ)p−1 (r1λ)p

. . . . . . . . . . . . . . . (r1λ)pr1λ
...

...
... . . . ...

...
r1λ

q−2
. . . . . . . . . . . . . . .

r1λ
q−1

r1λ r1λ
q−1

. . . . . . . . . . . .

r1λ
q

r1λ r1λ
q

(r1λ)2 r1λ
q

. . . . . . . . .




=
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f




. . . . . . . . . . . . (−1)q+p−1λp−1 (−1)q+pλp

. . . . . . . . . . . . . . . (−1)q+p−1λpλ
...

...
... . . . ...

...
λ

q−2
. . . . . . . . . . . . . . .

−λ
q−1

λ λ
q−1

. . . . . . . . . . . .

λ
q −λλ

q
λ2 λ

q
. . . . . . . . .




.

M1(x, y, λ) =
M0(x, y, λ) + r q

1 M0(x, y, r1λ)

2
=

1

2
f




. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
... . . . ...

λ
q−3

. . . . . . . . . . . .

λ
q−2

λ λ
q−2

. . . . . . . . .

λ
q−1

λ λ
q−1

λ2 λ
q−1

. . . . . .

λ
q

λ λ
q

λ2 λ
q

λ3 λ
q

. . .




+

1

2
f




. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
... . . . ...

−λ
q−3

. . . . . . . . . . . .

λ
q−2 −λ λ

q−2
. . . . . . . . .

−λ
q−1

λλ
q−1 −λ2 λ

q−1
. . . . . .

λ
q −λ λ

q
λ2 λ

q −λ3 λ
q

. . .




=

f




. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
... . . . ...

0 . . . . . . . . . . . .

λ
q−2

0 . . . . . . . . .

0 λ λ
q−1

0 . . . . . .

λ
q

0 λ2 λ
q

0 . . .




.

Елементи матрицi вiдображення M1(x, y, λ) на дiагоналях з непарними номерами
(тобто d mod 2 6= 0) дорiвнюють нулю. Елементи на парних дiагоналях дорiвнюють
вiдповiдним елементам матрицi вiдображення M0(x, y, λ). Таким чином, базу iндукцiї
встановлено.

Нехай для матрицi вiдображення Mk−1(x, y, λ) елементи на дiагоналях d таких, що d

mod 2k−1 6= 0, дорiвнюють 0, а на iнших дiагоналях елементи дорiвнюють вiдповiдним
елементам матрицi вiдображення M0(x, y, λ). Розглянемо r q

k Mk−1(x, y, rkλ). Iз заува-
ження 2.1 випливає, що на ненульових дiагоналях (d mod 2k−1 = 0) маємо:

r q
k (rkλ)i (rkλ)

j
= r i−j+q

k λi λ
j
= r d−q+q

k λi λ
j
= r d

k λi λ
j
,

d mod 2k−1 = 0 =⇒ d = 2k−1d′,

r d
k =

(
cos

π

2k−1
+ i sin

π

2k−1

)2k−1d′

= (cos π + i sin π)d′ = (−1)d′ .
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Якщо d′ — парне (d′ mod 2 = 0), то r d
k = 1 i елементи на дiагоналi тi самi, що i в

матрицi вiдображення Mk−1(x, y, λ). Якщо d′ — непарне (d′ mod 2 6= 0), то r d
k = −1 i

знак елементiв на дiагоналi мiняється. Отже, знак мiняється, якщо d mod 2k 6= 0, i не
мiняється, якщо d mod 2k = 0.

Розглянемо Mk(x, y, λ) = 1
2

(
Mk−1(x, y, λ) + r q

k Mk−1(x, y, rkλ)
)
. Дiагоналi з номерами

d, d mod 2k−1 6= 0, матрицi вiдображення Mk(x, y, λ) є нульовими (оскiльки нульовими
є вiдповiднi дiагоналi матриць вiдображень Mk−1(x, y, λ) i r q

k Mk−1(x, y, rkλ)). На дiаго-
налях d, d mod 2k−1 = 0 i d mod 2k 6= 0, будуть нулi, оскiльки ми додаємо протилежнi
числа λi λ

j i −λi λ
j, i − j = d. На дiагоналях d, d mod 2k = 0, елементи дорiвнюють

вiдповiдним елементам матрицi вiдображення Mk−1(x, y, λ), тобто дорiвнюють вiдпо-
вiдним елементам матрицi вiдображення M0(x, y, λ). Отже, матриця вiдображення
Mk(x, y, λ) має нульовi дiагоналi з номерами d, d mod 2k 6= 0. Дiагоналi d, d mod 2k =

0, такi самi, як i вiдповiднi дiагоналi матрицi вiдображення M0(x, y, λ). Лему доведено.

Продовження доведення теореми. Матрицi вiдображень Mk(x, y, λ) мають p +

q+1 дiагоналей. Ненульовими є дiагоналi з номерами d, d mod 2k = 0. Всi iншi дiагоналi
є нульовими. Оскiльки 0 mod 2k = 0, то дiагональ d = 0 (лiвий нижнiй елемент) є
ненульовою.

Нехай m = [log2(p + q)] + 1. Тодi для кожного d ∈ {1, 2, . . . , p + q}, d mod 2m 6= 0,
оскiльки 2m = 2[log2(p+q)]+1 > 2log2(p+q) = p + q. Отже, матриця вiдображення Mm(x, y, λ)

має лише одну ненульову дiагональ з номером d = 0.
Iз означення 2.1 маємо:

Mm(x, y, λ) = f




. . . . . . . . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
... . . . ...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . . . . . . . . . .

λ
q

0 0 . . . . . . . . .




=

C 0
p C 0

q λ
q
Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p

; y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
q

) = λ
q
Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

p

; y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
q

).

Покладемо λ = 1, тодi Mm(x, y, 1) = Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p

; y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
q

). Отже, ми визначили, що

Bp,q(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
p

; y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
q

) = Mm(x, y, 1), де

m = [log2(p + q)] + 1,

M0(x, y, λ) = Pp,q(x + λy),

Mk(x, y, λ) =
1

2

(
Mk−1(x, y, λ) + r q

k Mk−1(x, y, rkλ)
)
.

Iз останньої рекурентної формули знайдемо вираз для Mk(x, y, λ) через (p, q)-полi-
ном.
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Лема 2.2. Для довiльного натурального k виконується тотожнiсть

Mk(x, y, λ) =
1∑

µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )q 1

2k
Pp,q (x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )λy) .

Доведення. Будемо доводити лему за iндукцiєю. Для k = 1:

M1(x, y, λ) =
1

2

(
M0(x, y, λ) + r q

1 M0(x, y, r1λ)
)

=

1

21

(
((r 0

1 )
q
)Pp,q(x + λy) + r q

1 Pp,q(x + r1λy)
)

=

1∑
µ1=0

(r µ1

1 )q 1

21
Pp,q (x + (r µ1

1 )λy) .

Припустимо, що

Mk(x, y, λ) =
1∑

µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )q 1

2k
Pp,q (x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )λy) .

Тодi Mk+1(x, y, λ) = 1
2

(
Mk(x, y, λ) + r q

k+1Mk(x, y, rk+1λ)
)

=

1

2

( 1∑
µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )q 1

2k
Pp,q

(
x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )λy
)
+

r q
k+1

1∑
µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )q 1

2k
Pp,q

(
x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )rk+1λy
))

=

1

2k+1

( 1∑
µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k r 0
k+1)

q Pp,q

(
x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k r 0
k+1)λy

)
+

1∑
µ1,...,µk=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k r 1
k+1)

q Pp,q

(
x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k )r 1
k+1λy

))
=

1

2k+1

1∑
µ1,...,µk+1=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k r
µk+1

k+1 )qPp,q

(
x + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µk

k r
µk+1

k+1 )λy
)
.

Лему доведено.

Отже, поляризацiйна формула матиме такий остаточний вигляд:

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) =
1

p!q!

1∑
ε1,...,εp+q=0

(−1)p+q−(ε1+...+εp+q)×

1∑
µ1,...,µm=0

(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )q 1

2m
Pp,q

(
x′ + ε1x1 + . . . + εpxp + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )(x′′+

εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)
)
,

де m = [log2(p + q)] + 1. Доведення теореми завершено.
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3 Аналог формули Мартiна

Нехай P (x) =
n∑

p=0

Pp,q(x), де q = n − p, Pp,q(x) — довiльнi (p, q)-полiноми. Якщо

|λ| = 1, то

P (λx) =
n∑

p=0

Pp,n−p(λx) =
n∑

p=0

λpλ
n−p

Pp,n−p(x) =

n∑
p=0

λpλp−nPp,n−p(x) = λ−n

n∑
p=0

λ2pPp,n−p(x).

Вiзьмемо попарно рiзнi числа λj, j = 1, . . . , n + 1, такi, що |λj| = 1 i λ2
j 6= λ2

k при
j 6= k. Отримаємо систему з n + 1 рiвняння:

n∑
p=0

λ2p
j Pp,n−p(x) = λn

j P (λjx), j = 1, . . . , n + 1.

Визначник цiєї системи є визначником Вандермонда:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1

λ2
1 λ2

2 λ2
3 . . . λ2

n λ2
n+1

λ4
1 λ4

2 λ4
3 . . . λ4

n λ4
n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ2n
1 λ2n

2 λ2n
3 . . . λ2n

n λ2n
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ2
2 − λ2

1)(λ
2
3 − λ2

1) . . . (λ2
n+1 − λ2

1)×

(λ2
3 − λ2

2)(λ
2
4 − λ2

2) . . . (λ2
n+1 − λ2

2) . . . (λ2
n+1 − λ2

n) 6= 0.

З цiєї системи рiвнянь можемо визначити Pp,q(x).
Таким чином, ми довели наступну теорему.

Теорема 2. Для довiльного натурального n та набору комплексних чисел λj, j =

1, . . . , n, таких, що |λj| = 1, λ2
i 6= λ2

j при i 6= j, iснують числа ap,n−p
j , j = 1, . . . , n + 1,

p = 0, . . . , n такi, що для довiльного P (x) =
n∑

p=0

Pp,n−p(x) виконуються тотожностi:

Pp,n−p(x) =
n+1∑
j=1

ap,n−p
j P (λjx), p = 0, . . . , n.

4 Виведення поляризацiйної формули з використанням функцiй
Радемахера

Означення 4.1. Функцiями Радемахера називають функцiї ri(t), заданi на [0, 1]

формулою: ri(t) = sign sin 2iπt, i ∈ N.
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Функцiї Радемахера мають такi властивостi:
1◦. (ri(t))

2n = 1;
2◦. (ri(t))

2n+1 = ri(t);
3◦. Нехай m1, . . . ,mn ∈ Z.∫ 1

0

(r1(t))
m1 (r2(t))

m2 . . . (rn(t))mn dt =

{
1, якщо всi m1, . . . , mn парнi,
0 в iншому випадку.

Означення 4.2. Для кожного натурального n ≥ 2 узагальненi функцiї Радемахера
S

[n]
j (t) визначаються наступним чином. Нехай α1, α2, . . . , αn комплекснi коренi степеня

n з одиницi. Позначимо Ij =
(

j−1
n

, j
n

)
i Ij1j2 — вiдкритий j2-пiдiнтервал довжиною 1

n2

iнтервалу Ij1 (j1, j2 = 1, . . . , n). Продовжуючи таким чином, ми можемо визначити
iнтервал Ij1j2...jk

для довiльного k. Функцiю S
[n]
1 (t) : [0, 1] → C означуємо, поклавши

S
[n]
1 (t) = αj для t ∈ Ij, 1 ≤ j ≤ n. В загальному S

[n]
k (t) = αj, якщо t належить

пiдiнтервалу Ij1j2...jk
, де j = jk. В точках меж iнтервалiв ми довизначимо S

[n]
k (t) нулем.

Узагальненi функцiї Радемахера були введенi в роботах [2], [3]. Ми будемо викорис-
товувати тiльки першу узагальнену функцiю Радемахера S

[n]
1 (t). Ця функцiя має такi

властивостi:
1◦. Оскiльки S

[n]
1 (t) приймає значення на одиничному колi, то

S
[n]
1 (t) =

(
S

[n]
1 (t)

)−1

;

2◦.
∫ 1

0

(
S

[n]
1 (t)

)m

dt =

{
1, якщо m дiлиться на n,
0 в iншому випадку.

Зауваження 4.1. Ми позначаємо

Bp,q((x1)
n1 , . . . , (xs)

ns ; (xs+1)
ns+1 , . . . , (xk)

nk) =

Bp,q(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , xs, . . . , xs︸ ︷︷ ︸
ns

; xs+1, . . . , xs+1︸ ︷︷ ︸
ns+1

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
nk

).

Якщо деяке nj = 0, то це означає, що xj не входить до списку аргументiв у данiй
позицiї.

Зауваження 4.2. Нехай c1, . . . , cp+q ∈ C. Тодi

Pp,q(c1x1 + . . . + cp+qxp+q) = Bp,q

(
(c1x1 + . . . + cp+qxp+q)

p+q
)

=
∑

k1≥0,...,kp+q≥0
k1+...+kp+q=p

p!

k1! . . . kp+q!

∑

l1≥0,...,lp+q≥0
l1+...+lp+q=q

q!

l1! . . . lp+q!
×

Bp,q

(
(c1x1)

k1 , . . . , (cp+qxp+q)
kp+q ; (c1x1)

l1 , . . . , (cp+qxp+q)
lp+q

)
=

∑

k1≥0,...,kp+q≥0
k1+...+kp+q=p

ck1
1 ck2

2 . . . c
kp+q

p+q

p!

k1! . . . kp+q!

∑

l1≥0,...,lp+q≥0
l1+...+lp+q=q

cl1
1 cl2

2 . . . c
lp+q

p+q ·
q!

l1! . . . lp+q!
×

Bp,q

(
(x1)

k1 , . . . , (xp+q)
kp+q ; (x1)

l1 , . . . , (xp+q)
lp+q

)
.
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Доведення цiєї формули аналогiчне до доведення полiномiальної теореми з комбiнато-
рики.

Теорема 3. Нехай Bp,q(x1, . . . , xp+q) — (p, q)-лiнiйне симетричне вiдображення, Pp,q(x)

— вiдповiдний (p, q)- полiном. Тодi

Bp,q(x1, . . . , xp+q) =
1

p!q!

∫ 1

0

∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1−p

r1(θ)r2(θ) . . . rp+q(θ)×

Pp,q

(
S

[2q+1]
1 (t) (r1(θ)x1 + . . . + rp(θ)xp) + (rp+1(θ)xp+1 + . . . + rp+q(θ)xp+q)

)
dt dθ. (2)

Доведення. Позначимо праву частину формули (2) через A.
Iз зауваження 4.2 випливає, що

A =
1

p!q!

∫ 1

0

∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1−p

r1(θ)r2(θ) . . . rp+q(θ)×

Pp,q

(
S

[2q+1]
1 (t) (r1(θ)x1 + . . . + rp(θ)xp) + (rp+1(θ)xp+1 + . . . + rp+q(θ)xp+q)

)
dt dθ =

∑

k1≥0,...,kp+q≥0
k1+...+kp+q=p

1

k1! . . . kp+q!
×

∑

l1≥0,...,lp+q≥0
l1+...+lp+q=q

1

l1! . . . lp+q!
×

∫ 1

0

∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1−p

r1(θ)r2(θ) . . . rp+q(θ)×
(
S

[2q+1]
1 (t)

)k1+...+kp
(

S
[2q+1]
1 (t)

)l1+...+lp

×

(r1(θ))
k1+l1(r2(θ))

k2+l2 . . . (rp+q(θ))
kp+q+lp+q×

Bp,q

(
(x1)

k1 , . . . , (xp+q)
kp+q ; (x1)

l1 , . . . , (xp+q)
lp+q

)
dt dθ =

∑

k1≥0,...,kp+q≥0
k1+...+kp+q=p

1

k1! . . . kp+q!
×

∑

l1≥0,...,lp+q≥0
l1+...+lp+q=q

1

l1! . . . lp+q!
×

Bp,q

(
(x1)

k1 , . . . , (xp+q)
kp+q ; (x1)

l1 , . . . , (xp+q)
lp+q

)×
∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1−p+k1+...+kp−l1−...−lp
dt×

∫ 1

0

(r1(θ))
1+k1+l1(r2(θ))

1+k2+l2 . . . (rp+q(θ))
1+kp+q+lp+q dθ.

Розглянемо другий iнтеграл
∫ 1

0

(r1(θ))
1+k1+l1(r2(θ))

1+k2+l2 . . . (rp+q(θ))
1+kp+q+lp+q dθ.

Якщо для деякого i ki + li = 0, то в пiдiнтегральному виразi буде множник (ri(θ))
1,

тому за властивiстю 3◦ функцiй Радемахера iнтеграл дорiвнює 0. Тому для ненульових
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доданкiв ki + li ≥ 1, i = 1, . . . , p + q. Звiдси
p+q∑
i=1

(ki + li) ≥ p + q, i рiвнiсть дося-

гається лише, коли ki + li = 1, i = 1, . . . , p+ q. Але ми знаємо, що k1 + . . .+kp+q = p i

l1 + . . . + lp+q = q, тому
p+q∑
i=1

(ki + li) = p + q. Отже, для ненульових доданкiв ki + li =

1, i = 1, . . . , p + q i

∫ 1

0

(r1(θ))
1+k1+l1(r2(θ))

1+k2+l2 . . . (rp+q(θ))
1+kp+q+lp+q dθ =

∫ 1

0

(r1(θ))
2(r2(θ))

2 . . . (rp+q(θ))
2 dθ = 1.

Запишемо суму, вiдкинувши нульовi доданки, i врахуємо, що li = 1−ki, i = 1, . . . , p+q.

A =
∑

0≤k1≤1,...,0≤kp+q≤1
k1+...+kp+q=p

1

k1! . . . kp+q!
× 1

(1− k1)! . . . (1− kp+q)!
×

Bp,q

(
(x1)

k1 , . . . , (xp+q)
kp+q ; (x1)

1−k1 , . . . , (xp+q)
1−kp+q

)×
∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1−p+k1+...+kp−(1−k1)−...−(1−kp)

dt.

Знайдемо значення ki, при яких iнтеграл не дорiвнює нулю.

2q + 1− p + k1 + . . . + kp − (1− k1)− . . .− (1− kp) =

2q + 1− p + k1 + . . . + kp − p + k1 + . . . + kp =

2q + 1− 2(p− k1 − . . .− kp) = 2q + 1− 2(kp+1 + . . . + kp+q).

0 ≤ ki ≤ 1, тому

1 = 2q + 1− 2q ≤ 2q + 1− 2(kp+1 + . . . + kp+q) ≤ 2q + 1. (3)

За властивiстю 3◦ узагальнених функцiй Радемахера iнтеграл не дорiвнює нулю тiльки
тодi, коли 2q + 1 − 2(kp+1 + . . . + kp+q) дiлиться на 2q + 1. Iз нерiвностей (3) випливає,
що це буде тодi, коли 2q + 1− 2(kp+1 + . . . + kp+q) = 2q + 1, тобто kp+1 = . . . = kp+q = 0.
Звiдси p = k1 + . . . + kp + kp+1 + . . . + kp+q = k1 + . . . + kp, отже, k1 = . . . = kp = 1.

Тому остаточно сума запишеться у виглядi:

A = Bp,q

(
(x1)

1, . . . , (xp)
1, (xp+1)

0, . . . , (xp+q)
0; (x1)

0, . . . , (xp)
0, (xp+1)

1, . . . , (xp+q)
1
)
×

∫ 1

0

(
S

[2q+1]
1 (t)

)2q+1

dt = Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q).
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5 Поляризацiйна нерiвнiсть

Повернемося до Теореми 1. Якщо ми використаємо у доведеннi теореми замiсть
формули (1) поляризацiйну формулу

An(x1, . . . , xn) =
1

n!2n

∑
ε1,...,εn=±1

ε1ε2 . . . εnPn(x′ + ε1x1 + . . . + εnxn),

то, проводячи аналогiчнi мiркування, знайдемо наступну формулу:

Bp,q(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) =

1

p!q!2p+q

∑
ε1,...,εp+q=±1

ε1ε2 . . . εp+q

1∑
µ1,...,µm=0

1

2m
(r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )q×

Pp,q

(
(x′ + ε1x1 + . . . + εpxp) + (r µ1

1 r µ2

2 . . . r µm
m )(x′′ + εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)

)
. (4)

Нехай X i Y є нормованими просторами. Визначимо норми (p, q)-полiномiв i (p, q)-
лiнiйних симетричних вiдображень:

‖Pp,q‖ = sup {‖Pp,q(x)‖ : x ∈ B}
i

‖Bp,q‖ = sup {‖Bp,q(x1, . . . , xp+q)‖ : x1, . . . , xp+q ∈ B} ,

де B — замкнута одинична куля в X.
Наступний наслiдок узагальнює вiдому поляризацiйну нерiвнiсть (див., напр. [8])

для (p, q)-полiномiв.

Наслiдок 5.1. Має мiсце наступна нерiвнiсть для норми (p, q)-лiнiйної симетричної
форми i вiдповiдного їй (p, q)-полiнома:

‖Bp,q‖ ≤ (p + q)p+q

p!q!
‖Pp,q‖.

Доведення. Нехай x1, . . . , xp+q ∈ B. Використаємо формулу (4) i пiдставимо x′ = x′′ = 0:

‖Bp,q(x1, . . . , xp+q)‖ =

∥∥∥ 1

p!q!2p+q

∑
ε1,...,εp+q=±1

ε1 . . . εp+q

1∑
µ1,...,µm=0

1

2m
(r µ1

1 . . . r µm
m )q×

Pp,q

(
(ε1x1 + . . . + εpxp) + (r µ1

1 . . . r µm
m )(εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)

)∥∥∥ ≤
2p+q

p!q!2p+q
× 2m

2m
×

∥∥∥Pp,q

(
(ε1x1 + . . . + εpxp) + (r µ1

1 . . . r µm
m )(εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)

)∥∥∥ =

1

p!q!
×

∥∥∥Pp,q

(
(p + q)× (ε1x1 + . . . + εpxp) + (r µ1

1 . . . r µm
m )(εp+1xp+1 + . . . + εp+qxp+q)

p + q

)∥∥∥ ≤
(p + q)p+q

p!q!

∥∥∥Pp,q

∥∥∥.
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Наступний приклад показує, що у загальному випадку цю оцiнку не можна покра-
щити.

Приклад 5.1. Нехай X = `1 — простiр всiх послiдовностей комплексних чисел x = (xn)

таких, що ‖x‖ =
∑ |xn| < ∞. Для p > 0, q > 0 вiзьмемо вiдображення B : Xp+q → C,

B(x1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) = x1
1x

2
2 . . . xp

p xp+1
p+1 . . . xp+q

p+q.

Проведемо симетризацiю B(x1, . . . , xp+q) спочатку по перших p, а потiм по наступних
q змiнних:

Bs(x
1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) =

1

p!q!

∑
σ1∈Sp

x
σ1(1)
1 . . . xσ1(p)

p

∑
σ2∈Sq

x
p+σ2(1)
p+1 . . . x

p+σ2(q)
p+q .

Очевидно, що Bs(x
1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) є (p, q)-лiнiйним симетричним вiдображен-

ням. Бачимо, що

‖Bs(x
1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q)‖ ≤

1

p!q!

∑
σ1∈Sp

|xσ1(1)
1 | . . . |xσ1(p)

p |
∑

σ2∈Sq

|xp+σ2(1)
p+1 | . . . |xp+σ2(q)

p+q | ≤ 1

p!q!
‖x1‖ . . . ‖xp+q‖.

Отже, ‖Bs‖ ≤ 1
p!q!

. З iншого боку,

Bs(e
1, . . . , ep+q) =

1

p!q!
,

де
ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . .).

Звiдси робимо висновок, що ‖Bs‖ = 1/p!q!.
Позначимо B̂s(x) = Bs(x, . . . , x). B̂s — це (p, q)-полiном, що вiдповiдає Bs.

B̂s(x) = x1 . . . xpxp+1 . . . xp+q,

де x = (x1, . . . , xp+q, . . .). Оскiльки середнє геометричне невiд’ємних чисел завжди мен-
ше або дорiвнює їх середньому арифметичному, то

‖B̂s(x)‖ = |x1| . . . |xp+q| ≤ 1

(p + q)p+q (|x1|+ . . . + |xp+q|)p+q.

Отже, ‖B̂s‖ ≤ 1
(p+q)p+q . Вiзьмемо x =

( 1

p + q
, . . . ,

1

p + q︸ ︷︷ ︸
p+q

, 0, . . .
)
. Тодi

‖B̂s(x)‖ =
1

(p + q)p+q
.

Звiдси маємо, що ‖B̂s‖ = 1
(p+q)p+q , i, отже,

‖Bs‖ =
(p + q)p+q

p!q!
‖B̂s‖.
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Наведемо приклад (p, q)-лiнiйного симетричного вiдображення з простору `2, який
показує, що в цьому випадку, на вiдмiну вiд класичної поляризацiйної нерiвностi у
гiльбертовому просторi,

∥∥Bp,q

∥∥ 6=
∥∥Pp,q

∥∥.

Приклад 5.2. Нехай X = `2, p > 1, q > 1, Bp,q : Xp+q → C,

Bp,q(x
1, . . . , xp; xp+1, . . . , xp+q) = x1

1x
2
1 . . . xp

1x
p+1
2 . . . xp+q

2 .

Bp,q є (p, q)-лiнiйним симетричним вiдображенням.

‖Bp,q(x
1, . . . , xp+q)‖ = |x1

1||x2
1| . . . |xp

1||xp+1
2 | . . . |xp+q

2 | =
√
|x1

1|2
√
|x2

1|2 . . .
√
|xp

1|2
√
|xp+1

2 |2 . . .

√
|xp+q

2 |2 ≤ ‖x1‖‖x2‖ . . . ‖xp+q‖,

‖Bp,q‖ ≤ 1, Bp,q(e
1, . . . , e1; e2, . . . , e2) = 1. Отже, ‖Bp,q‖ = 1. З iншого боку B̂p,q(x) =

(x1)
p(x2)

q є (p, q)-полiномом i

‖B̂p,q(x)‖ = |x1|p|x2|q = |x1|p|x2|q.

Тому
‖B̂p,q‖ = sup

‖x‖≤1

‖B̂p,q(x)‖ = sup
|x1|2+|x2|2≤1

|x1|p|x2|q = max
0≤t≤1

tp
(√

1− t2
)q

.

Легко перевiрити, що максимум функцiї

f(t) = tp
(√

1− t2
)q

досягається при

t =

√
p

p + q
∈ [0, 1],

i

f

(√
p

p + q

)
=

(
p

p + q

) p
2
(√

1− p

p + q

)q

=

(
p

p + q

) p
2
(

q

p + q

) q
2

.

Отже,

‖B̂p,q‖ =
pp/2qq/2

(p + q)
p+q
2

i

‖Bp,q‖ =
(p + q)

p+q
2

pp/2qq/2
‖B̂p,q‖.
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