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У роботi розглядається граничний розподiл кiлькостi перетинiв деякого рiвня послi-
довнiстю випадкових величин ξn(0), ξn

(
1
m

)
,..., ξn

(
N
m

)
при прямуваннi до нескiнченностi

натуральних n, m, N деяким узгодженим способом. Тут (ξn(t))t≥0, n = 1, 2, . . . , — дифузiй-
ний процес на дiйснiй прямiй R з локальними характеристиками (переносом i коефiцiєнтом
дифузiї) (an(x))x∈R i (bn(x))x∈R, що задаються рiвностями an(x) = na(nx), bn(x) = b(nx)
для x ∈ R i n = 1, 2, . . . при деяких фiксованих функцiях (a(x))x∈R i (b(x))x∈R.

Нехай на дiйснiй осi R заданi обмеженi неперервнi функцiї a(·) i b(·) з дiйсними
значеннями. Будемо вважати, що inf

x∈R
b(x) > 0. Тодi iснує дифузiйний процес (ξ(t))t≥0 в

R, траекторiї якого є розв’язками стохастичного диференцiального рiвняння

dξ(t) = a(ξ(t))dt +
√

b(ξ(t))dw(t). (1)

Нехай, крiм того, функцiї a(·) i b(·) задовольняють умову Гельдера. Тодi щiльнiсть
g(t, x, y) (t > 0, x ∈ R, y ∈ R) вiдносно Лебегової мiри в R ймовiрностi переходу процесу
ξ(t) є фундаментальним розв’язком диференцiального рiвняння

∂u

∂t
=

1

2
b(x)

∂2u

∂x2
+ a(x)

∂u

∂x
. (2)

Розглянемо функцiї

A(x) =

x∫

0

a(z)

b(z)
dz, F (x) =

x∫

0

e−2A(z)dz, H(x) =

x∫

0

e2A(z) dz

b(z)
(x ∈ R). (3)
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Припустимо, що функцiя A(·) обмежена.
Для кожного n ≥ 1 покладемо an(x) = na(nx), bn(x) = b(nx). Очевидно, що цi

функцiї задовольняють всi згаданi вище умови, i тому iснує послiдовнiсть дифузiйних
процесiв {(ξn(t))t≥0 : n ≥ 1}, траекторiї яких є розв’язками рiвнянь (1) з функцiями
an(·) i bn(·).

В роботi [3] доведено (див. також [1], [2], [4]), що при умовi iснування границь

lim
|x|→+∞

1

x
F (x) = κF , lim

|x|→+∞
1

x
H(x) = κH (4)

послiдовнiсть дифузiйних процесiв (ξn(t))t≥0 при n → +∞ слабко збiгається до процесу
1√κFκH

w(t)t≥0, де w(t)t≥0 — стандартний вiнерiв процес.

Для кожного набору натуральних чисел n, m, k та дiйсного числа α визначимо
випадковi величини ζ

(n,m)
k (α), поклавши

ζ
(n,m)
k (α) =

{
1, (ξn

(
k−1
m

)− α
n
)(ξn

(
k
m

)− α
n
) < 0;

0, (ξn

(
k−1
m

)− α
n
)(ξn

(
k
m

)− α
n
) ≥ 0.

Випадкова величина ν
(n,m)
N (α) =

N∑

k=1

ζ
(n,m)
k (α) при всiх натуральних N задає кiлькiсть

перетинiв рiвнiв
α

n
послiдовнiстю випадкових величин ξn(0), ξn

(
1
m

)
,..., ξn

(
N
m

)
.

В роботi [3] встановлено, що за умови виконання згаданих щодо функцiй a(·) i b(·)
умов та iснування i обмеженостi їх похiдних, при n → +∞, m → +∞ так, що n2

m
→ τ ,

0 < τ < +∞, має мiсце спiввiдношення

limPx

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (0) < y

)
= I(0;+∞)(y)2Φ

(
y

γ
√

t
+
|x|√

t

√
κFκH

)
(t > 0, x ∈ R, y ∈ R),

де

Φ(x) =
1√
2π

x∫

0

exp

{
−y2

2

}
dy — функцiя Лапласа,

γ =
1

τ

√
κF

κH




0∫

−∞

H ′(y)dy

∞∫

0

g(τ, y, z)dz +

∞∫

0

H ′(y)dy

0∫

−∞

g(τ, y, z)dz


 .

Нашим завданням є одержати граничний розподiл для 1
n
ν

(n,m)
[mt] (α) при довiльному

α ∈ R. Виявляється, що вiдповiдний результат є нескладним наслiдком попереднього.

1 Зсув вздовж координатної осi

Нам будуть потрiбнi кiлька допомiжних тверджень. Розглянемо розв’язок ξ(t) рiв-
няння (1) з початковою умовою ξ(0) = x, x ∈ R та випадковий процес η(t) = ξ(t) − α,
t ≥ 0.
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Лема 1. Для процесу η(t) має мiсце наступне:

1.A dη(t) = â(η(t))dt +

√
b̂(η(t))dw(t), η(0) = x− α, де â(x) = a(x + α), b̂(x) = b(x + α);

1.B η(t) є дифузiйним процесом iз щiльнiстю ймовiрностi переходу

ĝ(t, x, y) = g(t, x + α, y + α).

Доведення. Твердження А випливає з рiвностi

dη(t) = dξ(t) = a(ξ(t))dt +
√

b(ξ(t))dw(t) = a(η(t) + α)dt +
√

b(η(t) + α)dw(t) =

= â(η(t))dt +

√
b̂(η(t))dw(t).

А оскiльки для довiльної борельової множини Γ ⊂ R

Px(η(t) ∈ Γ) = Px+α(ξ(t) ∈ Γ + α) =

∫

Γ+α

g(t, x + α, y)dy =

∫

Γ

g(t, x + α, y + α)dy,

то правильним є i твердження В.

Нехай Â(x), F̂ (x), Ĥ(x) (x ∈ R) — функцiї, що побудованi з допомогою формул (3)
за функцiями â(·) i b̂(·). Рiвнiсть

Â(x) =

x∫

0

â(z)

b̂(z)
dz =

x∫

0

a(z + α)

b(z + α)
dz =

x+α∫

α

a(z)

b(z)
dz = A(x + α)− A(α)

дає змогу стверджувати, що функцiї Â(·) i A(·) обмеженi одночасно. Легко одержати i
наступнi рiвностi:

F̂ (x) = (F (x + α)− F (α))e2A(α), Ĥ(x) = (H(x + α)−H(α))e−2A(α) (x ∈ R). (5)

Обчислимо границi

κ̂F = lim
|x|→+∞

1

x
F̂ (x) = e2A(α) lim

|x|→+∞
1

x
(F (x + α)− F (α)) = κF e2A(α), (6)

κ̂H = lim
|x|→+∞

1

x
Ĥ(x) = e−2A(α) lim

|x|→+∞
1

x
(H(x + α)−H(α)) = κHe−2A(α). (7)

Звiдси, мiж iншим, випливає, що

κ̂F κ̂H = κFκH . (8)

Побудувавши послiдовнiсть {(ηn(t))t≥0 : n ≥ 1} дифузiйних процесiв з коефiцiєнтами
ân(x) = nâ(nx) та b̂n(x) = b̂(nx) i початковими значеннями ηn(0) = x − α, можемо
стверджувати про правильнiсть наступного.
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Лема 2. 2.A Граничнi розподiли (в розумiннi слабкої збiжностi) послiдовностей
{(ηn(t))t≥0 : n ≥ 1} та {(ξn(t))t≥0 : n ≥ 1} однаковi.

2.B ν
(n,m)
N (α) = ν̂

(n,m)
N (0), де ν̂

(n,m)
N (0) — кiлькiсть перетинiв послiдовнiстю випадкових

величин ηn(0), ηn

(
1
m

)
,..., ηn

(
N
m

)
нульового рiвня.

Перейдемо тепер до основного твердження.

Теорема. Нехай функцiї (a(x))x∈R i (b(x))x∈R — неперервнi, обмеженi та гельдеровi,

функцiя 1 (A(x))x∈R обмежена та iснують границi lim
|x|→+∞

1

x
F (x) = κF , lim

|x|→+∞
1

x
H(x) =

κH . Тодi якщо n → +∞, m → +∞ в такий спосiб, що n2

m
→ τ , 0 < τ < +∞, то

limPx

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α) < y

)
= I(0;+∞)(y)2Φ

(
y

γ(α)
√

t
+
|x− α|√

t

√
κFκH

)
,

де

γ(α) =
1

τ

√
κF

κH




α∫

−∞

H ′(y)dy

∞∫

α

g(τ, y, z)dz +

∞∫

α

H ′(y)dy

α∫

−∞

g(τ, y, z)dz


 .

Доведення. Твердження леми 2 та рiвностi (8) i

Px

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α) < y

)
= P

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α) < y/ξ(0) = x

)
=

P
(

1

n
ν̂

(n,m)
[mt] (0) < y/η(0) = x− α

)
= Px−α

(
1

n
ν̂

(n,m)
[mt] (0) < y

)

дають змогу стверджувати, що для доведення теореми досить обчислити

γ(α) = γ̂ =
1

τ

√
κ̂F

κ̂H




0∫

−∞

Ĥ ′(y)dy

∞∫

0

ĝ(τ, y, z)dz +

∞∫

0

Ĥ ′(y)dy

0∫

−∞

ĝ(τ, y, z)dz


 .

З леми 1 та рiвностей (5) — (7) випливає, що

γ(α) =
1

τ

√
κF e2A(α)

κHe−2A(α)


e−2A(α)

0∫

−∞

H ′(y + α)dy

∞∫

0

g(τ, y + α, z + α)dz+

e−2A(α)

∞∫

0

H ′(y + α)dy

0∫

−∞

g(τ, y + α, z + α)dz


 =

1

τ

√
κF

κH




α∫

−∞

H ′(y)dy

∞∫

α

g(τ, y, z)dz +

∞∫

α

H ′(y)dy

α∫

−∞

g(τ, y, z)dz


 .

Отже, теорема доведена.

Функцiї A(x), F (x), H(x) задаються рiвностями (3)
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2 Випадок перiодичних дифузiйних коефiцiєнтiв

Розглянемо випадок, коли функцiї a(·) i b(·) перiодичнi з найменшим додатним пе-
рiодом l та задовольняють умови теореми попереднього пункту. Легко бачити, що для
розв’язку (ξx(t))t≥0 рiвняння

ξx(t) = x +

t∫

0

a(ξx(s))ds +

t∫

0

√
b(ξx(s)dw(s)

процес ξx+l(t) − l також задовольняє це ж рiвняння, тобто ξx+l(t) − l = ξx(t) через
єдинiсть його розв’язку. Тому g(t, x + l, y + l) = g(t, x, y) при всiх t > 0, x, y ∈ R.

Враховуючи очевидну рiвнiсть
x+l∫

x

f(z)dz =

l∫

0

f(z)dz для l-перiодичної функцiї f ,

одержимо

H ′(x + l) =
1

b(x + l)
exp



2

x+l∫

0

a(z)

b(z)
dz



 = H ′(x)e2A(l).

Очевидно, що A(kl) =

kl∫

0

a(z)

b(z)
dz =

k−1∑
m=0

(m+1)l∫

ml

a(z)

b(z)
dz =

k−1∑
m=0

l∫

0

a(z)

b(z)
dz = kA(l), тому,

при умовi обмеженостi функцiї A(·), необхiдно, щоб A(l) = 0. Отже, H ′(x + l) = H ′(x)

при всiх x ∈ R. Таким чином,

γ(α + l) = 1
τ

√
κF

κH

(
α+l∫
−∞

H ′(y)dy
∞∫

α+l

g(τ, y, z)dz +
∞∫

α+l

H ′(y)dy
α+l∫
−∞

g(τ, y, z)dz

)
=

1

τ

√
κF

κH




α∫

−∞

H ′(y + l)dy

∞∫

α

g(τ, y + l, z + l)dz +

∞∫

α

H ′(y + l)dy

α∫

−∞

g(τ, y + l, z + l)dz


 =

1

τ

√
κF

κH




α∫

−∞

H ′(y)dy

∞∫

α

g(τ, y, z)dz +

∞∫

α

H ′(y)dy

α∫

−∞

g(τ, y, z)dz


 = γ(α).

Отже, для кожного цiлого k

limPx

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α + kl) < y

)
= I(0;+∞)(y)2Φ

(
y

γ(α)
√

t
+
|x− α− kl|√

t

√
κFκH

)
. (9)

Звiдси

limPx+kl

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α + kl) < y

)
= I(0;+∞)(y)2Φ

(
y

γ(α)
√

t
+
|x− α|√

t

√
κFκH

)
=

limPx

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α) < y

)
.

Подавши рiвень перетину у виглядi α = kl + β, де k =
[α

l

]
, β =

{α

l

}
l, одержимо

limPx

(
1

n
ν

(n,m)
[mt] (α) < y

)
= I(0;+∞)(y)2Φ

(
y

γ(β)
√

t
+
|x− α|√

t

√
κFκH

)
.
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Osypchuk M.M. On the number of crossings of some levels by a sequence of diffusion processes,
Carpathian Mathematical Publications, 1, 2 (2009), 191–196.

The limit behavior of the number of crossings of some sequence of levels by the following
sequence of random variables ξn(0), ξn

(
1
m

)
,..., ξn

(
N
m

)
, as the integers n, m, N are increasing

to infinity in some consistent way, is investigated, where (ξn(t))t≥0 for n = 1, 2, . . . is a diffusion
process on a real line R with its local characteristics (that is, drift and diffusion coefficients)
(an(x))x∈R and (bn(x))x∈R given by an(x) = na(nx), bn(x) = b(nx) for x ∈ R and n = 1, 2, . . .

with some fixed functions (a(x))x∈R and (b(x))x∈R.

Осипчук М.М. O предельном распределении количества пересечений последовательности
уровней некоторой последовательностью диффузионных процессов // Карпатские мате-
матические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — C. 191–196.

В работе рассматривается предельное распределение количества пересечений некото-
рого уровня последовательностью случайных величин ξn(0), ξn

(
1
m

)
,..., ξn

(
N
m

)
при стрем-

лении к бесконечности натуральных n, m, N некоторым согласованным способом. Здесь
(ξn(t))t≥0, n = 1, 2, . . . , — диффузионный процесс на действительной прямой R с локаль-
ными характеристиками (переносом и коеффициентом диффузии) (an(x))x∈R и (bn(x))x∈R
задающимися равенствами an(x) = na(nx), bn(x) = b(nx) для x ∈ R и n = 1, 2, . . . при
некоторых фиксированных функциях (a(x))x∈R и (b(x))x∈R.


