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Для побудованої двоїстостi ультрарозподiлiв Жевре та ультрадиференцiйовних функ-
цiй доведена теорема про зображення згорткової алгебри ультрарозподiлiв класу Жевре
у виглядi комутанта сильно неперервної напiвгрупи зсувiв в алгебрi лiнiйних неперервних
вiдображень над простором ультрадиференцiйовних функцiй з носiями в додатному n-
вимiрному кутi.

Основним елементом побудови операторного числення для згорткової алгебри уль-
трарозподiлiв класу Жевре з носiями в додатному n-вимiрному кутi, яке розглядається
в роботi [1], є розв’язання проблеми зображення згорткової алгебри в просторi лiнiйних
неперервних операторiв на мультиплiкативнiй алгебрi ультрадиференцiйовних функцiй.
В статтi дослiджується згорткова алгебра ультрарозподiлiв Жевре G ′(Rn

+) над просто-
ром ультрадиференцiйовних функцiй G(Rn

+) з носiями в додатному n-вимiрному кутi
та доводиться важлива теорема про топологiчний iзоморфiзм визначеної згорткової
алгебри комутанту напiвгрупи зсувiв. Отримане зображення базується на n-вимiрному
узагальненнi операцiї крос-кореляцiї та крос-кореляцiйного аналогу теореми Шварца,
представлених в статтi [4], та є їх подальшим нетривiальним узагальненням.

Розглядаємо n-вимiрний додатний конус Rn
+ = [0, +∞) × · · · × [0, +∞). Далi позна-

чаємо intRn
+ = (0, +∞)× · · · × (0, +∞). На сукупностi векторiв ν = (ν1, . . . , νn) ∈ intRn

+

задаємо вiдношення порядкiв

{ν ≺ µ : ν1 < µ1, . . . , νn < µn}, {ν ¹ µ : ν1 ≤ µ1, . . . , νn ≤ µn}.
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Зафiксуємо число ℵ > 1. Для довiльно вибраних векторiв a = (a1, . . . , an) ∈ Rn,

b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn i 1 ¹ ν визначимо простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй з
носiями в n-вимiрному паралелепiпедi [a, b] := [a1, b1]× · · · × [an, bn] вигляду

Gν [a, b] =
{
ϕ : suppϕ⊂ [a, b], ‖ϕ‖Gν [a,b] < ∞

}
,

з набором норм

‖ϕ‖Gν [a,b] := sup
k∈Zn

+

sup
t∈[a,b]

|∂kϕ(t)|
νkkkℵ . (1)

Вище k=(k1, . . . , kn), |k| = k1+· · ·+kn, kkℵ=kk1ℵ
1 ·. . .·kknℵ

n , νk=νk1
1 ·. . .·νkn

n , ∂k = ∂k1
1 . . . ∂kn

n ,

де ∂
kj

j =
(−i)kj∂kj

∂t
kj

j

для всiх j = 1, . . . , n i supp позначає носiй функцiї. Як легко побачити,

для набору векторiв 1 ¹ ν ≺ µ i довiльного паралелепiпеда [a, b] виконується нерiвнiсть

‖ϕ‖Gµ[a,b] ≤ ‖ϕ‖Gν [a,b], ϕ ∈ Gν [a, b].

Оскiльки при 1 ¹ ν ≺ µ вкладення Gν [a, b] ⊂ Gµ[a, b] є неперервними, то можна
визначити iндуктивну границю

G[a, b] :=
⋃
νº1

Gν [a, b] = lim ind
νº1

Gν [a, b] (2)

вiдносно будь-якої послiдовностi векторiв ν, напрямлених вiдношенням порядку ≺ .

Очевидно, що спiввiдношення (2) не залежить вiд вибору цiєї послiдовностi.
З iншої сторони, для монотонно зростаючих паралелепiпедiв [a, b] ⊂ [a′, b′] i фiксо-

ваного ν º 1 маємо ‖ϕ‖Gν [a,b] = ‖ϕ‖Gν [a′,b′], ϕ ∈ Gν [a, b], i вкладення Gν [a, b] ⊂ Gν [a
′, b′]

при a′ ≺ a та b ≺ b′ є неперервними. Тодi природнiм чином визначається iндуктивна
локально опукла границя

Gν(Rn) :=
⋃

a≺b

Gν [a, b] = lim ind
a≺b

Gν [a, b] (3)

вiдносно будь-якої послiдовностi паралелепiпедiв [a, b], напрямлених вiдношенням вкла-
дення. Очевидно також, що спiввiдношення (3) не залежить вiд вибору такої послiдов-
ностi паралелепiпедiв.

Твердження 1. Для довiльних функцiй ϕ ∈ Gν [a, b] i ψ ∈ Gµ[a′, b′] таких, що
[a, b] ⊂ [a′, b′], справедлива нерiвнiсть

‖ϕ · ψ‖Gν+µ[a,b] ≤ ‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′]. (4)

Доведення. Дiйсно, для довiльного t ∈ supp(ϕ · ψ) ⊂ [a, b] ми можемо записати

∣∣∂k[ϕ(t) · ψ(t)]
∣∣ ≤ ‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′]

|k|∑

|m|=0

νmµk−mmmℵ(k −m)(k−m)ℵk!

m!(k −m)!
≤
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‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′]

|k|∑

|m|=0

νmµk−mkmℵk(k−m)ℵk!

m!(k −m)!
≤

‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′]

|k|∑

|m|=0

νmµk−mk!

m!(k −m)!
kkℵ ≤ ‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′](ν + µ)kkkℵ,

тобто
|∂k[ϕ(t)ψ(t)]|
(ν + µ)kkkℵ ≤ ‖ϕ‖Gν [a,b] · ‖ψ‖Gµ[a′,b′].

Тепер нерiвнiсть (4) прямо випливає з означення норми (1). ¤
Розглянемо локально опуклу iндуктивну границю вигляду

G(Rn) :=
⋃
νº1

⋃

bÂa

Gν [a, b] = lim ind
bÂa, |ν|→∞

Gν [a, b] (5)

вiдносно неперервних вкладень Gν [a, b] ⊂ Gν′ [a
′, b′] таких, що 1 ¹ ν ≺ ν ′ i [a, b] ⊂ [a′, b′].

Неважко перевiрити, що простiр G(Rn) є алгеброю вiдносно операцiї поточкового мно-
ження функцiй. Функцiї з G(Rn) називаються ультрадиференцiйовними в сенсi М.Жев-
ре (див. [7]).

Вiзьмемо тепер простiр G(R) ультрадиференцiйовних функцiй класуЖевре вiд однi-
єї змiнно, i визначимо оператор множення довiльної функцiї ϕ(t) ∈ G(R) на функцiю
Гевiсайда:

Θ : G(R) 3 ϕ(t) → ϕ(τ) = θ(t)ϕ(t), (6)

де θ(t) =

{
1 : t ≥ 0,

0 : t < 0.
Вiдображення (6) здiйснює гомоморфiзм алгебр, при цьому

його ядро KerΘ =
{

ϕ ∈ G(R) : suppϕ
⋂

[0, +∞) = ∅
}

є iдеалом алгебри G(R). Отже,
фактор-простiр G(R+) := G(R)/KerΘ є також алгеброю. Будемо називати функцiї з
цього простору ультрадиференцiйовними функцiями класу Жевре на додатнiй пiвосi.

Означення 1. Простiр G(Rn
+) := G(R+)⊗̃ . . . ⊗̃ G(R+), де через ⊗̃ позначено поповнення

тензорного добутку в проективнiй топологiї, називаємо простором ультрадиференцiйов-
них функцiй класу Жевре з носiями в додатному n-вимiрному кутi Rn

+.

Якщо позначити Gν [0, b] := Gν [a, b] /KerΘ
⋂

Gν [0, b] , то з неперервностi вкладень
Gν [0, b] ⊂ Gµ[0, b′] при 1 ¹ ν ≺ µ i [0, b] ⊂ [0, b′] та елементарних властивостей iндуктив-
них границь негайно випливає справедливiсть таких топологiчних iзоморфiзмiв:

G[0, b] ' lim ind
|ν|→∞

Gν [0, b], Gν(Rn
+) ' lim ind

|b|→∞
Gν [0, b], G(Rn

+) ' lim ind
|ν|,|b|→∞

Gν [0, b].

Вище |ν|, |b| означають евклiдовi норми векторiв.

Твердження 2. Для довiльних векторiв ν º 1 та b ∈ Rn, що задовольняють умову
b Â 2ν, iснує функцiя вигляду %(τ) = %1(τ1) · . . . · %n(τn) така, що для всiх j = 1, . . . , n

виконуються спiввiдношення

0 ≤ %j ≤ 1, %j ∈ G2νjζ(ℵ)[0, bj + νj], %j|[0,bj ] ≡ 1,
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де ζ(ℵ) =
∞∑

k=1

k−ℵ – функцiя Рiмана.

Доведення. В силу теореми Карлемана-Данжуа [5, теор. 1.3.5] для числа ℵ > 1 iснує
функцiя ψ ≥ 0 така, що

|∂kψ(t)| ≤ 2[2ζ(ℵ)]kkkℵ, |suppψ| ≤ 1,

∞∫

−∞

ψ(t)dt = 1, k ∈ Z+.

Для довiльного числа γ > 0 через χγ(t) позначимо характеристичну функцiю iнтервалу
[−γ, γ] i утворимо згортку вигляду

ψγ(s) := (χγ ∗ ψ)(s) =

∞∫

−∞

χγ(t)ψ(s− t)dt =

s+γ∫

s−γ

ψ(t)dt.

З того, що suppψγ ⊂ suppψ + suppχγ ⊂ [−γ − 1, γ + 1] i ∂kψγ = χγ ∗ ∂kψ, отримаємо

|∂kψγ(s)| ≤
γ+1∫

−γ−1

|χγ(s− t)∂kψ(t)|dt ≤ 4(γ + 1)[2ζ(ℵ)]kkkℵ. (7)

Для довiльного γ ≥ 2 маємо, що

ψγ(s) =

{
0, |s| ≥ γ + 1,

1, |s| < γ,
(8)

звiдки ψγ(s) ∈ G2ζ(ℵ)[−γ − 1, γ + 1].

У рiвностях (7) та (8) зробимо замiну s на t = sµ, де µ > 0. Тодi для функцiї
ψ̃γ(t) := ψγ(sµ) отримаємо

|∂kψ̃γ(t)| ≤ 4(γ + 1)[2µζ(ℵ)]kkkℵ, ψ̃γ(t) =

{
0, |t| ≥ µγ + µ,

1, |t| < µγ.

Звiдси випливає, що ψ̃γ(t) ∈ G2µζ(ℵ)[−µγ − µ, µγ + µ] i ψ̃γ|[−µγ, µγ] ≡ 1. Тодi для γ =
bj

νj

,

згiдно умов
bj

νj

≥ 2 та µ = νj, маємо

ψ̃γ(t) ∈ G2νjζ(ℵ)[−bj − νj, bj + νj], ψ̃γ|[−bj , bj ] ≡ 1. (9)

Оскiльки в загальному випадку Gνj
[0, bj] := Gνj

[aj, bj]/KerΘ|Gνj [aj ,bj ], то потрiбнi
функцiї %j ми одержимо, помноживши функцiю iз спiввiдношень (9) на характерис-
тичну функцiю θj, тобто %j = θjψ̃γ, j = 1, . . . , n. ¤

Твердження 3. Простiр G(Rn
+) – ядерний, рефлексивний та бочковий.
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Доведення. Вiдомо [6, лема 1], що простiр G(R) – бочковий, тому G(R+) буде бочковим
як фактор-простiр бочкового простору [2, гл.4, п.2]. Отже, G(Rn

+) – бочковий як про-
ективний тензорний добуток бочкових просторiв. Доведемо, що в iндуктивнiй границi
G(Rn

+) ' lim ind
|ν|,|b|→∞

Gν [0, b] вкладення Ω : Gν [0, b] ⊂ Gµ[0, b′] при 1 ¹ ν ≺ µ, [0, b] ⊂ [0, b′],

є компактними. Нехай B – одинична куля в Gν [0, b]. Тодi для будь-якого ε > 0 вибе-
ремо m настiльки велике, що

(ν

µ

)m

<
ε

2
. За теоремою Арцела-Асколi iснує скiнчен-

на кiлькiсть функцiй ϕ1, . . . , ϕn ∈ B така, що для кожної функцiї ϕ ∈ B знайдеться
ϕj, j = 1, . . . , n, для якої ‖∂k(ϕ− ϕj)‖C[0,b] ≤ εµkkkℵ, де |k| ≤ m i C[0, b] – простiр непе-
рервних на вiдрiзку [0, b] функцiй. Тодi послiдовнiсть {ϕ1, . . . , ϕn} утворює ε-сiтку для
B в Gµ[0, b′]. Отже, вiдображення Ω є компактним. Звiдси випливає, що послiдовнiсть
просторiв

{Gν [0, b]
}

νº1, b∈Rn
+

є регулярною. Отже, простiр G(Rn
+) є (LN∗)-простором в

сенсi Сiлви [3, ст. 67, озн. 3]. Оскiльки кожний простiр типу (LN∗) є рефлексивним [3,
cт. 71, теор. 3], то простiр G(Rn

+) також є рефлексивним. Нарештi, як вiдомо [6, cт. 168,
лема 1], простiр ультрадиференцiйовних функцiй G(R) є ядерним. Ядро KerΘ є за-
мкненою множиною, а фактор-простiр ядерного простору по замкненiй множинi знову
є ядерним. Звiдси висновок, що G(R+) – ядерний, а тодi з означення випливає ядернiсть
простору G(Rn

+). ¤
Нехай L[G(Rn

+)] – алгебра лiнiйних неперервних вiдображень з топологiєю рiвномiр-
ної збiжностi на опуклих компактах. Множення в цiй алгебрi будемо позначати через
"◦", а одиницю – через In

G = IG ⊗ · · · ⊗ IG, де IG – одиниця на L[G(R+)].

Теорема 1. Для кожного j = 1, . . . , n сiм’я операторiв

Uσj
: ϕ(τ) −→ Uσj

ϕ(τ) := θ(sj)ϕ(τ1, . . . , τj + sj, . . . , τn),

де s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn i σj := θ(sj)sj, є одностайно неперервною (C0)-напiвгрупою в
алгебрi L[G(Rn

+)]. Генератором цiєї напiвгрупи є оператор i∂j правосторонньої частинної
похiдної по змiннiй τj ∈ [0, +∞). Генератор i∂j належить алгебрi L[G(Rn

+)].

Доведення. З означення простору G(Rn
+) випливає, що для довiльної функцiї ϕ ∈ G(Rn

+)

iснують вектори ν º 1 i b ∈ Rn
+ такi, що

ϕ(τ) =
∑
m

ϕ1m(τ1) · . . . · ϕnm(τn),

де ϕjm(τj) := θ(tj)ψjm(tj) ∈ Gνj
[0, bj] i ψjm ∈ Gνj

[−bj, bj].

Визначимо напiвгрупу Uσj
на множинi функцiй вигляду

ϕ1m(τ1) · . . . · ϕnm(τn) ∈ Gν1 [0, b1]⊗̃ · · · ⊗̃Gνn [0, bn].

Умова τj ∈ suppϕj виконується тодi i тiльки тодi, коли τj − σj ∈ supp (Uσj
ϕj), тобто

supp (Uσj
ϕj) = (suppϕj − σj)

⋂
[0,∞), σj ≥ 0.
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Для кожної функцiї ϕj ∈ Gνj
[0, bj] виконується рiвнiсть ∂

kj

j Uσj
ϕj = Uσj

∂
kj

j ϕj, для
j = 1, . . . , n. Звiдси, якщо tj ∈ (0, bj), то ∂

kj

j ϕj(tj) = ∂
kj

j ψj(tj). Тому

‖Uσj
ϕj‖Gνj [0,bj ] =





0, σj ≥ bj,

sup
kj≥0

sup
0≤τj+σj≤bj

|Uσj ∂
kj
j ϕj(τj)|

ν
kj
j k

kjℵ
j

, σj < bj,

i

‖Uσj
ϕj‖Gνj [0,bj ] ≤ sup

kj≥0
sup

0≤τj≤bj

|∂kj

j ϕj(τj)|
ν

kj

j k
kjℵ
j

= ‖ϕj‖Gνj [0,bj ], σj ≥ 0.

Звiдси отримуємо Uσj
∈ L[Gν1 [0, b1]⊗̃ · · · ⊗̃Gνn [0, bn]]. Тодi за означенням 1 маємо, що

Uσj
∈ L[G(Rn

+)]. Далi, для кожної функцiї ψj ∈ Gνj
[−bj, bj] одержуємо, що

Uσj
ϕj(τj) = θ(sj)θ(tj)ψ(tj + sj), ϕj = θψj, σj = sjθ(sj), τj = tjθ(tj).

За твердженням 2 iснує функцiя % ∈ G2νjζ(ℵ)[−bj − νj, bj + νj] така, що %|[−bj ,bj ] ≡ 1. Тодi
для чисел |sj| < νj маємо supp [%(tj)ψj(tj + sj)] ⊂ [−bj, bj]. З нерiвностi (4) випливає, що
%(tj)ψj(tj + sj) ∈ G2νjζ(ℵ)[−bj, bj] для |sj| < νj. Зрозумiло, що функцiя

(−νj, νj) 3 sj → %(tj)ψj(tj + sj) ∈ G2νjζ(ℵ)[−bj, bj], tj ∈ [−bj, bj],

є нескiнченно диференцiйовною, бо ψj(tj +sj) ∈ C∞. Тому з розкладу функцiї ψ(tj +sj)

в ряд Тейлора випливає, що

%(tj)ψ(tj + sj)− ψ(tj)− i∂jψ(tj)sj =
s2

j

2
∂2

j ψ(tj + λsj) −→ 0,

якщо sj → 0 i 0 < λ < 1. Для чисел |sj| < νj одержимо, що %(tj)ψ(tj + sj) = ψ(tj + sj),

тобто вiдображення

G2νjζ(ℵ)[−bj, bj] 3 ψj(tj + sj) −→ θ(sj)θ(tj)ψ(tj + sj) ∈ G2νjζ(ℵ)[0, bj]

є неперервним. А отже, напiвгрупа належить класу (C0) i на просторi Gν [0, bj] має гене-
ратор i∂j. Отже, Uσj

належить до класу (C0) i має генератор i∂j на G(Rn
+). З нерiвностi

(kj + 1)(kj+1)ℵ ≤ 2(kj+1)ℵkkjℵ
j отримуємо

‖∂jϕj‖Gνj [0,bj ] ≤ νj sup
kj∈Z+

sup
τj∈[0,bj ]

2(kj+1)ℵ |∂kj+1
j ϕj(τj)|

ν
kj+1
j (kj + 1)(kj+1)ℵ

≤

νj sup
kj∈Z+

sup
τj∈[0,bj ]

|∂kj+1
j ϕj(τj)|

(2−ℵνj)kj+1(kj + 1)(kj+1)ℵ ≤ νj‖ϕj‖Gµj [0,bj ],

де покладено µj = νj2
−ℵ. Отже, ‖∂jϕ‖Gν1 [0,b1]⊗̃...⊗̃Gνn [0,bn] ≤ νj‖ϕ‖Gµ1 [0,b1]⊗̃...⊗̃Gµn [0,bn], звiдки

маємо, що ∂j ∈ L[G(Rn
+)]. Далi, з регулярностi iндуктивної границi

G(Rn
+) = lim ind

νº1,bÂ0
Gν1 [0, b1]⊗̃ . . . ⊗̃Gνn [0, bn]
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випливає, що набiр {Uσj
: σj ≥ 0} є одностайно обмеженою (C0)-напiвгрупою над про-

стором G(Rn
+). Нарештi, оскiльки G(Rn

+) – рефлексивний та бочковий (твердження 3),
то за теоремою Банаха-Штейнгауза сiм’я операторiв {Uσj

: σj ≥ 0} є одностайно непе-
рервною. Теорему доведено. ¤

Тензорний добуток (C0)-напiвгруп операторiв зсуву Uσj
з генераторами i∂j

(j = 1, . . . , n) надалi ми будемо позначати через Uσ := Uσ1 ⊗ . . . ⊗ Uσn . Зрозумiло, цей
тензорний добуток є n-параметричною (C0)-напiвгрупою.

Визначимо спряжений простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на G(Rn
+), який

будемо позначати за аналогiєю до розподiлiв Шварца через G ′(Rn
+). Цi функцiонали

звичайно називають ультрарозподiлами класу Жевре в кутi Rn
+. Очевидно, що вико-

нується вкладення G(Rn
+) ⊂ G ′(Rn

+). Бiлiнiйна форма вигляду

G ′(Rn
+)× G(Rn

+) 3 (f, ϕ) −→ 〈f, ϕ〉 ∈ C

породжує двоїстiсть 〈G ′(Rn
+), G(Rn

+)〉.
Надалi на просторi G ′(Rn

+) сильну топологiю вiдносно цiєї двоїстостi 〈G ′(Rn
+), G(Rn

+)〉
позначаємо через β(G ′(Rn

+), G(Rn
+)), а слабку – через σ(G ′(Rn

+), G(Rn
+)).

Твердження 4. Простiр G ′(Rn
+) – бочковий, рефлексивний i ядерний в сильнiй топо-

логiї β(G ′(Rn
+),G(Rn

+)) вiдносно двоїстостi 〈G ′(Rn
+), G(Rn

+)〉.

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з вiдомого факту, що названi влас-
тивостi справедливi для сильно спряжених просторiв, як тiльки ними володiють їх
передспряженi. ¤

Твердження 5. Iснує неперервна функцiя ωε ∈ G2ζ(ℵ)/ε[0, ε] така, що

ωε
σ(G′,G)−→ δ, ε → 0+,

де δ = δ1 ⊗ . . . ⊗ δn ∈ G ′(Rn
+) i δi ∈ G ′(R+) (i = 1, . . . , n) є функцiями Дiрака одного

аргументу. Для довiльної функцiї ϕ(τ) = ϕ1(τ1)·. . .·ϕn(τn) ∈ G(Rn
+) виконується рiвнiсть

〈δ, ϕ〉 = 〈δ1, ϕ1〉 · . . . · 〈δn, ϕn〉 = ϕ1(0) · . . . · ϕn(0). (10)

Доведення. З теореми Карлемана-Данжуа [5, гл.I, теор.1.3.8] випливає, що для довiль-
ного kℵ (k ∈ Zn

+) iснують функцiї ψj (j = 1, . . . , n) такi, що

|∂kj

j ψj| ≤ 2[2ζ(ℵ)]kjk
kjℵ
j , |suppψj| ≤ 1,

∞∫

−∞

ψj(tj)dtj = 1, ψj∈G2ζ(ℵ)[−1, 1].

Тодi функцiя ω(τ) = ω1(τ1) · . . . ·ωn(τn), де ωj = θjψj, для довiльного k ∈ Zn
+ задовольняє

спiввiдношення

|∂kω| ≤ 2n[2ζ(ℵ)]|k|kkℵ, suppω ⊂ [0, 1],

∫

Rn
+

ω(τ)dτ =
1

2n
.
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Отже, для функцiї ωε(τ) = ε−nω(τ/ε) отримаємо

|∂kωε| ≤
(

2

ε

)n (
2ζ(ℵ)

ε

)|k|
kkℵ, suppωε ⊂ [0, ε],

∫

Rn
+

ωε(τ)dτ =
1

2n
.

Для довiльної функцiї ϕ(τ) = ϕ1(τ1) · . . . · ϕn(τn) ∈ G(Rn
+) маємо

lim
ε→0+

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Rn
+

ωε(τ)ϕ(τ)dτ − ϕ(0)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ lim

ε→0+

∫

Rn
+

|ωε(τ)(ϕ(τ)− ϕ(0))|dτ ≤

lim
ε→0+

max
τ∈[0,ε]

|ϕ(τ)− ϕ(0)|
∫

Rn
+

ωε(τ)dτ = lim
τ1→0+

ϕ1(τ1)− ϕ1(0)

2
· . . . · lim

τn→0+

ϕn(τn)− ϕn(0)

2
= 0,

звiдки i буде випливати справедливiсть рiвностi (10). ¤
Встановимо тепер важливу теорему про зображення простору ультрарозподiлiв

G ′(Rn
+) в алгебрi лiнiйних операторiв над G(Rn

+).

Теорема 2. Вiдображення

T : G ′(Rn
+) 3 f −→ Tf ∈ L[G(Rn

+)], (11)

визначене спiввiдношенням (Tfϕ)(τ) = 〈f(σ), Uσϕ(τ)〉, ϕ ∈ G(Rn
+), здiйснює лiнiйний то-

пологiчний iзоморфiзм на комутант (C0)-напiвгрупи операторiв [Uσ]c в алгебрi L[G(Rn
+)].

Обернене вiдображення T−1 : [Uσ]c −→ G ′(Rn
+) однозначно визначає згортку ультра-

розподiлiв
G ′(Rn

+)× G ′(Rn
+) 3 (f, g) → f ∗ g ≡ T−1(Tf ◦ Tg) ∈ G ′(Rn

+), (12)

вiдносно якої G ′(Rn
+) є алгеброю з одиницею δ. При цьому одиничному оператору при

вiдображеннi T−1 вiдповiдає δ-функцiя.

Доведення. Очевидно, що ядро KerT є тривiальним i вiдображення (11) є лiнiйним. Для
спряженої (C0)-напiвгрупи операторiв U ′

σ вiдносно двоїстостi 〈G ′(Rn
+), G(Rn

+)〉 з рiвностi
∂k(Tfϕ) = Tf∂

kϕ та з неперервностi функцiоналу f отримуємо

sup
k∈Zn

+

sup
τ∈[0,b]

|∂k(Tfϕ)(τ)|
νkkkℵ ≤ ‖U ′

σf‖G′ν [0,b] sup
k∈Zn

+

sup
τ∈[0,b]

|∂kϕ(τ)|
νkkkℵ , ϕ ∈ G ′(Rn

+).

Оскiльки (Tfϕ)(τ) = 〈f(σ), θ(t)ϕ(t + σ)〉 для τ = θ(t)t та σ ∈ Rn
+, а також Uρϕτ =

= θ(r)ϕ(τ + r) для ρ = θ(r)r та r ∈ Rn, то маємо

Uρ ◦ Tfϕ(τ) = 〈f(σ), θ(r)θ(t)ϕ(σ + r + t)〉 = 〈f(σ), θ(t)Uρϕ(σ + t)〉 = Tf ◦ Uρϕ(τ).

Нехай тепер T0 ∈ L[G(Rn
+)] є довiльний оператор такий, що T0 ◦ Uσ = Uσ ◦ T0. Для

довiльної функцiї ϕ ∈ G(Rn
+) лiнiйний неперервний функцiонал g : ϕ −→ T0ϕ(0) визна-

чає розподiл g ∈ G ′(Rn
+), тобто 〈g, ϕ〉 = T0ϕ(0). Замiнюючи в цiй рiвностi функцiю ϕ на

Uσϕ, отримуємо 〈g, Uσϕ〉 = T0 ◦ Uσϕ(0). Тому

Tσϕ(τ) = 〈g(σ), Uσϕ(τ)〉 = 〈g(σ), Uτϕ(σ)〉 = T0 ◦ Uτϕ(0) = Uτ ◦ T0ϕ(0) = T0ϕ(τ).
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Отже, T0 = Tσ i вiдображення (11) здiйснює алгебраїчний сюр’єктивний iзоморфiзм на
комутант [Uσ]c.

Оскiльки простори Gν [0, b] є iнварiантними вiдносно дiї операторiв T алгебри
L[G(Rn

+)], то комутант [Uσ]c всiх таких операторiв в алгебрi L[G(Rn
+)] належить проек-

тивнiй границi lim pr
ν,bÂ0

L[Gν [0, b]], де в просторах L[Gν [0, b]] задано топологiї рiвномiр-

ної збiжностi на опуклих компактах. Проективна границя iзоморфно вкладається в
L[G(Rn

+)], тому до T можна застосувати теорему про вiдкрите вiдображення, в силу
якої отримуємо, що T реалiзує топологiчний iзоморфiзм G ′(Rn

+) ' [Uσ]c.
Доведемо другу частину теореми. Для довiльних ультрарозподiлiв f, g ∈ G ′(Rn

+)

маємо Tf ◦ Tg ∈ [Uσ]c, i комутант [Uσ]c є пiдалгеброю в L[G(Rn
+)] з одиницею In

G(Rn
+). Тодi

f ∗ g = T−1(Tf ◦ Tg) ∈ G ′(Rn
+), зокрема для δ-функцiї Tδϕ(τ) = 〈δ(σ), Uσϕ(τ)〉 = ϕ(τ) i

δ ∗ f = T−1(Tf ◦ Tδ) = T−1Tf = f. Тобто вiдображення (12) визначає згортку ультрароз-
подiлiв з G ′(Rn

+), i вiдносно цiєї згортки простiр G ′(Rn
+) є алгеброю. Теорему доведено.¤

Твердження 6. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′(Rn
+) в слабкiй топологiї

σ(G ′(Rn
+), G(Rn

+)) виконується збiжнiсть

G(Rn
+) 3 fε ≡ Tfωε → f, ε → 0+,

тобто в загальному випадку G ′(Rn
+) ≡ G(Rn

+) в слабкiй топологiї простору G ′(Rn
+).

Доведення. Для довiльної функцiї ϕ ∈ G(Rn
+) та спряженого оператора T ′

f ∈ L[G ′(Rn
+)]

справедливi рiвностi

〈T ′
fωε, ϕ〉 = 〈ωε, Tfϕ〉 =

∫

Rn
+

ωε(τ)〈f(σ), Uσϕ(τ)〉dτ =

〈
f(σ), Uσ

∫

Rn
+

ωε(τ)ϕ(τ)dτ

〉
ε→0+−→ 〈f(σ), Uσϕ(0)〉 = 〈f, ϕ〉,

де ωε – регулярний ультрарозподiл в просторi G ′(Rn
+). ¤
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Для построенной двойственности ультрараспределений Жевре и ультрадифференци-
руемых функций доказана теорема об изображении сверточной алгебры ультрараспреде-
лений типа Жевре в виде коммутанта сильно непрерывной полугруппы сдвигов в алгебре
линейных непрерывных отображений над пространством ультрадифференцируемых фун-
кций с носителями в положительном n-измеримом угле.


