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Встановлено загальний вигляд максимально дисипативного вiдношення-розширення
(зокрема, оператора-розширення) скiнченновимiрного нещiльно визначеного звуження си-
метричного оператора з довiльними дефектними числами.

1 Термiнологiя, основнi позначення та додатковi твердження

Теорiя лiнiйних вiдношень у гiльбертовому просторi, започаткована Р. Аренсом [9],
знайшла широкi застосування у багатьох галузях математики, зокрема, в теорiї розши-
рень лiнiйних операторiв. Рiзноманiтнi питання цiєї теорiї дослiджували E.A. Кодiнгтон
[10], А. Дiйксма та С.В. де Сну [11], А.В. Штраус [8], А.Н. Кочубей [4, 5], В.М. Брук [2]
та iншi математики.

У цiй працi встановлено загальний вигляд максимально дисипативного вiдношення-
розширення (зокрема, оператора-розширення) скiнченновимiрного (нещiльно визначе-
ного) звуження симетричного оператора з довiльним iндексом дефекту. Тим самим
деякi результати А.Н. Кочубея [4] i автора [7] перенесено на ширшi класи операторiв.
Крiм цього, доведено одне твердження, що стосується теорiї лiнiйних вiдношень, та
наслiдок з нього, якi, можливо, мають самостiйний iнтерес.

Ми використовуємо такi позначення:
D(T ), R(T ), ker T – вiдповiдно область визначення, область значень та многовид

нулiв лiнiйного оператора Т ;
Т* – оператор, спряжений з оператором Т ;
(·|·), ⊕, ⊥ – символи скалярного добутку, ортогональної суми та ортогонального

доповнення вiдповiдно;
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AE – образ множини E при вiдображеннi A;
IX – тотожне перетворення множини X ;
A ↓ E – звуження вiдображення А на множину Е ;
якщо X, Y – гiльбертовi простори, то пiд C(X), B(X,Y ) розумiємо класи лiнiйних

замкнених щiльно визначених операторiв у просторi X та лiнiйних неперервних опера-
торiв A : X → Y таких, що D(A)=X вiдповiдно.

НехайН – комплесний гiльбертiв простiр, а H2 def
= H⊕H. Нагадаємо, що (замкненим)

лiнiйним вiдношенням у просторi Н називають довiльний (замкнений) лiнiйний много-
вид T ⊂ H2, а область визначення, область значень та спряжене вiдношення визначають
таким чином:

D(T ∗) = {y ∈ H : (∃z ∈ H) (y, z) ∈ T} , R(T ) = {z ∈ H : (∃y ∈ H) (y, z) ∈ T} ,

T ∗ =
{
(y2, z2) ∈ H2 : ∀ (y1, z1) ∈ T (z1|y2)− (y1|z2) = 0

}
.

Легко бачити, що
T ∗ = (JT )⊥ = JT⊥, (1)

де
J(h1, h2) = (−ih2, ih1) (h1, h2 ∈ H). (2)

Вiдношення Т називають симетричним або самоспряженим, якщо T ⊂ T ∗ або T =
T* вiдповiдно. Його називають дисипативним (акумулятивним), якщо для будь-якого
(y, z) ∈ T, Im(z|y) ≥ 0 (≤ 0) i максимально дисипативним (максимально акумуля-
тивним), якщо воно, крiм цього, не має нетривiальних дисипативних (акумулятивних)
розширень. Нагадаємо, також, що в теорiї лiнiйних вiдношень оператор ототожнюють
з його графiком.

2 Основнi результати

Теорема 1. Нехай L та L0 – замкненi лiнiйнi вiдношення в Н, причому L0 ⊂ L. Прийме-
мо M

def
= L∗0, M0

def
= L∗ i визначимо пiдпростори U ⊂ H2, V ⊂ H2, виходячи з рiвно-

стей L = L0 ⊕ U, M = M0 ⊕ V . Тодi

V = JU, (3)

де J визначено згiдно з (2).

Доведення. Зрозумiло, що тотожнiсть L⊥0 ∩ L = U можна переписати у виглядi L⊥0 =

L⊥ ⊕ U . Оскiльки J – унiтарний оператор, то звiдси випливає, що JL⊥0 = JL⊥ ⊕ JU .
Беручи до уваги (1), бачимо, що L∗0 = L∗ ⊕ JU . Очевидно, що остання рiвнiсть та (3)
рiвносильнi.

Зауваження 1. Нехай L, L0 ∈ C(H), причому L0 ⊂ L. Приймемо M
def
= L∗0, M0

def
= L∗

i визначимо пiдпростори HL, HM рiвностями

D(L) = D(L0)⊕L HL, D(M) = D(M0)⊕M HM ,
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де ⊕T – символ суми, ортогональної вiдносно скалярного добутку графiка оператора Т.
В.Е. Лянце [6] довiв, що в цьому випадку HM = LHL i для будь-якого u ∈ HL,MLu =

−u.
Зрозумiло, що у випадку лiнiйних операторiв теорема 1 та теорема В.Е. Лянце еквi-

валентнi.

Наслiдок 1. Нехай L0 ∈ C(H). Припустимо, що H0 – скiнченновимiрний пiдпростiр
простору Н i визначимо оператор S0 за допомогою спiввiдношень:

D(S0) = D(L0) ∩H⊥
0 , S0 ⊂ L0.

Тодi
S∗0 = {(y, L∗0y + ϕ) : y ∈ D(L∗0), ϕ ∈ H0} def

= G∗.

Доведення. Нехай {ϕ1, ..., ϕr} – база пiдпростору H0 , i

∀α ∈ D(L0) Φα
def
= ((α|ϕ1), ..., (α|ϕr)) , lξ(α)

def
= (α|ξ)L0 ,

де (ξ, L0ξ) ∈ L0 ∩ S⊥0 (нагадаємо, що ми ототожнюємо оператор з його графiком). Зро-
зумiло, що ker Φ = D(S0) ⊂ ker lξ, тому iснують c1, ..., cr ∈ C такi, що

∀α ∈ D(L0) (α|ξ) + (L0α|L0ξ) =
r∑

i=1

ci(α|ϕi).

Приймемо ϕ = −∑r
i=1 c̄iϕi. Маємо: ∀α ∈ D(L0) (L0α|L0ξ) = (α| − ϕ − ξ). А це означає,

що L0ξ ∈ D(L∗0), L∗0L0ξ = −ξ − ϕ. Виходячи звiдси i застосовуючи теорему 1 до пари
L0, S0, бачимо, що S∗0 ∩ (L∗0)

⊥ = J [L0∩S⊥0 ] ⊂ G∗, а отже, S∗0 ⊂ G∗. Обернене твердження
очевидне.

Зауваження 2. У випадку, коли оператор L0 є симетричним, це твердження було
доведено в [10].

Зауваження 3. У працi А.Н. Кочубея [5] було показано, що будь-яке дисипативне
розширення S симетричного вiдношення S0 задовольняє умову S ⊂ S∗0 . Наведемо iнше
доведення цього твердження.

Нехай (y, z) ∈ S. Тодi для будь-яких α ∈ C, (u, v) ∈ S0 (u, v) + α(y, z) = (u +

αy, v+αz) ∈ S. Оскiльки Im(v, u) = 0, то 0 ≤ Im(v+αz|u+αy) = Im [α(z|u) + ᾱ(v|y)] +

Im
(|α|2 (z|y)

)
, а, отже, ∀α ∈ C Im [α ((z|u)− (y|v))]+ |α|2 Im(z|y) ≥ 0. Нехай α = |α| θ,

де |θ| = 1. Маємо (скорочуючи на |α|) |α| Im(z|y) + Im [θ ((z|u)− (y|v))] ≥ 0.
Спрямовуючи |α| до нуля, отримуємо: |θ| = 1 ⇒ Im [θ ((z|u)− (y|v))] ≥ 0. А це

можливе тiльки при (z|u) − (y|v) = 0. Таким чином, ∀(u, v) ∈ S0 (z|u) = (y|v), а отже,
(y|z) ∈ S∗0 .

Нижче в термiнах абстрактних крайових умов встановлено критерiї максимальної
дисипативностi для вiдношень-розширень (зокрема, для операторiв-розширень) опера-
тора S0, описаного в наслiдку 1, у ситуацiї, коли L0 – cиметричний оператор: L0 ⊂
L∗0

def
= L. Пiд (H+,H−, δ+, δ−) ми розумiємо фiксований антисиметричний простiр гра-

ничних значень оператора L0 (в сенсi означення, запропонованого в [7]), а пiд P0 –
ортопроектор H → H0.
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Лема 1. Для будь-яких y ∈ D(L), ϕ ∈ H0

2Im(Ly + ϕ|y) =

∥∥∥∥
(

δ+y,
1√
2
(ϕ + iP0y)

)∥∥∥∥
2

H+⊕H0

−
∥∥∥∥
(

δ−y,
1√
2
(ϕ− iP0y)

)∥∥∥∥
2

H−⊕H0

. (4)

Дiйсно,

2iIm(Ly + ϕ|y) = (Ly + ϕ|y)− (y|Ly + ϕ) = (Ly|y)− (y|Ly) + (ϕ|P0y)− (P0y|ϕ) =

i [(δ+y|δ+y)H+ − (δ−y|δ−y)H− ] +

[(
1√
2
(ϕ + iP0y)| 1√

2
(ϕ + iP0y)

)
−

(
1√
2
(ϕ− iP0y)| 1√

2
(ϕ− iP0y)

)]
.

Теорема 2. Для будь-якого стиску K ∈ B (H+ ⊕H0,H− ⊕H0) пiдпростiр, що склада-
ється з тих елементiв {(y, Ly + ϕ)} ⊂ S∗0 , якi задовольняють умову

K

(
δ+y,

1√
2
(ϕ + iP0y)

)
−

(
δ−y,

1√
2
(ϕ− iP0y)

)
= 0, (5)

є максимально дисипативним розширенням оператора S0.

Навпаки, будь-яке максимально дисипативне вiдношення-розширення S оператора
S0 – це частина простору S∗0 , яка видiляється умовою (5).

Доведення. Будемо без додаткових роз’яснень використовувати основнi положення тео-
рiї лiнiйних просторiв з iндефiнiтною метрикою, викладенi, наприклад, в [1].

Введемо позначення : G± = H± ⊕H0, G = G+ ⊕G−,

I(h+, h1, h
−, h2) = (h+, h1,−h−,−h2) (h± ∈ H±, h1, h2 ∈ H0).

Зрозумiло, що (G, I ) є простором Крейна. Простором Крейна є також (H2, J), де J
визначено згiдно з (2). Це випливає з рiвностей I = I∗ = I−1, J = J∗ = J−1. Далi,
рiвнiсть

(Jw|w) = 2Im (z|y) , де w = (y, z) ∈ H2,

показує, що вiдношення S є дисипативним в Н тодi i тiльки тодi, коли S – невiд’єм-
ний лiнеал в (H2, J), а рiвнiсть (4) та зауваження 2 переконують, що у випадку, коли
S0 ⊂ S ⊂ S∗0 ,{(

δ+y,
1√
2
(ϕ + iP0y), δ−y,

1√
2
(ϕ− iP0y)

)
∈ G : (y, Ly + ϕ) ∈ S

}

є невiд’ємним лiнеалом в (G, I ), причому максимальна дисипативнiсть вiдношення S
рiвносильна максимальнiй невiд’ємностi вiдповiдного лiнеалу. Але, як доведено в ци-
тованiй вище монографiї, лiнеал L є максимальним невiд’ємним в (G, I ) тодi i тiльки
тодi, коли iснує оператор K ∈ B(G+, G−) такий, що ‖K‖ ≤ 1 i

L =
{(

h+, h1, h
−, h2

) ∈ G : K(h+, h1) = (h−, h2)
}

.

Для завершення доведення досить прийняти до уваги зауваження 3.
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Зауваження 4. Аналогiчним чином фомулюються умови максимальної акумулятив-
ностi, симетричностi, а у випадку, коли L0 має однаковi дефектнi числа, – i самоспряже-
ностi розширення-вiдношення S оператора S0 (пор. зi сказаним в [2 – 4]). Крiм цього,
застосовуючи мiркування, наведенi в [7], неважко переконатися в правильностi такого
твердження.

Наслiдок 2. Лiнiйне вiдношення S ⊃ S0 є максимально дисипативним тодi i тiльки
тодi, коли iснують оператори A± ∈ B(G±, G−) такi, що

A+(A+)∗ ≤ A−(A−)∗, ker A− = {0} ,

a S складається з тих елементiв {(y, Ly + ϕ)} ⊂ S∗0 , якi задовольняють умову

A+

(
δ+y,

1√
2
(ϕ + iP0y)

)
+ A−

(
δ−y,

1√
2
(ϕ− iP0y)

)
= 0.

Видiлимо тепер з-помiж вiдношень S, описаних в теоремi 2, тi, якi є операторами
(ми ототожнюємо оператор та його графiк), тобто опишемо максимально дисипативнi
оператори-розширення оператора S0. Для цього позначимо через π1, π2 ортопроектори
G− → H−, G− → H0 вiдповiдно (маються на увазi ототожнення H− ↔ H−⊕{0}, H0 ↔
{0} ⊕H0) , а оператори W : D(L) → G−, Λ : H0 → G− визначимо таким чином:

∀y ∈ D(L) Wy = −
√

2

(
K(δ+y,

i√
2
P0y) + (δ−y,

i√
2
P0y)

)
;

∀h ∈ H0 Λ(0, h) = K(0, h)− (0, h).

Теорема 3. В умовах теореми 2, S є (максимально дисипативним) оператором-розши
ренням оператора S0 тодi i тiльки тодi, коли

ker Λ = {0}. (6)

У цьому випадку

D(S) =
{
y ∈ D(S∗0) : Wy ∈ R(Λ), π1Λ

−1Wy = 0
}

, (7)

∀y ∈ D(S) Sy = Ly + π2Λ
−1Wy. (8)

Доведення. Перш за все, зазначимо, що вiдношення S є оператором тодi i тiльки тодi,
коли S(0)

def
= {z ∈ H : (0, z) ∈ S} = {0}. Беручи до уваги (5), цю рiвнiсть можна перепи-

сати так:

{ϕ ∈ H0 : K(0, ϕ) = (0, ϕ)} = {0} . (9)

Зрозумiло, що умови (6) та (9) рiвносильнi.
Для знаходження D(S ) та ϕ подамо (5) таким чином:
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K

(
δ+y,

i√
2
P0y

)
+ K

(
0,

1√
2
ϕ

)
+

(
δ−y,

i√
2
P0y

)
−

(
0,

1√
2
ϕ

)
= 0,

тобто

Λ (0, ϕ) = Wy. (10)

Iншими словами, y ∈ D(S) тодi i тiльки тодi, коли

Wy ∈ R(Λ) = D(Λ−1), (11)

i в цьому випадку (0, ϕ) = Λ−1Wy, тобто

π1Λ
−1Wy = 0, π2Λ

−1Wy = ϕ. (12)

Ясно, що умови (11) – (12) рiвносильнi умовам (7) – (8). Теорему доведено.

Приклад 1. Нехай H0 = {0}, тобто S0 = L0. У цьому випадку рiвняння (10) набуває
вигляду

Kδ+y + δ−y = 0. (13)

Тому будь-яке максимально дисипативне розширення оператора L0 являє собою зву-
ження оператора L, яке визначається умовою (13), де K ∈ B(H+,H−) – деякий стиск.
Це цiлком узгоджується з результатами працi [7].

Приклад 2. Нехай стиск К, за допомогою якого визначається максимально дисипатив-
ний оператор (7) – (8), має ”дiагональний” вигляд, тобто

∀h ∈ H+, ∀ϕ ∈ H0 K(h, ϕ) = K1h + K2ϕ
(
K1 ∈ B(H+,H−), K2 ∈ B(H0)

)
.

Як показують прямi обчислення, в цьому випадку рiвняння (10) еквiвiлентне системi

{
K1δ+y + δ−y = 0

(K2 − IH0)ϕ = i√
2
(K2 + IH0)P0y,

,

тобто

D(S) = {y ∈ D(L) : K1δ+y + δ−y = 0} ,

∀y ∈ D(S), Sy = Ly +
i√
2

(K2 − IH0)
−1 (K2 + IH0) P0y.

Таким чином, S – адитивне збурення деякого розширення оператора L0.
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A general form of a maximal dissipative subspace extension (in particularly of an operator
extension) of a finite-dimensional nondensely defined restriction of a symmetric operator with
arbitrary defect numbers is established.
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Установлен общий вид максимально диссипативного отношения-расширения (в част-
ности, оператора-расширения) конечномерного неплотно определенного сужения симмет-
рического оператора с произвольными дефектными числами.


