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В роботi наводиться огляд основних результатiв про симетричнi полiноми на банахових
просторах та переставно-iнварiантних просторах функцiй. Наведено застосування до ба-
нахових алгебр та доведено деякi новi результати в цьому напрямку.

Вступ

Симетричнi полiноми та симетричнi функцiї мають широке застосування в матема-
тицi та математичнiй фiзицi. Так, вони присутнi в елементарнiй математицi (теорема
Вiєта), в теорiї представлень симетричних груп i повних лiнiйних груп над полем комп-
лексних чисел або скiнченними полями. Вони також є важливими об’єктами в алгеб-
раїчнiй комбiнаторицi.

Симетричнi полiноми на скiнченновимiрних просторах є об’єктом класичної алге-
бри. Поняття про симетричнi полiноми на гiльбертових просторах i, бiльш загально,
на просторах `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞, вперше було введено А.С. Немировським та
С.М. Семеновим [17]. Ними було, зокрема, доведено теореми про те, що кожен симетрич-
ний полiном на гiльбертовому просторi, просторах `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞, виражається
через елементарнi симетричнi полiноми на цих просторах.

В роботi [9] М. Гонзалесом, Р. Гонзало i Х. Харамiлло цi результати узагальнено
на дiйснi банаховi простори з деякою симетричною структурою, так званi переставно-
iнварiантнi простори функцiй.

Субсиметричнi полiноми були введенi в [17] на просторах `p, згодом дослiджувалися
в статтях [11], [10]. Так, в [10] Р. Гонзало дослiджує цей вид полiномiв на банахових
просторах з субсиметричним базисом. Зокрема, нею описано лiнiйний базис у скiнчен-
новимiрному просторi n-однорiдних субсиметричних полiномiв.

В [1] автором отримано результати, якi стосуються симетричних полiномiв на прос-
торi `p. А саме, використовуючи введений в данiй роботi оператор симетричного зсуву,
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встановлено аналоги формули Мартiна та поляризацiйної формули для симетричних
полiномiв i описано деякi диференцiювання на алгебрi симетричних полiномiв.

Результати, пов’язанi з симетричними полiномами та аналiтичними вiдображення-
ми, мають застосування i в iнших напрямках функцiонального аналiзу. Так, в роботi [2]
Р. Аленкар, Р. Арон, П. Галiндо i А. Загороднюк, використовуючи результати, отриманi
в [9], дослiдили спектр алгебри симетричних рiвномiрно неперервних аналiтичних функ-
цiй на одиничнiй кулi простору `p. Також у статтi [6] дослiджується спектр алгебри
симетричних аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi простору Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, та
у [5] — алгебри симетричних та субсиметричних аналiтичних функцiй на просторi `p,

1 ≤ p < ∞.

Стаття мiстить широкий огляд з даної тематики та всi необхiднi попереднi вiдомостi.
Детальнiшу iнформацiю про полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просторах
можна знайти в монографiях [7], [8], [16].

1 Попереднi вiдомостi

Нехай X, Y — банаховi простори над полем K дiйсних або комплексних чисел. Вi-
дображення P : X → Y називається n-однорiдним полiномом, якщо iснує симетричне
n-лiнiйне вiдображення A : Xn → Y таке, що для всiх x ∈ X, P (x) = A(x, . . . , x).

Полiном степеня n на X є скiнченною сумою k-однорiдних полiномiв, k = 0, . . . , n.

Через P(nX,Y ) будемо позначати простiр n-однорiдних неперервних полiномiв з X в Y

i через P(X, Y ) — простiр всiх неперервних полiномiв.
Добре вiдомо ([12], XI §52), що для n < ∞ кожен симетричний полiном на просторi

Cn можна подати як полiном вiд елементарних симетричних полiномiв (Ri)
n
i=1, Ri(x) =∑

k1<···<ki
xk1 . . . xki

єдиним чином.
Як було вiдзначено, вивчення симетричних полiномiв на гiльбертових просторах та

просторах `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞, розпочалося з роботи Немировського та Семенова
[17]. Гонзалесом, Гонзало та Харамiлло [9] цi результати узагальнено на дiйснi банаховi
простори з деякою симетричною структурою, так званi переставно-iнварiантнi простори
функцiй, на вимiрному просторi (I, µ) [13]. З точнiстю до деяких несуттєвих нормалiза-
цiй, вивчення переставно-iнварiантних просторiв функцiй зводиться до наступних трьох
випадкiв:

1. I = N i маса кожної точки — одиниця;
2. I = [0, 1] зi звичайною мiрою Лебега;
3. I = [0,∞) зi звичайною мiрою Лебега.
Кажемо, що σ є автоморфiзмом I, якщо σ є бiєкцiєю I, σ i σ−1 є вимiрними i зберi-

гають мiру. Позначимо через G(I) групу всiх автоморфiзмiв I. Якщо X(I) є перестав-
но-iнварiантним простором функцiй на I та f ∈ X(I), то f є дiйснозначною вимiрною
функцiєю на I та f ◦ σ ∈ X(I) для всiх σ ∈ X(I). Також

‖f ◦ σ‖ = ‖f‖
для всiх σ ∈ G(I) i всiх f ∈ X(I). Ми завжди будемо розглядати простiр X(I), надiлений
цiєю нормою.
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Слiдом за [17] будемо казати, що полiном P на X(I) є симетричним, якщо

P (f ◦ σ) = P (f)

для всiх σ ∈ G(I) i всiх f ∈ X(I).

Також, якщо G0 є пiдгрупою G(I), то полiном P називається G0-iнварiантним, коли
P (f) = P (f ◦ σ) для всiх σ ∈ G0 i всiх f ∈ X(I).

Нехай X(I) — переставно-iнварiантний простiр функцiй на I. Розглянемо множину

J (X) = {r ∈ N : X(I) ⊂ Lr(I)}.
Якщо J (X) 6= Ø, то для кожного r ∈ J (X) можна розглянути полiноми

Pr(f) =

∫

I

f r.

Цi полiноми називають елементарними симетричними полiномами на X(I).

Симетричнi полiноми на просторах з симетричним базисом .
Нехай X = X(N) — банаховий простiр з симетричним базисом {en}. Полiном P на

X є симетричним, якщо для кожної перестановки σ ∈ G(N)

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= P

( ∞∑
i=1

aieσ(i)

)
.

Розглянемо скiнченну групу Gn(N) перестановок на множинi {1, . . . , n} i σ-скiнченну
групу G0(N) = ∪nGn(N), як пiдгрупу G(N). За неперервнiстю, полiном f є симетричним
тодi i тiльки тодi, якщо вiн є G0(N)-iнварiантним. Справдi, якщо P є G0(N)-iнварiантним
i σ ∈ G(N), то

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= lim

n→∞
P

( n∑
i=1

aiei

)
= lim

n→∞
P

( n∑
i=1

aieσ(i)

)
= P

( ∞∑
i=1

aieσ(i)

)
.

Кажемо, що послiдовнiсть {xn} має нижню p-оцiнку для деякого p ≥ 1, якщо iснує
константа C > 0 така, що

C
( n∑

i=1

|ai|p
)1/p

≤
∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥

для всiх a1, . . . , an ∈ R. Зауважимо, що X ⊂ `r тодi i тiльки тодi, коли базис має нижню
r-оцiнку i тому, в цьому випадку, маємо:

J (X) = {r ∈ N : {en} має нижню r-оцiнку}.
Позначимо тепер n0(X) = inf J (X) (iнфiмум порожньої множини є ∞). Тодi еле-

ментарнi симетричнi полiноми мають вигляд:

Pr

( ∞∑
i=1

aiei

)
=

∞∑
i=1

ar
i ,

де r ≥ n0(X).
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Теорема 1. [9] Нехай X — банахiв простiр з симетричним базисом en, P — симетричний
полiном на X, позначимо k = deg P i N = n0(X). Тодi

1. Якщо k < N, то P = 0.

2. Якщо k ≥ N, тодi iснує дiйсний полiном q вiд декiлькох дiйсних змiнних такий,
що

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= q

( ∞∑
i=1

aN
i , . . . ,

∞∑
i=1

ak
i

)

для кожного
∑∞

i=1 aiei ∈ X.

Симетричнi полiноми на X[0, 1] та X[0,∞).

Розглянемо X[0, 1] — сепарабельний переставно-iнварiантний простiр функцiй на
[0, 1]. Зауважимо, що множина J (X) нiколи не є порожньою, оскiльки завжди маємо,
що X[0, 1] ⊂ L1[0, 1].

Введемо величину

n∞(X) = sup{r ∈ N : X[0, 1] ⊂ Lr[0, 1]}.
Отже, елементарнi симетричнi полiноми на X[0, 1] мають вигляд

Pr(f) =

∫ 1

0

f r

для кожного цiлого r ≤ n∞(X).

Теорема 2. [9] Нехай X[0, 1] — сепарабельний переставно-iнварiантний простiр функцiй
на [0, 1] i розглянемо iндекс n∞(X), визначений вище. Нехай P — G0[0, 1]-iнварiантний
полiном на X[0, 1] i нехай k = deg P. Тодi iснує дiйсний полiном q декiлькох дiйсних
змiнних такий, що

P (f) = q
( ∫ 1

0

f, . . . ,

∫ 1

0

fm
)

для всiх f ∈ X, де m = min{n∞(X), k}.
Для сепарабельного переставно-iнварiантного простору функцiй X[0,∞) ми розгля-

немо наступнi асоцiйованi простори:

X[0, 1] = {f · χ[0,1] : f ∈ X[0,∞)}
i

X(N) = [χ[n,n+1]].

Зауважимо, що простiр X[0, 1] є сепарабельним переставно-iнварiантним простором
функцiй на [0, 1] i X(N) є банаховим простором з симетричним базизом.

Для того, щоб описати множину J (X[0,∞)), нам потрiбна наступна лема.

Лема 1.1. [9] Нехай X[0,∞) — сепарабельний переставно-iнварiантний простiр функ-
цiй, X[0, 1] i X(N) — визначенi вище. Розглянемо n0 = n0(X(N)) i n∞ = n∞(X[0, 1]).

Тодi:
1. Якщо n0 > n∞, то J (X[0,∞)) = ∅.

2. Якщо n0 ≤ n∞, то J (X[0,∞)) = {n ∈ N : n0 ≤ n ≤ n∞}.
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Теорема 3. [9] Нехай X[0,∞) — сепарабельний переставно-iнварiантний простiр фун-
кцiй, P — G0-iнварiантний полiном на X[0,∞), k = deg P, n0 i n∞ — визначенi вище.
Тодi

1. Якщо або n0 > n∞, або k < n0 ≤ ∞, то P = 0.

2. Якщо n0 ≤ n∞ i n0 ≤ k, тодi iснує дiйсний полiном q декiлькох дiйсних змiнних,
такий що

P (f) = q
( ∫ ∞

0

fn0 , . . . ,

∫ ∞

0

fm
)
,

де m = min{n∞, k}.

Субсиметричнi полiноми
Нехай тепер X — банаховий простiр з субсиметричним базисом {en}. Пiд субсимет-

ричним базисом ми розумiємо безумовний базис на X, який є еквiвалентним до кожної
своєї пiдпослiдовностi.

n-однорiдний полiном P на X називається субсиметричним полiномом, якщо для
всiх x1, . . . , xn ∈ K, де K = R або K = C, i всiх цiлих n виконується наступне:

P
( n∑

i=1

xiei

)
= P

( n∑
i=1

xieki

)
,

де k1 < . . . < kn.

Зауважимо, що дане означення, яке було введене в роботi [10], спiвпадає з означен-
ням стандартних полiномiв, що були представленi Немировським i Семеновим в [17].

Позначимо через n0(X) = minJ (X). Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4. [10] Нехай X — банахiв простiр з субсиметричним базисом en i N = n0(X).

Якщо n ≥ N, тодi кожен n-однорiдний субсиметричний полiном може бути пред-
ставлений як лiнiйна комбiнацiя елементарних n-однорiдних субсиметричних полiномiв

Pi1,...,is

( ∞∑
n=1

xnen

)
=

∑
n1<···<ns

xi1
n1
· · ·xis

ns
, (1)

де i1 + · · ·+ is = n i кожне ij ≥ N.

Якщо n < N, тодi на X не iснує нетривiальних n-однорiдних субсиметричних полi-
номiв.

2 Оператор зсуву у просторi симетричних аналiтичних функцiй на `p

У даному роздiлi наведенi результати, що стосуються симетричних полiномiв на
просторi `p, якi отриманi за допомогою введеного в роботi [1] оператора симетричного
зсуву.

Легко бачити, що для симетричної функцiї f(x) на `p функцiя f(x + y) для деякого
фiксованого y ∈ `p не є, взагалi кажучи, симетричною, тобто простiр симетричних
функцiй не є iнварiантним вiдносно звичайного оператора зсуву f(x) 7→ f(x + y). У
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[1] запропоновано iнший зсув на `p, який зберiгає простiр симетричних аналiтичних
функцiй.

Нехай x, y ∈ `p, x = (x1, x2, . . .) i y = (y1, y2, . . .). Визначимо симетричний зсув
x • y ∈ `p формулою

x • y = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Вiдзначимо основнi властивостi симетричного зсуву.

1. Якщо x = σ1(u) i y = σ2(v) для деяких пiдстановок σ1, σ2, то x • y = σ(u • v) для
деякої пiдстановки σ на N.

2. ‖x • y‖p = ‖x‖p + ‖y‖p.

3. Fn(x•y) = Fn(x)+Fn(y) для довiльного натурального n ≥ p, де {Fk} є алгебраїчним
базисом в просторi симетричних полiномiв на `p, Fk(x) =

∞∑
i=1

xk
i .

Позначимо через T s
y оператор симетричного зсуву f(x) 7→ f(x•y), через Hb(`p) буде-

мо позначати алгебру всiх цiлих функцiй обмеженого типу на `p (тобто цiлих функцiй,
якi є обмеженими на обмежених множинах), через Hbs(`p) — алгебру всiх симетричних
цiлих функцiй обмеженого типу на `p.

Твердження 2.1. T s
y є неперервним гомоморфiзмом алгебри Hbs(`p) в себе.

Доведення. Спочатку покажемо, що якщо f(x) ∈ Hbs(`p), то i f(x • y) ∈ Hbs(`p) для
кожного фiксованого y ∈ `p. Дiйсно, симетричний зсув x • y можемо записати у виглядi
x • y = x • 0 + 0 • y. Вiдображення x 7→ x • 0 є лiнiйною сюр’єкцiєю на пiдпростiр Z

простору `p, який є замкненою лiнiйною оболонкою {e1, e3, . . . , e2n+1, . . .}. Згiдно з [3],
f(x + y) ∈ Hb(`p) для кожного фiксованого y, i тому f(x + 0 • y) ∈ Hb(`p) для кожного
фiксованого y. Зокрема, звуження f(x + 0 • y) на Z належить до Hb(Z). Таким чином,
f(x • y) = f(x • 0 + 0 • y) ∈ Hb(`p) для кожного y. З iншого боку, очевидно, що f(x • y)

— симетрична функцiя, отже, f(x • y) належить простору Hbs(`p).

Нехай f(x), g(x) ∈ Hbs(`p). Оператор T s
y є лiнiйним i мультиплiкативним, оскiльки

T s
y (f(x) + g(x)) = f(x • y) + g(x • y) = T s

y (f(x)) + T s
y (g(x)),

T s
y (f(x)g(x)) = f(x • y)g(x • y) = T s

y (f(x))T s
y (g(x)).

Нехай x, y ∈ `p i ‖x‖ ≤ ‖y‖ ≤ r. Тодi ‖x • y‖ ≤ 2r i

|T s
y f(x)| ≤ sup

‖z‖≤2r

|f(z)| = ‖f‖2r.

Отже, T s
y є неперервним оператором.

Нехай
x•m := x • · · · • x︸ ︷︷ ︸

m

i
m•

i=1
xi := x1 • · · · • xm.
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З властивостi 3 випливає, що Fk(x
•m) = mFk(x) i Fk

(
m•

i=1
xi

)
=

m∑
i=1

Fk(xi) для довiльного

натурального m i k ≥ p.

Зауважимо, що в означеннi симетричного зсуву суттєвим є те, що простiр нескiнчен-
новимiрний. Надалi ми завжди вважатимемо, що симетричнi полiноми визначенi на
нескiнченновимiрному `p.

2.1 Аналог формули Мартiна для симетричних полiномiв.

Нехай P (x) = Pn(x) + · · · + P0 — розклад деякого полiнома P на однорiднi доданки.
Нагадаймо, що згiдно з формулою Мартiна [14], для будь-яких попарно рiзних чисел
b0, . . . , bn iснує квадратна невироджена матриця A(n,

−→
b ), (n+1)× (n+1), яка залежить

тiльки вiд
−→
b = (b0, . . . , bn) така, що




Pn(x)
...

P0


 = A(n,

−→
b )




P (bnx)
...

P (b0x)


 . (2)

Таким чином, за допомогою формули Мартiна можна обчислити однорiдну компо-
ненту Pk, k = 0, . . . , n, довiльного неоднорiдного полiнома P степеня n.

Нехай тепер P — симетричний полiном степеня n ≥ p на `p. Як було зауважено
вище, iснує полiном Q(udpe, . . . , un) вiд n− dpe+ 1 змiнних, такий що

P (x) = Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x)),

де dpe — найменше цiле число, яке є бiльшим або дорiвнює p.

Скажемо, що симетричний полiном P є цiлком однорiдним полiномом степеня (n,m),

якщо P — n-однорiдний i вiдповiдний йому полiном Q — m-однорiдний. Наприклад,
F1F3 + F 2

2 буде цiлком однорiдним полiномом степеня (4, 2), а F 2
1 + F2 — однорiдним

степеня 2, але не цiлком однорiдним. Очевидно, що кожен симетричний полiном можна
подати (єдиним чином) у виглядi скiнченної суми цiлком однорiдних. У [1] отримано
спосiб знаходження такого розкладу, використовуючи симетричний зсув та формулу
Мартiна.

Полiном Q, взагалi кажучи, неоднорiдний i deg Q ≤ n. Нехай Q = Qn + · · · + Q0 —
розклад Q на однорiднi доданки. Вiзьмемо довiльний набiр попарно рiзних натуральних
чисел −→m = (m0, . . . , mn) i запишемо формулу (2) для Q. Маємо:




Qn(u)
...

Q0


 = A(n,−→m)




Q(mnu)
...

Q(m0u)




або
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Qn(Fdpe(x), . . . , Fn(x))
...

Q0


 =

A(n,−→m)




Q(mnFdpe(x), . . . , mnFn(x))
...

Q(m0Fdpe(x), . . . , m0Fn(x))


 .

Оскiльки

P (x•mk) = Q(mkFdpe(x), . . . , mkFn(x)),

то, згiдно з (2),




Qn(Fdpe(x), . . . , Fn(x))
...

Q0


 = A(n,−→m)




P (x•mn)
...

P (x•m0)


 . (3)

Застосуємо операцiю спряження до рiвностi (2) для випадку простору `p, отримаємо:

(Pn(x), . . . , P0(x)) = (P (bnx), . . . , P (b0x))A∗(n,
−→
b ).

Очевидно, що для довiльного 0 ≤ k ≤ n має мiсце наступна рiвнiсть:

(Pn(x•mk), . . . , P0(x
•mk)) = (P (bnx

•mk), . . . , P (b0x
•mk))A∗(n,

−→
b ),

або ж




Pn(x•mn) · · · P0(x
•mn)

...
...

...
Pn(x•m0) · · · P0(x

•m0)


 =




P (bnx
•mn) · · · P (b0x

•mn)
...

...
...

P (bnx•m0) · · · P (b0x
•m0)


 A∗(n,

−→
b ). (4)

Очевидно, що якщо P — n-однорiдний полiном, то Qk — (n, k)-цiлком однорiдний

полiном. В загальному випадку, нехай P =
n∑

i,j=0

Q(i, j) — розклад симетричного полiно-

ма P на цiлком однорiднi доданки, де Q(i, j) — деякi (i, j)-цiлком однорiднi полiноми.
Зауважимо, що Q(i, j) = 0 при i < j. Домножимо рiвнiсть (4) на матрицю A(n,−→m) злiва
i, комбiнуючи (3) i (4), отримуємо наступну теорему.
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Теорема 5. Для довiльного набору попарно рiзних дiйсних чисел
−→
b = (b0, . . . bn) та

попарно рiзних натуральних чисел −→m = (m0, . . . , mn) iснують невиродженi матрицi
A(n,

−→
b ) i A(n,−→m) такi, що для довiльного симетричного полiнома P степеня n




Q(n, n) · · · Q(0, n)
...

...
...

Q(n, 0) · · · Q(0, 0)


=

A(n,−→m)




P (bnx
•mn) · · · P (b0x

•mn)
...

...
...

P (bnx
•m0) · · · P (b0x

•m0)


 A∗(n,

−→
b ).

2.2 Аналог поляризацiйної формули для симетричних полiно-
мiв.

В даному пiдроздiлi доведено аналог поляризацiйної формули для симетричних полi-
номiв. Нагадаємо, що поляризацiйна формула є вiдомим класичним результатом (див.,
напр. [14], [15]), дозволяє вiдновити n-лiнiйну симетричну форму A за n-однорiдним
полiномом P i має вигляд:

A(x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
εi=±1

ε1 . . . εnP

( n∑
j=1

εixj

)
. (5)

Припустимо, що P — симетричний полiном степеня n ≥ p на `p, P (x) = Q(Fdpe(x), . . . ,

Fn(x)) такий, що Q — n-однорiдний полiном. Нехай Q̃ — симетрична n-лiнiйна форма,
що породжує n-однорiдний полiном Q, тобто Q(t) = Q̃(t, . . . , t︸ ︷︷ ︸

n

). Виведемо формулу, яка

вiдновлює n-лiнiйну форму Q̃ за полiномом P.

Для довiльного номера k позначимо через α0,k, . . . , αk−1,k комплекснi коренi k-ого
степеня з 1. Тобто αm,k = e2miπ/k. Наступна лема, мабуть, добре вiдома.

Лема 2.1. Для будь-якого натурального n

k−1∑
m=0

αn
m,k =

{
k якщо n ≡ 0 mod k,

0 в iншому випадку.

Доведення. Оскiльки αn
m,k = αn mod k

m,k , то достатньо довести лему для випадку n < k.

З теореми Вiєта випливає, що однорiднi симетричнi полiноми степеня 0 < n < k вiд

коренiв многочлена xk = 1 дорiвнюють нулю. Зокрема,
k−1∑
m=0

αn
m,k = 0 при n < k.

Лема 2.2. Для кожного натурального n ≥ dpe i скiнченного набору векторiв xdpe, . . . ,
xn ∈ `p iснує елемент γn(xdpe, . . . , xn) ∈ `p такий, що

Fk(γn(xdpe, . . . , xn)) = Fk(xk)

для довiльного dpe ≤ k ≤ n.
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Доведення. Позначимо

βn(xdpe, . . . , xn) :=
n•

j=dpe
n−1•
i=0

αi,j

j
√

j
xj.

Для довiльного натурального k позначимо через J(k) множину дiльникiв числа k. Вра-
ховуючи лему 2.1 i властивiсть 3 симетричного зсуву, маємо:

Fk(βn(xdpe, . . . , xn)) =
∑

j∈J(k)

j

jk/j
Fk(xj).

Зокрема, Fdpe(βn(xdpe, . . . , xn)) = Fdpe(xdpe). Припустимо, що для деякого l < n ми зна-
йшли елемент βl

n(xdpe, . . . , xn) ∈ `p такий, що

Fk(β
l
n(xdpe, . . . , xn)) = Fk(xk)

при k ≤ l, i
Fk(β

l
n(xdpe, . . . , xn)) =

∑

j≤k

cjFk(xj)

при l < k ≤ n, де cj — деякi константи i ck = 1. Покладемо

βl+1
n (xdpe, . . . , xn) := βl

n(xdpe, . . . , xn)•

•
(

l•
i=dpe

βn(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, (−1)1/l+1cixi, 0, . . . , 0)
)
.

Тодi
Fk(β

l+1
n (xdpe, . . . , xn)) = Fk(xk)

при k ≤ l + 1 i
Fk(β

l+1
n (xdpe, . . . , xn)) =

∑

j≤k

c′jFk(xj)

при l + 1 < k ≤ n для деяких констант c′j i c′k = 1. Залишилось покласти
γn(xdpe, . . . , xn) = βn

n(xdpe, . . . , xn), а γn(xdpe, . . . , xn) — шуканий елемент.

Наслiдок 2.1. Нехай P — симетричний полiном степеня n ≥ p на `p. Тодi

P (γn(xdpe, . . . , xn)) = Q(Fdpe(xdpe), . . . , Fn(xn)).

Нехай e1, . . . , en — стандартний базис в n-вимiрному просторi. Перепозначимо його
для нашого випадку через edpe, . . . , en. Ми можемо записати

P (x) = Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x)) = Q
( n∑

k=dpe
Fk(x)ek

)
.

Теорема 6. Нехай P — симетричний полiном на `p такий, що вiдповiдний полiном Q —
n-однорiдний. Тодi n-лiнiйна симетрична форма Q̃ має вигляд:

Q̃
( n∑

k=dpe
Fk(xdpe)ek, . . . ,

n∑

k=dpe
Fk(xn)ek

)
=

=
1

2nn!

∑
εi=±1

εdpe . . . εnP
(

n•
i=dpe

γn(εixi, . . . , εixi)
)
.
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Доведення. Згiдно з наслiдком 2.1,

P
(

n•
i=dpe

γn(εixi, . . . , εixi)
)

=

Q
(
Fdpe

(
n•

i=dpe
γn(εixi, . . . , εixi)

)
, . . . , Fn

(
n•

i=dpe
γn(εixi, . . . , εixi)

))
=

Q
( n∑

i=dpe
Fdpe(γn(εixi, . . . , εixi)), . . . ,

n∑

i=dpe
Fn(γn(εixi, . . . , εixi))

)
=

Q
( n∑

i=dpe
Fdpe(εixi), . . . ,

n∑

i=dpe
Fn(εixi)

)
=

Q
( n∑

i=dpe
εi

(
Fdpe(xi), . . . , Fn(xi)

))
= Q

( n∑

i=dpe
εi

( n∑

k=dpe
Fk(xi)ek

))
.

Далi, застосовуємо поляризацiйну формулу (5), взявши замiсть P полiном Q, а замiсть

xi — вектор
n∑

k=dpe
Fk(xi)ek.

2.3 Диференцiювання в алгебрi симетричних полiномiв.

Нагадаєм, що лiнiйний оператор D, визначений на алгебрi, називається диференцiю-
ванням, якщо для нього виконується правило Лейбнiца, тобто D(fg) = D(f)g + fD(g)

для довiльних f i g з даної алгебри.
Нехай h ∈ `p, m ∈ N, dpe ≤ m ≤ n i P — симетричний полiном степеня n ≥ p на `p.

Визначимо

DmP (x)[h] := lim
λ→0

P
(
x •

(
m−1•
k=0

λ
m1/m αk,mh

))
− P (x)

λm
.

Теорема 7. Оператор DmP (x)[h] є диференцiюванням на алгебрi симетричних полiно-
мiв. Якщо P (x) = Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x)), то

DmP (x)[h] =
∂Q

∂um

(
Fdpe(x), . . . , Fn(x)

)
Fm(h), (6)

де ∂Q
∂um

— диференцiювання по um полiнома Q(udpe, . . . , un).

Доведення. Оскiльки вiдображення P 7→ Q є гомоморфiзм алгебри симетричних полi-
номiв, породжених Fdpe, . . . , Fn, в алгебру полiномiв вiд n − dpe + 1 змiнних, i ∂Q

∂um
—

оператор диференцiювання на алгебрi полiномiв вiд n − dpe + 1 змiнних, то достатньо
перевiрити формулу (6). Використовуючи властивостi симетричного зсуву i означення
Dm, маємо:

DmP (x)[h] =

lim
λ→0

[Q
(
Fdpe

(
x•

(
m−1•
k=0

λ
m1/m αk,mh

))
, . . . , Fn

(
x•

(
m−1•
k=0

λ
m1/m αk,mh

)))

λm
−
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Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x))

λm

]
=

lim
λ→0

[Q
(
Fdpe(x) +

∑m−1
k=0 Fdpe

(
λ

m1/m αk,mh
)
, . . . , Fn(x)+

∑m−1
k=0 Fn

(
λ

m1/m αk,mh
))

λm
− Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x))

λm

]
=

lim
λ→0

[
Q(Fdpe(x), . . . , Fm−1(x), Fm(x) + µmλmFm(h), . . . , Fn(x)+

µnλ
nm

m−n
m Fn(h))

λm
− Q(Fdpe(x), . . . , Fn(x))

λm

]
,

де µk =

{
1, якщо k ≡ 0 mod m,

0 в протилежному випадку.
Якщо позначити uk = Fk(x), ak = Fk(h), t = λm, отримаємо:
DmP (x)[h] =

lim
t→0

[
Q(udpe, . . . , um−1, um + µmtam, um+1 + µm+1t

rm+1am+1, . . . , un+

µnt
rnan)

t
− Q(udpe, . . . , un)

t

]
,

де rm+1, . . . , rn — деякi числа, бiльшi за одиницю. Тому
DmP (x)[h] =

lim
t→0

Q(udpe, . . . , um−1, um + ta, um+1, . . . , un)

t
− Q(udpe, . . . , un)

t
=

∂Q

∂um

(udpe, . . . , un)a =
∂Q

∂um

(
Fdpe(x), . . . , Fn(x)

)
Fm(h).

3 Оператори симетризацiї. Множини максимальних iдеалiв

В цьому роздiлi ми застосуємо деякi властивостi симетричних та субсиметричних
функцiй, а також властивостi оператора симетричного зсуву для дослiдження спектру
алгебри симетричних та субсиметричних цiлих функцiй обмеженого типу на просторi
`p.

Введемо деякi необхiднi нам поняття. Нехай X, Y — банаховi алгебри. Вiдображення
F : X → Y називається гомоморфiзмом алгебри X в Y, якщо F — мультиплiкативний
лiнiйний оператор.

Нехай X — комутативна банахова алгебра. Пiдмножина I ⊂ X називається iдеалом,
якщо I є векторним пiдпростором X i xy ∈ I для довiльних x ∈ X, y ∈ I. Iдеал I 6= X
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називається власним iдеалом. Власний iдеал, який не мiститься в жодному бiльшому
власному iдеалi, називається максимальним iдеалом.

Для банахової алгебри X через M(X) будемо позначати множину всiх комплексних
гомоморфiзмiв. Множина M(X) називається спектром алгебри X. Комплекснi гомо-
морфiзми також називають мультиплiкативними лiнiйними функцiоналами або харак-
терами алгебри X.

У випадку, коли X — комутативна банахова алгебра, iснує взаємнооднозначна вiдпо-
вiднiсть мiж множиною комплексних гомоморфiзмiв i множиною максимальних iдеалiв
алгебри X.

3.1 Звуження характерiв алгебри Hb(`p) на Hbs(`p)

Як i ранiше, через Hb(`p) будемо позначати алгебру всiх цiлих функцiй обмеженого
типу на `p зi спектром Mb(`p), через Hbs(`p) — алгебру всiх симетричних цiлих функцiй
обмеженого типу на `p зi спектром Mbs(`p).

Оскiльки Hbs(`p) є (замкненим) пiдпростором в Hb(`p), то звуження ϕs кожного
характеру ϕ ∈ Mb на простiр Hbs(`p) є елементом множини Mbs. При цьому ϕs = ψs для
ϕ, ψ ∈ Mb тодi i тiльки тодi, коли ϕ(f) = ψ(f) для всiх f ∈ Hbs(`p).

Нагадаємо, що у роботi [18] описано множину максимальних iдеалiв Mb(X) алгебри
Hb(X) для довiльного банахового простору X наступним чином:

Теорема 8. Iснує послiдовнiсть спряжених банахових просторiв (Ek)
∞
k=1, E1 = X ′′, i

вкладень δ(k) : Ek → Mb(X) таких, що кожен характер ϕ ∈ Mb(X) подається у виглядi

ϕ =
∞
+×

k=1
δ(k)(uk),

де uk ∈ Ek.

Простори Ek мають таку властивiсть, що P̂ (uk) := δ(k)(uk)(P ) = 0 для всiх однорiд-
них полiномiв P, 0 < deg P < k, i кожен Ek можна зобразити як замкнений пiдпростiр
у другому спряженому до проективного тензорного добутку: Ek ⊂ (X ⊗s,π . . .⊗s,π X)′′.
Iншими словами, Mb(X) можна подати як простiр послiдовностей {{uk} : uk ∈ Ek}.

Операцiя згортки ” +× ” для елементiв з Mb(X) визначена формулою

(ϕ +× θ)(f) = ϕ(θ(f(·+ x))), (7)

де f ∈ Hb(X).

Оскiльки оператор зсуву Tx : f 7→ f(· + x) не зберiгає симетричностi функцiї f,

якщо f ∈ Hbs(`p), то формула (7) не є коректною для визначення згортки характерiв
алгебри симетричних аналiтичних функцiй Hbs(`p). Проте, для довiльних ϕ, θ ∈ Mb,

(ϕ +× θ)s ∈ Mbs.

Таким чином, якщо θ ∈ Mbs i iснує характер ϕ ∈ Mb такий, що θ = ϕs, то θ можна
подати у виглядi

θ =
( ∞

+×
k=1

δ(k)(uk)
)s

(8)
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для деяких uk ∈ Ek(`p). Питання про те, чи кожен характер θ ∈ Mbs можна зобразити
формулою (8), зводиться до питання про те, чи кожен характер θ ∈ Mbs можна продов-
жити до деякого характера ϕ ∈ Mb.

Твердження 3.1. Припустимо, що iснує неперервний гомоморфiзм Φ : Hb(`p) →
Hbs(`p), який є проектором на Hbs(`p), тобто Φ(f) = f для довiльної функцiї f ∈ Hbs(`p).

Тодi кожен характер θ ∈ Mbs продовжується до деякого характеру ϕ ∈ Mb за формулою

ϕ(f) = θ(Φ(f)),

де f ∈ Hb(`p) i оператор продовження θ 7→ ϕ є неперервним вiдображенням з Mbs в Mb.

Доведення. Оскiльки θ i Φ — неперервнi гомоморфiзми, то ϕ = θ ◦ Φ — неперервний
гомоморфiзм з Hb(`p) в C, тобто ϕ ∈ Mb.

Нехай θα — збiжна до θ0 напрямленiсть в Mbs, тобто θα(f) → θ0(f) для довiльної
функцiї f ∈ Hbs(`p). Якщо g ∈ Hb(`p), то Φ(g) ∈ Hbs(`p) i ϕα(g) = θα(Φ(g)) → θ0(Φ(g)) =

ϕ0(g) для довiльної функцiї g ∈ Hb(`p). Отже, оператор θ 7→ ϕ = θ ◦ Φ є неперервним
вiдображенням.

Зауважимо, що замiсть алгебри симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу
на `p у твердженнi 3.1 можна розглядати алгебру аналiтичних функцiй обмеженого
типу на довiльному банаховому просторi X, якi є симетричними вiдносно дiї деякої
напiвгрупи iзометричних операторiв. Зокрема, твердження 3.1 буде правильним для
алгебри субсиметричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на `p.

Маючи оператор симетричного зсуву f 7→ f(· • x), f ∈ Hbs(`p), який є гомоморфi-
змом алгебри Hbs(`p) в себе, ми можемо означити симетричну згортку елементiв з Mbs

наступним чином:
(ϕ ? θ)(f) = ϕ(θ(f(· • x))),

де f ∈ Hbs(`p), ϕ, θ ∈ Mbs. Зауважимо, що в загальному випадку ϕ?θ 6= ϕ +× θ на Hbs(`p),

навiть якщо ϕ i θ — функцiонали значень в точках `p.

Твердження 3.2. Операцiя симетричної згортки є асоцiативною, комутативною i

(ϕ ? ψ)(Fk) = ϕ(Fk) + ψ(Fk) (9)

для довiльних ϕ, ψ ∈ Mbs i k ≥ dpe.

Доведення. Перевiримо спочатку формулу (9). Маємо, що (ϕ ? ψ)(Fk) = ϕ(ψ(Fk(y •
x))) = ϕ(ψ(Fk(y) + Fk(x))) = ϕ(ψ(Fk) + Fk(x)) = ψ(Fk) + ϕ(Fk). Очевидно, що з цiєї
формули випливає асоцiативнiсть i комутативнiсть на Fk, k ≥ dpe. Оскiльки кожен
симетричний полiном подається у виглядi алгебраїчної комбiнацiї полiномiв Fk, k ≥
dpe i кожна функцiя з Hbs(`p) рiвномiрно наближається симетричними полiномами, то
операцiя згортки є асоцiативною i комутативною.
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Твердження 3.3. Якщо iснує гомоморфiзм Φ (як у твердженнi 3.1), то для довiльних
характерiв ϕ i θ ∈ Mbs(`p) iснують характери ψ i ξ ∈ Mb(`p) такi, що ϕ(f) = ψ(f),

θ(f) = ξ(f) i
(ϕ ? θ)(f) = (ψ +× ξ)(f)

для всiх функцiй f ∈ Hbs(`p).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли ϕ i θ — функцiонали значення в точках
простору `p, тобто ϕ(f) = f(x) i θ(f) = f(y) для деяких x, y ∈ `p. Покладемо x′ = x•0 =

(x1, 0, x2, 0, . . .) i y′ = 0• y = (0, y1, 0, y2, . . .). Очевидно, що f(x) = f(x′), f(y) = f(y′) для
всiх f ∈ Hbs(`p) i x′+y′ = x′ •y′. Отже, δ(x′) +× δ(y′) = δ(x′) ?δ(y′). Покладемо ψ = δ(x′) i ξ =

δ(y′). Зауважимо, що в цьому випадку твердження леми виконується без припущення
про iснування гомоморфiзма Φ.

Розглянемо загальний випадок. Нехай ϕ, θ — довiльнi елементи з Mbs. В умовах леми
iснують продовження ϕ0 i θ0 ∈ Mb. Згiдно з [3], iснують напрямленостi (xα) i (yβ) в `p

такi, що ϕ0(P ) = limα P (xα) i θ0(P ) = limβ P (xβ) для довiльного полiнома P ∈ P(`p).

Покладемо x′α = xα • 0 i y′β = 0 • yβ. Тодi ψ(P ) = limα P (x′α) i ξ(P ) = limβ P (x′β).

Зауважимо, шо границi iснують для всiх полiномiв P ∈ P(`p). Справдi, нехай
T+(x) := x • 0. Легко бачити, що T+ — лiнiйний неперервний оператор на `p. Тому,
для кожного полiнома P ∈ P(`p) вiдображення Q = P ◦ T+ також є полiномом з P(`p).

Оскiльки ϕ визначено для всiх полiномiв, то ψ(P ) = ϕ(Q). Очевидно, що якщо P —
симетричний, то ψ(P ) = ϕ(P ), аналогiчно ξ(P ) = θ(P ) i (ϕ?θ)(P ) = (ψ +× ξ)(P ). Оскiль-
ки це вiрно для всiх симетричних полiномiв, то ця рiвнiсть виконується для довiльної
функцiї f ∈ Hbs(`p).

Iснування гомоморфiзму-проектора з Hb(`p) на Hbs(`p) та умови його неперервностi
дослiджуються у наступних пiдроздiлах.

3.2 Усереднююча симетризацiя

Для даної топологiчної напiвгрупи G позначимо через B(G) банахову алгебру всiх обме-
жених комплексних функцiй на G i через C(G) пiдалгебру всiх неперервних функцiй.

Через U позначимо C∗-пiдалгебру алгебри B(G). Середнiм значенням U називається
комплекснозначний лiнiйний функцiонал ϕ на U, який є позитивним (тобто ϕ(f) ≥ 0,

коли f ≥ 0 для f ∈ B(G)) i ϕ(1) = 1. Середнє значення ϕ називається iнварiантним (або
бi-iнварiантним), якщо воно є iнварiантним вiдносно лiвого i правого зсуву довiльного
елемента g ∈ G.

Топологiчна напiвгрупа G називається аменабельною, якщо iснує iнварiантне серед-
нє B(G). Позначимо G0 =

⋃
n∈N Gn, де Gn — група пiдстановок на множинi {1, . . . , n}.

Добре вiдомо (див. [4, ст. 89]), що G0 є аменабельною групою. Нехай λ — дискретна мiра
Хаара на G0, λ(σ) = 1 для довiльного σ ∈ G0. Легко бачити, що для кожного σ ∈ G0

lim
n→∞

λ(σGn 4Gn)

λGn

= 0,



Симетричнi полiноми на банахових просторах 229

де символ 4 позначає симетричну рiзницю множин. Тодi, згiдно з [4, ст. 80, ст. 147],
iснує iнварiантне середнє на C(G0), яке визначається наступним чином:

ϕ(g) = lim
U

λ(Gn)−1

∫

Gn

g(σ)dλσ = lim
U

1

n!

∑
σ∈Gn

g(σ), (10)

де U — деякий вiльний ультрафiльтр на множинi натуральних чисел.
Нехай тепер G — пiдгрупа iзометричних операторiв на банаховому просторi X i V

— G-симетрична пiдмножина X (нагадаємо, що пiдмножина V ⊂ X називається G-
симетричною, якщо вона є iнварiантною вiдносно дiї групи G на X). Припускаємо, що
G надiлена топологiєю поточкової збiжностi на X. Для даної пiдалгебри A обмежених
функцiй на V, f ∈ A i x ∈ V визначаємо функцiю на G, (f, x) ∈ B(G) наступним чином:
(f, x)(σ) = f(σ(x)). Якщо f є неперервною, то (f, x) — неперервна також.

Твердження 3.4. Нехай ϕ — неперервне iнварiантне середнє U ⊂ B(G) i A — рiв-
номiрна алгебра неперервних функцiй на V, таких що (f, x) ∈ U для кожного f ∈ A i
x ∈ V. Тодi iснує неперервний оператор симетризацiї Sϕ, який вiдображає A в рiвномiрну
алгебру обмежених G-симетричних функцiй на X.

Доведення. Покладемо
Sϕ(f) = ϕ(f, x).

Оскiльки ϕ є iнварiантним середнiм U i (f, x) ∈ U, то

Sϕ(f)(σx) = ϕ(f, σ(x)) = ϕ(f, σ0(x)) = Sϕ(f)(x),

де σ0 є тотожнiм на G. Таким чином, Sϕ(f) є симетричним. Очевидно, що якщо ‖x‖ ≤
1, тодi ‖(f, x)‖ ≤ ‖f‖ i множина {(f, x) : ‖f‖ ≤ 1 i ‖x‖ ≤ 1} є пiдмножиною
{(f, x) : ‖(f, x)‖ ≤ 1}. Звiдси

‖Sϕ‖ = sup
‖f‖≤1

‖ϕ(f, ·)‖ = sup
‖x‖≤1, ‖f‖≤1

|ϕ(f, x)| ≤ sup
‖(f,x)‖≤1

|ϕ(f, x)| = ‖ϕ‖.

Наслiдок 3.1. Нехай V — G0-симетрична пiдмножина `p, 1 ≤ p < ∞. Тодi iснує не-
перервний лiнiйний оператор проекцiї S з алгебри Cb(V ) неперервних, обмежених на
обмежених пiдмножинах функцiй на V, в алгебру Bs(V ) G0-симетричних обмежених
функцiй на V, такий що

S(f)(x) = lim
U

1

n!

∑
σ∈Gn

f(σ(x)) (11)

i
‖S(f)‖V := sup

x∈V
|S(f)(x)| ≤ ‖f‖V .

Доведення. Нехай ϕ — iнварiантне середнє на G0, що визначається формулою (10). По-
кладемо S := Sϕ(f). За твердженням 3.4, S є неперервним лiнiйним вiдображенням
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з Cb(V ) в Bs(V ). Оскiльки S(f) = f для довiльного f ∈ Bs(V ), то S є проектором.
Формула (11) безпосередньо випливає з (10).

Оскiльки множина V є симетричною, то ‖f(σ(·))‖V = ‖f‖V для кожного σ ∈ G0.

Тому для кожного n

∥∥∥∥∥
1

n!

∑
σ∈Gn

f(σ(·))
∥∥∥∥∥

V

≤ 1

n!

∑
σ∈Gn

‖f(σ(·))‖V = ‖f‖V .

Твердження 3.5. Нехай V є G0-симетричною множиною на просторi `p, 1 ≤ p < ∞.

Якщо функцiя f — рiвномiрно неперервна на V, тодi S(f) є рiвномiрно неперервною на
V. Якщо множина V є вiдкритою i f — аналiтична на V, тодi S(f) — аналiтична на V.

Доведення. Нехай дано ε > 0 i нехай δ > 0 є таким, що якщо ‖x − y‖ < δ, то |f(x) −
f(y)| < ε. Оскiльки з того, що ‖x − y‖ < δ випливає, що ‖σ(x) − σ(y)‖ < δ, то звiдси
маємо: ∣∣∣∣∣

1

n!

∑
σ∈Gn

f(σ(x))− 1

n!

∑
σ∈Gn

f(σ(y))

∣∣∣∣∣ < ε.

Вiдповiдно, |S(f)(x)− S(f)(y)| ≤ ε.

Для доведення останнього твердження достатньо показати, що якщо P є n-однорiд-
ним полiномом, то i S(P ) є n-однорiдним полiномом. А це, в свою чергу, випливає з
лiнiйностi вiдображення σ : x 7→ σ(x) для довiльного σ ∈ G0.

Наслiдок 3.2. Простiр Hbs(`p) є доповнювальним замкненим пiдпростором в Hb(`p).

Наступний приклад показує, що S не є гомоморфiзмом.

Приклад 3.1. Нехай P i Q — два функцiонали на `1, заданi наступним чином:

P (x) =
∞∑
i=1

x2i−1 i Q(x) =
∞∑
i=1

x2i.

Зауважимо, що

S(
∞∑
i=1

xi) = lim
U

1

n!

( ∑
σ∈Gn

∞∑
i=1

xσ(i)

)
= lim

n→∞
1

n!

( ∑
σ∈Gn

∞∑
i=1

xσ(i)

)
=

∞∑
i=1

xi.

Оскiльки (P + Q)(x) =
∞∑
i=1

xi i Q є композицiєю P та оператора зсуву, то ми отри-

муємо:

S(P )(x) = S(Q)(x) =
1

2

∞∑
i=1

xi.

Але

S(P )S(Q)(x) =
1

4

∞∑
i,j=1

xixj 6= S
( ∞∑

i,j=1

x2i−1x2j

)
= S(PQ)(x),

оскiльки S(P )S(Q)(x) мiстить доданки 1
4
x2

i , i = 1, 2, . . . , а S(PQ)(x) не мiстить їх.
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3.3 Симетризуючий гомоморфiзм для субсиметричних полiно-
мiв

В [10] Р. Гонзало, використовуючи технiку розсiюючої моделi (spriding model), побудува-
ла гомоморфiзм з простору всiх неперервних полiномiв P(X) на довiльному банаховому
просторi X з субсиметричним базисом на простiр неперервних субсиметричних полiно-
мiв Psbs

(X), який ми позначимо Ssbs
.

Зокрема, нею доведено, що для заданого полiнома P на `p iснують нескiнченна мно-
жина цiлих iндексiв H i полiном P ∗ на `p, такi що:

P ∗
( k∑

i=1

xiei

)
= lim

n1 < · · · < nk

nj ∈ H

P
( k∑

i=1

xieni

)
.

Зауважимо, що deg P ∗ ≤ deg P.

Згiдно з [8, ст. 122, 123], P ∗ можна описати наступним чином. Нехай U — вiльний
ультрафiльтр на N. Тодi

P ∗
( k∑

i=1

xiei

)
= lim

U ,1
. . . lim

U ,k
P

( k∑
i=1

xieni

)
. (12)

Формула (12) означає, що спочатку ми беремо границю по ультрафiльтру U для iндексу
k Ã nk при базисному елементi ek з координатою xk. Цю границю позначаємо

lim
U ,k

P (x1e1 + . . . + xk−1ek−1 + xnenk
).

Дана границя iснує (оскiльки P — обмежений). Далi ми беремо границю для iндексу
k − 1 Ã nk−1 при ek−1 i т. д.

Таким чином, P ∗ залежить тiльки вiд P i ультрафiльтра U . Позначимо через Ssbs

вiдображення P 7→ P ∗ для фiксованого вiльного ультрафiльтра U . Легко бачити, що
P ∗ є субсиметричним на `p. З (12) випливає, що Ssbs

є гомоморфiзм i що ‖P ∗‖ ≤ ‖P‖.
Вiдзначимо, що в доведеннi теореми 3.1 в [10] суттєвим є те, що вiдображення, яке

полiному P ставить у вiдповiднiсть полiном P ∗, є гомоморфiзмом.
Позначимо через G напiвгрупу, породжену iзометричними операторами βi,

βi : (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .).

Зауважимо, що функцiя — субсиметрична тодi i тiльки тодi, коли вона є iнварiан-
тною вiдносно дiї операторiв βi.

Наслiдок 3.3. Нехай V є G-симетричною областю `p, 1 ≤ p < ∞. Tодi гомоморфiзм
Ssbs

може бути продовжений до неперевного гомоморфiзму на довiльнiй алгебрi A ана-
лiтичних функцiй на V, де полiноми є щiльними в її пiдалгебрi Asbs

субсиметричних
функцiй на V. Бiльше того, якщо функцiя f — неперервна на замиканнi V , то Ssbs

(f)

— неперервна на V , i якщо функцiя f обмежена на деякiй субсиметричнiй пiдмножинi
V0 ⊂ V, то це ж справедливе для Ssbs

(f).
Будемо позначати це продовження тим самим символом Ssbs

.
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Наслiдок 3.4. Кожен характер ϕ ∈ Mbsbs
(`p) продовжується до деякого характеру

ψ ∈ Mb(`p) за формулою:
ψ(f) = ϕ(Ssbs

(f)),

де f ∈ Hb(`p).

3.4 Симетризуючий гомоморфiзм для симетричних полiномiв

Позначимо через Pn(`1) (Ps,n(`1), Psbs ,n(`1)) алгебру (симетричних, субсиметричних)
полiномiв на `1, породжену всiма (симетричними, субсиметричними) полiномами сте-
пеня ≤ n. Також позначення Hb,n(`1), Hbs,n(`1), Hsbs ,n(`1), Mb,n(`1) Mbs,n(`1) i Msbs ,n(`1)

мають вiдповiдний сенс.

Приклад 3.2. Розглянемо випадок n = 2. Оскiльки Hbs,2(`1) = Hsbs ,2(`1), то звуже-
ння Ssbs ,2 простору Ssbs

на простiр Hb,2(`1) є проективним гомоморфiзмом з Hb,2(`1)

на Hbs,2(`1). Нехай Θ: Hbs,2(`1) → Hbs,2(`1) — гомоморфiзм, визначений на базисних
функцiях F1, F2 наступним чином: Θ(F1) = F2, Θ(F2) = F1. Згiдно з [2], iснує топологi-
чний iзоморфiзм мiж алгеброю Hbs,2(`1) i алгеброю цiлих функцiй двох змiнних H(C2),

заданий так, що
Hbs,2(`1) 3 u(F1(x), F2(x)) ↔ u(t1, t2) ∈ H(C2).

Очевидно, що Θ є неперервним. Тому Θ ◦Ssbs
— неперервний гомоморфiзм з Hs,2(`1) в

себе з наступною ”патологiчною” властивiстю: Θ ◦Ssbs
(F1) = F2 i Θ ◦Ssbs

(F2) = F1.

Нагадаємо, що в роботi [5] виписано у явному виглядi алгебраїчний базис для прос-
тору субсиметричних полiномiв на просторi `1 для випадку n = 3. Зауважимо, що в
загальному випадку для довiльного n в [11] доведено iснування алгебраїчного базису
у просторi субсиметричних полiномiв на просторi `p, який мiстить алгебраїчний базис
симетричних полiномiв.

Таким чином, використовуючи результати, одержанi в [11], та продовжуючи iдею з
[5], отримуємо наступне твердження.

Твердження 3.6. Iснує неперервний гомоморфiзм Ss,n з Pn(`1) на Ps,n(`1), такий що
Ss,n(P ) = P, якщо P є симетричним.

Наслiдок 3.5. Iснує неперервне вкладення множини Mbs,n(`1) в Mb,n(`1), яке задається
формулою:

Mbs,n(`1) 3 ϕ 7→ ϕ ◦Ss,n ∈ Mb,n(`1).
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