
PHYSICS AND CHEMISTRY 

OF SOLID STATE 
V. 26, No. 2 (2025) pp. 426-435 

 Vasyl Stefanyk Precarpathian 

National University 

Section: Physics 

DOI: 10.15330/pcss.26.2.426-435 

ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

Т. 26, № 2 (2025) С. 426-435 

Фізико-математичні науки 
 

426 

PACS: 66.35.+a; 74.25.fg  ISSN 1729-4428 (Print) 

ISSN 2309-8589 (Online) 

О.М. Возняк, І.В. Горічок, Л.І. Никируй 

Модель розрахунку термоелектричних властивостей 

нанострукутрованих матеріалів 

Прикарпатський національний унівеситет імені Василя Стефанка, Івано-Франківськ, Україна, 

lyubomyr.nykyruy@pnu.edu.ua 

Для моделi бар’єр-яма-бар’єр наноструктурованого термоелектричного матерiлу, яка базується на 

потенцiалах Гаусса, Пешль-Теллєра та прямокутних бар’єрах i ямi, виконано розрахунки 

термоелектричних характеристик. Для квантових структур бар’єр-яма-бар’єр на базi потенцiалiв Гаусса i 

Пешль-Теллєра розроблена програма для розрахунку термоелектричних характеристик в основi якої 
Thomas algorithm для розрахунку коефiцiєнта проходження частинок через квантову структуру та 

чисельного iнтегрування виразiв для питомої електропровiдностi та коефiцiєнта термое.р.с. iз вiдповiдною 

графiчною iлюстрацiєю одержаних результатiв. Програма розрахункiв реалiзована на платформi 

комп’ютерної математики Maple. Для квантової структури на базi прякутних потенцiалiв iз застосуванням 
методики квантового iмпедансу, одержано вираз для коефiцiєнта проходження частинок через таку 

структуру та застосовано його для розрахунку засобами символьної математики пакету Maple питомої 

провiдностi, коефiцiєнта Зеебека та фактора потужностi. Враховано вплив резонансного тунелювання 

частинок через запропоновану трибар’єрну структуру на її термоелектричнi характеристики. Подано аналiз 
одержаних результатiв розрахункiв. 

Ключові слова: квантовий тунельний механізм термоелектричних явищ, модель наноструктурованого 
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Вступ 

Вiдтодi як стало зрозумiлим, що при включенні 

бар’єрів в об’ємний матерiал, властивостi 

електронного транспорту можуть бути рiзко змiненi, у 

рядi робiт було дослiджено роль "енергетичної 

фiльтрацiї" носiїв [5] у термоелектричних явищах. 

Було побудовано теорiю квантово-тунельного 

механiзму термоелектричних явищ для декiлькох 

квантових систем на основi надграток з квантовими 

ямами, квантовими точками та для iнших 

термотунельних об’єктiв [1] – [4]. 

Крiм того, поява нової технологiї, яка ґрунтується 

на отриманнi термоелектричного матерiалу розмiрами 

10−20 нм iз наступним його пресуванням (див., 

наприклад, [6]) забезпечує його нанорозмiрну 

структурованiсть. Тобто, масивний матерiал 

утворений нанорозмiрними зернами iз вiдповiдними 

мiжзеренними промiжками. При таких розмiрах зерно 

i мiжзеренний простiр можна розглядати як квантово-

механiчну систему, яка включає квантову яму, 

оточену двома бар’єрами. У таких системах 

реалiзується квантовий транспорт тунельного типу. 

Така модель враховує i можливiсть резонансного 

проходження квантової системи бар’єр-яма-бар’єр. 

I. Модель наноструктурованого 

термоелектричного матеріалу 

Як вже було зазначено наявнiсть бар’єрiв суттєво 

змiнює термоелектричнi характеристики матерiалу. 

Якщо ж мова йде про наноструктурований матерiал, 

то й саме нанозерно буде описуватися квантовими 

законами i у якому можуть iснувати зв’язанi стани, 

наявнiсть яких спричинятиме iснування резонансних 
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процесiв при проходженнi носiїв через нього. Задаючи 

форму бар’єрiв та ями рiзними функцiями можна 

одержати кiлька корисних моделей 

наноструктурованого матерiалу. Зокрема, задаючи 

форму ями з допомогою потенцiала Гаусса можна 

одержати модель яка описує квантову точку оточену 

двома бар’єрами. Якщо ж як бар’єри так i яму вважати 

прямокутними, то можна одержати точнорозв’язувану 

модель наноструктурованого матерiалу. Ряд переваг 

можна одержати для моделi, що описується 

потенцiалом Пешль-Теллера, зважаючи на те, що при 

певних параметрах такий потенцiал стає 

безвiдбивним. Графiчне представлення однiєї iз таких 

моделей наведено на рисунку 1, на якому зображено 

квантово-механiчну модель побудовану на функцiї 

(4). Тут вiдстанi визначенi у вiдносних одиницях  

𝑥 =  𝒙/𝑎0, де 𝑎0=1nm, а 𝑉0 – параметр потенцiалу 

пов’язаний iз висотою потенцiального бар’єру також 

визначений у вiдносних одиницях 𝑉0 = 𝑈0 𝐸0⁄ , де 

𝐸0 = ℏ
2 2𝑚𝑎0⁄ , 𝜍 – пiвширина функцiї Гаусса 

визначена у вiдносних одиницях 𝜍 = 𝑤 𝑎0⁄ .  

 

 
Рис. 1. Потенцiально-енергетична дiаграма нанозерна 

iз мiжзеренними бар’єрами, що ґрунтується на функцiї 

Гаусса: висота барєрiв та глибина ями складають одну 

вiдносну одиницю, пiвширина бар’єрiв 𝜍 = 1 3⁄ , 

півширина ями 𝜍 = 1. 

II. Основні співвідношення для 

квантового транспорту 

Кiнетичнi явища при проходженнi носiїв через 

квантову систему бар’єр-яма-бар’єр описується 

квантово-тунельним механiзмом явищ переносу. 

Вiдповiдно до iдей теорiї квантового переносу 

Ландауера [8], [9] густина тунельного струму у 

випадку, коли на систему накладено зовнiшнє 

електричне поле i градiєнт температури задається 

виразом 

 

𝑗 =  
1

4𝜋3
∫𝑒𝑣𝑥𝜏(𝐸𝑥) [𝑓0 (

𝐸−𝜇

𝑘0𝑇
) − 𝑓0 (

𝐸−(𝜇+∆𝑉)

𝑘0𝑇
)]𝑑3𝑘   (1) 

 

де 𝑓 0 (
𝐸𝑘0−𝑇µ

𝑘0𝑇
)  =

1

𝑒

𝐸𝑘0−𝑇µ
𝑘0𝑇

+1
 є функцiєю розподiлу 

Фермi-Дiрака, 𝜏(𝐸) – коефiцiєнт проходження 

квантової структури, e – елементарний заряд, 𝜐𝑥– 

проекція швидкості на напрям 0𝑥 , µ – хiмiчний 

потенцiал носiїв, ∆𝑉 – рiзниця потенцiалiв 

прикладеного до зразка поля, 𝑇 – абсолютна 

температура, а 𝑘0 – стала Больцмана. 

Для типових значень рiзниць потенцiалiв 

прикладених до зразка та струмiв, що проходять через 

нього при розмiрах наночастинок (10-20) nm спад 

напруги на одному зернi складатиме вiд 10−6 В до 

∼ 10−4 В. При рiзницi температур на зразку у 100 K 

рiзниця температур, що припадає на одне нанозерно 

складатиме близько 10−3𝐾, а 𝑘0𝑇 ∼  10
−7 𝑒В. Тому, 

враховуючи зазначене та застосовуючи застосовуючи 

розклад у ряд за малим параметром i обмежившись 

лiнiйними внесками, для густини струму одержимо 

 

𝑗 =  
𝑚𝑒

2𝜋2ℏ3
∫
0

∞
𝑑𝐸𝑥𝜏(𝐸𝑥)∫0

𝐸𝑥 𝜕𝑓0(𝐸)

𝜕𝐸
(𝑒Δ𝑉 +

𝐸−𝜇

𝑇
 Δ𝑇) 𝑑𝐸  

 

У цій формулі, 𝐸𝑥 – кiнетична енергiя руху носiя 

вздовж осi Ох, а 𝐸 =  𝐸𝑥  +  𝐸⊥, де 𝐸⊥ – вiдповiдає 

енергiї, яка враховує ступенi руху у площинi 𝑌, 𝑍.  

Рiвняння для густини потоку тепла jq у тому ж 

наближеннi матиме вигляд  

 

 

𝑗 =  
4𝜋𝑚𝑒

(2𝜋ℏ)3
∫
0

∞
 𝑑𝐸𝑥  𝜏(𝐸𝑥)∫0

𝐸𝑥(𝐸 − 𝜇)
𝜕𝑓0(𝐸)

𝜕𝐸
(𝑒Δ𝑉 +

𝐸 − 𝜇

𝑇
 Δ𝑇)𝑑𝐸.

 

Розрахунковi формули для питомої 

електропровiдностi та коефiцiєнта термое.р.с 

набувають вигляду 

 

 𝜎 =  𝜎0∫0
𝐸𝑥
 𝜏(𝐸𝑥)𝑓0 (

𝐸−𝜇

𝑘0𝑇
)  𝑑𝐸𝑥    (2) 

 

де 𝜎0 =
𝑚𝑒4𝑎𝐸0

4𝜋2 ℏ3
  i складає величину близьку до 

2000 (Ом ·  м)−1. 

 

𝑆 = 𝑆0

∫0
𝐸𝑥 𝜏(𝐸𝑥)[(

𝐸𝑥−𝜇

𝑘0𝑇
)𝑓0(

𝐸−𝜇

𝑘0𝑇
)+𝑙𝑛(1+𝑒𝑥𝑝(−

𝐸𝑥−𝜇

𝑘0𝑇
)) ] 𝑑𝐸𝑥

∫0
𝐸𝑥 𝜏(𝐸𝑥)𝑓0(

𝐸−𝜇

𝑘0𝑇
) 𝑑𝐸𝑥

  (3) 

 

де 𝑆 =  
𝑘0

𝑒
 є величиною близькою до 100 мкВ/𝐾.  

Вирази для σ і S мiстять коефiцiєнт проходження 

частинки через бар’єрну структуру 𝜏(𝐸). Для 

складних потенцiальних профiлiв, як у 

запропонованому нами випадку, вираз для 𝜏(𝐸), 
здебiльшого, можна одержати лише чисельним 
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методом. 

Обчислення виразiв для питомої 

електропровiдностi та коефiцiєнта термое.р.с 

реалiзовуватимемо у вiдносних одиницях. Тому для 

зручностi обчислень введемо вiдноснi величини, 

зокрема вiдстанi визначатимемо за спiввiдношенням 

𝑙 ̅ =
𝑙

𝑎0
, де а0 = 1 нм. За одиницю вимiрювання енергiї 

вибираємо величину 𝐸0 =
ℏ2

2𝑚𝑎2
= 0.0381 еВ, тобто, 

безрозмірна енергія є такою 𝐸̅ =
𝐸

𝐸0
, а безрозмірна 

потенціальна енергія 𝑉̅ =
𝑉

𝐸0
. Безрозмiрне хвильове 

число визначиться спiввiдношенням 
𝑘

𝑘0
= √

𝐸

𝐸0
. 

III. Моделювання наноструктурова-

ного термоелектричного матеріалу 

3.1. Модель наноструктурованого 

термоелектричного матеріалу на основі потенціалу 

Гауса. 

При моделюваннi наноструктурованого 

матерiалу, нанозерно може бути описане за 

допомогою гаусiвського потенцiалу  

𝑈(𝑥) = 𝑈0exp (−
𝑥2

𝑤2
) [7], що може призводити до 

утворення зв’язаних станiв. Тому ми використаємо 

цей потенцiал для визначення як потенцiального 

бар’єра, так I квантової ями. Вiдтак, потенцiал 

наноструктури описуватиметься функцiєю 
 

 V(x) =   𝑉0  exp(−9(𝑥 −  1)
2)  −  exp(−(𝑥 −  5)2)  +  𝑉0  exp(−9(𝑥 −  9)

2)     (4) 

 

який описує бар'єр гаусового типу з півшириною в одну відносну одиницю з центром у точці 𝑥/𝑥0  =  1, квантову 

яму гаусового типу з шириною в шість відносних одиниць з центром у точці 𝑥 𝑥0 = 5⁄ , та бар'єр гаусового типу 

з півшириною в одну відносну одиницю з центром у точці 𝑥 𝑥0 = 9⁄ . Тут 𝑥0 = 1 нм, а 𝑉0  – параметр потенціалу, 

пов'язаний з висотою потенційного бар'єру, який також визначається у відносних одиницях як 𝑈0 𝐸0⁄ . Для 

числового розв'язку рівняння Шредінгера переформульовується у вигляді так званих скінченних різниць 

 

 
𝜓𝑛−1−2𝜓𝑛+𝜓𝑛+1

Δ2
+

2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉𝑛)𝜓𝑛 = 0,   (𝑛 = 1, 2,…𝑁 − 1)    (5)

 

де ∆ – крок дискретизацiї, 𝑛 – номер вузла сiтки, 𝑉𝑛 – 

значення потенціальної енергії, 𝜓𝑛 – значення 

потенцiальної енергiї.  

Або у збезрозмiреному виглядi  

 

𝜓𝑛−1 − 𝑢𝑛𝜓𝑛 +𝜓𝑛+1 = 0,     (𝑛 = 1, 2, …𝑁 − 1)  (6) 

 

де un = 𝜀 − 𝑣𝑛 − 2,   𝑣𝑛 =
𝑉𝑛
𝐸0
⁄ , 𝜀 = 𝐸 𝐸0.

⁄   

До рiзницевих рiвнянь (6) застосовано процедуру 

їх наближеного розв’язку, зокрема, Thomas algorithm 

[12]. 

Якщо 𝑉 (𝑥) не рiвне нулю на промiжку [0, 𝑎] i, 

якщо падаючий потiк нормований на одиницю, то на 

промiжку (−∞;  0] 
 

 𝜓1(𝑥) = 𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑒−𝑖𝑘𝑥  

 

а при 𝑥 >  𝑎    𝜓3(𝑥) = 𝑡𝑒
𝑖𝑘(𝑥−𝑎). 

З умов неперервностi хвильової функцiї та її 

похiдної у точцi x = 0 приходимо до такої граничної 

умови 

 

 𝜓′(0) +  𝑖𝑘 (0) =  2𝑖𝑘.       (7) 

 

Так само на правому краї iнтервалу 

 

 𝜓′(𝑎)  −  𝑖𝑘 (𝑎)  =  0.     (8) 

 

Шредингера i одержання граничних умов 

крайової задачi, вводять "фiктивний"вузол сiтки 𝑥−1 

та апроксимують похiдну на лiвому краї iнтервалу 

𝜓′(0) iтриточковим виразом  

 

 𝜓′(0) =
𝜓1−𝜓−1

2Δ2
.   

 

Використавши вираз для 𝜓′(0) приходимо до 

такої граничної умови на лiвому краї iнтервалу 

 

 𝜓1 + (0,5𝑢0 + 𝑖𝑘Δ)𝜓0 = 2𝑖𝑘𝛥.   (9) 

 

Так само увiвши iнший "фiктивний"вузол 𝑥𝑁+1 

знаходимо другу граничну умову 

 

 𝜓𝑁+1 + (0,5𝑢𝑁 + 𝑖𝑘Δ)𝜓𝑁 = 0.     (10) 

 

Тепер система рiвнянь, що мiстить рiзницевi 

рiвняння (6) та граничнi умови (9) i (10), набуває 

вигляду 

 

 𝜓𝑛−1 + 𝑢𝑛𝜓𝑛 +𝜓𝑛+1 = 0,  

 

 𝜓1 + (0,5𝑢0 + 𝑖𝑘Δ)𝜓0 = 2𝑖𝑘𝛥,  

 

 𝜓𝑁+1 + (0,5𝑢𝑁 + 𝑖𝑘Δ)𝜓𝑁 = 0.  

 

Розв’язок рiвняння (6) шукатимемо у виглядi 

 

 𝜓𝑛+1 = 𝑅𝑛  𝜓𝑛 .    (11) 

 

Для коефiцiєнтiв 𝑅𝑛 знаходимо рекурентне 

спiввiдношення 

 

 𝑅𝑛−1 =
1

𝑅𝑛+𝑢𝑛
.       (12) 

 

Для 𝑅𝑛 гранична умова на правiй границi 

iнтервалу має вигляд 
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 𝑅𝑁−1 = 
1

0.5 𝑢𝑁+𝑖𝑘∆
.      (13) 

 

Тепер починаючи iз 𝑅𝑁−1 wяке визначається 

спiввiдношенням (13) з допомогою рекурентного 

спiввiдношення (12), шукатимемо 𝑅𝑁−2 і т.д., 

рухаючись вiд (N −1) - вузла до вузла 0, послiдовно 

обчислюючи 𝑅𝑁−2, 𝑅𝑁−3  … 𝑅1, 𝑅0, знайдемо всi N 

значень 𝑅𝑛; (𝑛 =  0;  1; … ;  𝑁). 
Використовуючи вираз для 𝑅0, wзнаходимо 

хвильову функцiю 𝜓0 

 

 𝜓0 =  
2𝑖𝑘Δ

𝑅0+0,5𝑢0+𝑖𝑘Δ
.        (14) 

 

Тепер рухаючись у зворотному напрямку вiд 

вузла 0 до (N−1) - вузла за допомогою (6) послiдовно 

знайдемо хвильову функцiю у всiх внутрiшнiх вузлах 

сiтки 𝜓1, 𝜓2, … , 𝜓𝑁. Отже, алгоритм прогону полягає у 

тому, що ми використовуємо значення 𝑅𝑁−1i за 

формулою (13) обчислюємо коефiцiєнти 𝑅𝑛  

(𝑛 =  𝑁 −  2;  𝑁 −  3,… , 0), а потiм використовуємо 

𝑅0 і за формулою 𝜓𝑛 = 𝑅𝑛−1 𝜓𝑛−1 обчислюємо 

хвильові функціх 𝜓𝑛 (𝑛 =  1;  2; … , 𝑁). 
Алгоритм методу прогону (Thomas algorithm) 

використовується для чисельної реалiзацiї 

знаходження коефiцiєнта проходження 𝜏(𝐸) носiїв 

через квантову трибар’єрну структуру i базується на 

розрахункових формулах для коефiцiєнтiв 𝑅𝑛 (12) при 

їх послiдовному застосуаннi вiд (𝑁 −  1)-го до 

нульового вузла i використання спiввiдношення (11) 

для реалiзацiї зворотного рекурсивного процесу. 

Знайденi значення 𝜓𝑁  для рiзних значень параметра 𝜀 
у iнтервалi вiд 0 до 10 вiдносних одиниць 

використаємо для одержання коефiцiєнта 

проходження за спiввiдношенням   

 

 𝜏(𝐸) = |𝜓𝑁|
2.      (15) 

 

Одержаний, у такий спосiб, масив для 𝜏(𝐸) 

використовується для чисельного розрахунку питомої 

електропровiдностi та коефiцiєнта Зеебека за 

спiввiдношеннями (2) i (3) i фактора потужностi  

𝑃 =  𝜎 𝑆2.  

Обидва етапи алгоритма реалiзовано у виглядi 

однiєї програми у пакетi комп’ютерної математики 

Maple, якi детально висвiтленi у [13]. 

Графiчна iлюстрацiя результатiв розрахункiв для 

бар’єрiв висотою у одну вiдносну одиницю, 𝑉/𝐸0 =  1 

та шириною 𝑎/𝑎0  =  1, i.e., тобто у одну вiдносну 

одиницю i ями такої ж глибини та шириною  

𝑏/𝑎0  =  6, шiсть вiдносних одиниць наведено на 

рисунках 2, 3 i 4. По осi ординат зображено питому 

провiднiсть визначену у вiдносних одиницях 𝜎 𝜎0 ⁄  

коефiцiєнт Зеебека також визначений у вiдносних 

одиницях 𝑆 𝑆0⁄ , та фактор потужності 𝜎 𝑆2/(𝜎0  ·  𝑆0
2). 

 

3.2. Точно розв'язувана модель для розрахунку 

термоелектричних характеристик наноструктуро-

ваного матеріалу. 

Для розглянутої задачi iснує одна 

точнорозв’язувана модель, якою передбачається 

iснування дох прямокутних потенцiальних бар’єрiв, 

шириною спiвмiрною iз товщиною мiжзеренного 

промiжку i прямокутної потенцiальної ями шириною 

спiврозмiрною iз розмiром зерна. Вiдповiдний 

потенцiал можна записати у такому виглядi 

 

 𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 

0,                             𝑥 < 0,
𝑉0,                   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,
−1,               0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + 𝑏,

       𝑉0, 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + 𝑏 + 𝑎,
0,             𝑥 > 𝑎 + 𝑏 + 𝑎.

  

 

Для одержання точного виразу для коефiцiєнта 

проходження можна використати метод квантового 

iмпедансу [14]. 

Коефiцiєнт вiдбивання для квантової структури 

прямокутнi бар’єряма-бар’єр буде 

 

𝑅 = (2
𝑘1
2 − 𝑘0

2

𝑘0𝑘1
𝐴1(𝑎) +

𝑘2
2 − 𝑘0

2

𝑘0𝑘2
𝐴2(𝑏) +

𝑘1
4 − 𝑘0

2𝑘2
2

𝑘0 𝑘1
2𝑘2

𝐴1
2(𝑎)  𝐴2(𝑏))

2

/(4(1 − 𝐴1
2 −

𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝑘1 𝑘2
 𝐴1
2(𝑎)  𝐴2(𝑏))

2

+ 

 

(2
𝑘1
2 + 𝑘0

2

𝑘0𝑘1
𝐴1(𝑎) +

𝑘2
2 + 𝑘0

2

𝑘0𝑘2
𝐴2(𝑏) −

𝑘1
4 + 𝑘0

2𝑘2
2

𝑘0 𝑘1
2𝑘2

𝐴1
2(𝑎)  𝐴2(𝑏))

2

) ,

 

де 𝐴1(𝑎) = 𝑡𝑎𝑛(𝑘1𝑎), 𝐴2(𝑏) = 𝑡𝑎𝑛(𝑘2𝑏). 
Вираз для коефiцiєнта проходження можна знайти 

у такий спосiб  

 

 𝜏 =  1 − 𝑅.  

 

Використовуючи знайдений вираз для 𝜏(𝐸), 
засобами символьної математики пакету Maple, 

реалiзовано обчислення питомої електропровiдностi 

𝜎, коефiцiєнта Зеебека S і фактора потужностi  

𝑃 =  𝜎 𝑆2 як функцiї вiд температури i якi детально 

висвiтленi у роботi [15]. 

Графiчне представлення результатiв розрахункiв 

для прямокутних потенцiальних бар’єрiв висотою у 

одну вiдносну одиницю, 𝑉 𝐸0⁄ = 1 та шириною у одну 

вiдносну одиницю 𝑎/𝑎0 i прямокутної потенцiальної 

ями такої ж глибини та шириною 𝑏 𝑎0⁄ = 8 вiдносних 

одиниць наведено на рисунках 5, 6 i 7. Як i у випадку, 

що базується на потенцiалi Гаусса по ординат 

зображено питому провiднiсть визначену у вiдносних 

одиницях 𝜎 𝜎0⁄  коефiцiєнт Зеебека визначений у 

вiдносних одиницях 𝑆 𝑆0⁄  та фактор потужностi  

𝑃 =  𝜎 𝑆2/(𝜎0  𝑆0
2). 
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Рис. 2. Температурна залежність питомої 

провідності 𝜎 для структури бар’єр-яма-бар’єр на 

основi потенцiалу Гаусса. 

Рис. 3. Температурна залежнiть коефiцiєнта 

Зеебека S для структури бар’єр-яма-бар’єр на 

основi потенцiалу Гаусса. 

 
 

Рис. 4. Температурна залежнiть фактора 

потужностi 𝑃 =  𝜎𝑆2 f для структури бар’єр-яма-

бар’єр на основi потенцiалу Гаусса. 

Рис. 5. Температурна залежність питомої 

провідності 𝜎 для структури бар’єр-яма-бар’єр на 

основi прямокутних потенцiалiв.  

 
 

Рис. 6. Температурна залежнiть коефiцiєнта 

Зеебека S для структури бар’єр-яма-бар’єр на 

основi прямокутних потенцiалiв. 

Рис. 7. Температурна залежність фактора 

потужності 𝑃 =  𝜎 𝑆2 для структури бар’єр-яма-

бар’єр на основi прямокутних потенцiалiв. 
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3.3. Модель наноструктурованого 

термоелектричного матеріалу на основі потенціалу 

Пошля-Теллера.  

Розглянемо ще один приклад структури бар’єр-

яма-бар’єр, на цей раз, на основi потенцiала Пешль-

Теллєра 𝑉(𝑥) = 𝑉0/𝑐𝑜𝑠ℎ
2(𝑎𝑥). Цей потенцiал за 

формою нагадує потенцiал Гаусса, але має при цьому 

ряд цiкавих особливостей. Зокрема, як для 

потенцiального бар’єра так i для ями для заданого 

потенцiала вiдомi аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв 

проходження 𝜏(𝐸), а при певних значеннях його 

параметрiв потенцiал Пешль-Теллєра стає 

безвiдбивним. Тепер потенцiал наноструктури 

описуватиметься функцiєю 

 

𝑉(𝑥) =  
1

cosh (3(𝑥−1))2
−

1

cosh(𝑥−5)2
 +

1

cosh(3(𝑥−9))
2.  (17) 

 

яка описує бар’єр пешль-теллєрiвського типу 

пiвшириною у одну вiдносну одиницю центрований у 

точцi 𝑥 𝑥0⁄ = 1, квантову яму також пешль-

теллєрiвського типу шириною у шiсть вiдносних 

одиниць центоровану у точцi 𝑥 𝑥0 = 5⁄ , та бар’єр 

пешль-теллєрiвського типу пiвшириною у одну 

вiдносних одиницi центрований у точцi 𝑥 𝑥0 = 9⁄ . 

Висота потенцiальних бар’єрiв i глибина 

потенцiальної ями однаковi i рiвнi однiй вiдноснiй 

одиницi. Алгоритм розрахункiв коефiцiєнта 

проходження, питомої провiдностi, коефiцiєнта 

Зеебека та фактора потужностi реалiзовано програ 

мою, яка використовувалась при вiдповiдних 

розрахунках для квантової структури бар’єр-яма-

бар’єр побудованiй на базi потенцiала Гаусса. 

Графiчна iлюстрацiя результатiв розрахункiв для 

бар’єрiв висотою у одну вiдносну одиницю, та 

пiвшириною 𝑎 𝑎0 = 1⁄ , i.e., тобто у одну вiдносну 

одиницю i ями такої ж глибини та шириною 𝑏 𝑎0⁄ = 6, 

у шiсть вiдносних одиниць наведено на рисунках 8, 9 

i 10. 

IV. Аналiз результатiв розрахункiв  

Iз аналiзу результатiв розрахункiв для всiх трьох 

типiв моделей квантових структур бар’єр-яма-бар’єр 

випливає, що в усiх випадках величини вiдносного 

коефiцiєнта Зеебека є близькими. Вiдмiннiсть мiж 

ними не перевищує 15 вiдсоткiв. Тобто наявнiсть 

бар’єрiв та ями має принциповий характер для 

зростання коефiцiєнта термоерс, а змiна їх форми не 

призводить до його суттєвих змiн. 

За допомогою розробленої програми проведено 

дослiдження температурних залежностей питомої 

електропровiдностi 𝜎, коефiцiєнта Зеебека 𝑆 та 

  
Fig. 8. Температурна залежнiть питомої провiдностi 

𝜎 для структури бар’єр-яма-бар’єр на основi 

потенцiалу Пешль-Теллєра. 

Fig. 9. Температурна залежнiть коефiцiєнта 

Зеебека S для структури бар’єр-яма-бар’єр на 

основi потенцiалу Пешль-Теллєра. 

 

 
Fig. 10. Температурна залежнiть фактора потужностi 𝜎 𝑆2 для структури бар’єр-яма-бар’єр на основi 

потенцiалу Пешль-Теллєра. 
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фактора потужностi 𝑃 =  𝜎 𝑆2 вiд висоти мiжзеренних 

бар’єрiв та вiдстанi мiж ними, тобто розмiрiв 

нанозерна.  

Розрахунки показали, що при збiльшеннi висоти 

бар’єра питома провiднiсть суттєво зменшується, 

зокрема при зростаннi висоти бар’єра удвiчi 

зменшення питомої провiдностi також є близькою до 

двох. Подiбну поведiнку виявляє i залежнiсть питомої 

провiдностi вiд ширини бар’єра. 

Iз графiкiв наведених на рисунках 11 i 12 видно, 

що як при зростаннi висоти бар’єра удвiчi, так i 

приблизно на стiльки ж його напiвширини, тобто 

вiд~0.3 до ~0.7 коефiцiєнт Зеебека зростає приблизно 

на 20 вiдсоткiв. 

Разом з тим змiна вiдстанi мiж бар’єрами, тобто 

ширина ями, слабовпливає на термоелектричнi 

характеристики запропонованої квантової 

струкутури. На рисунку 13 зображено графiк 

залежностi коефiцiєнта проходження вiд енергiї 

налiтаючої частинки 𝜏(𝐸), на якому спостерiгається 

щонайменше шiсть резонансних максимумiв. Разом з 

тим розрахунки власних значень енергiї у згаданiй 

структурi з допомогою розробленої програми, яка 

визначає власнi значення шляхом дiагоналiзацiї 

матрицi утвореної iз коефiцiєнтiв при значеннях 

хвильової функцiї у вузлах сiтки дає лише три 

значення. Також вiдповiднiсть мiж резонансними 

енергiями i енергiями зв’язаних станiв – неповна. 

Зазначена невiдповiднiсть пiдтверджує той факт, що 

кiлькiсть резонансних енергiй i кiлькiсть стацiонарних 

станiв у квантовiй ямi не взаємно однозначно 

обумовленi. 

 

Як видно iз графiчного представлення результатiв 

розрахункiв температурної залежностi коефiцiєнта 

Зеебека S для чотирьох рiзних ширин потенцiальної 

ями b, зокрема для 𝑏 =  8, 𝑏 =  6, 𝑏 =  4 та 𝑏 =  2, 

змiна коефiцiєнта Зеебека при 𝑏 =  8 коли 𝜏(𝐸) має 

шiсть резонансних максимумiв до випадку коли 

резонанснi стани взагалi вiдсутнi при b = 2 не 

перевищує i 4 вiдсоткiв. Така поведiнка коефiцiєнта 

Зеебека, очевидно, пов’язана iз тим фактом, що 

функцiя 𝜏(𝐸) у виразах для провiдностi та термо е.р.с. 

входить у iнтеграл. Тобто наявнiсть резонансного 

тунелювання мало змiнює як коефiцiєнт Зеебека так i 

фактор потужностi наноструктурованого матерiалу. 

  

Рис. 11. Температурна залежнiсть коефiцiєнта 

Зеебека вiд висоти бар’єра: ”○” – для V0 = 1,  

“□” – for V0 = 1:5, ”♢” – for V0 = 2.  

Рис. 12. Температурна залежнiсть коефiцiєнта 

Зеебека вiд ширини бар’єра:  

” ” – для напiвширини 1/3, “□” – для напiвширини 

0:5, ”♢” – для напiвширини 1/√2.   

  

Рис. 13. Коефiцiєнт проходження для структури 

бар’єр-яма-бар’єр побудованої на основi 

потенцiалу Пешль-Теллєра при ширинi ями у 

шiсть вiдносних одиниць. 

Рис. 14. Термо е.р.с. трибарєрної структури як 

функцiя вiд температури для ширин ями b:  

b = 2 – ○, b = 4 – ”♢”, b = 6 – ” + ”, b = 8 – □.  
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Зазначимо, що знайденi значення 

термоелектричних характеристик та їх поведiнка при 

змiнi температури та параметрiв квантової структури 

узгоджуються iз результатами одержаними iншими 

авторами, зокрема [3], [7], [10], [11].  

Для моделi, що описується потенцiалом Пешль-

Теллєра як для бар’єра так i для ями вiдомi аналiтичнi 

вирази для коефiцiєнтiв проходження 𝜏(𝐸) [16]. 

Зокрема коефiцiєнт проходження через бар’єр  

 

 𝑉(𝑥) =  
ℏ2

2𝑚𝑎2
𝑈0

𝑐𝑜𝑠ℎ2(
𝑥

𝑎
)
.  

 

за умови 
2𝑚𝑎2𝑈0

ℏ2
< 1, задається виразом  

 

 𝜏(𝐸) =  
𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)

𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)+𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝜋√
1

4
−
2𝑚𝑎2𝑈0

ℏ2
)

,   

за умови 
2𝑚𝑎2𝑈0

ℏ2
> 1 , виразом 

 

 𝜏(𝐸) =  
𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)

𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)+𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝜋√
2𝑚𝑎2𝑈0

ℏ2
−
1

4
)

,   

 

а за умови  
2𝑚𝑎2𝑈0

ℏ2
=

1

4
, виразом 

 

 𝜏(𝐸) = 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜋𝑘𝑎).  

 

У наведених виразах  

 

 𝑘 = √
2𝑚𝐸

ℏ2
.  

 

Якщо потенцiал ями задати за допомогою 

модифiкованого потенцiалу Пешль-Теллєра у якому 

iснують два зв’язанi стани 

 

 𝑉(𝑥) =  −
ℏ2

2𝑚𝑎2
𝑈0

𝑐𝑜𝑠ℎ2(
𝑥

𝑎
)
= − 

6

𝑐𝑜𝑠ℎ2(
𝑥

𝑎
)
,  

 

який вiдноситься до категорiї т.з. безвiдбивних 

потенцiалiв, а, отже, вiдповiдний коефiцiєнт 

проходження становить одиницю, що суттєво 

спрощує проведення розрахункiв термоелектричних 

характеристик пов’язаних iз тунельними механiзмами 

переносу.  

У загальному випадку потенцiал для 

модифiкованої ями Пешль-Теллєра має вигляд 

 

 𝑉(𝑥) =  −
ℏ2

2𝑚𝑎2
𝜆(𝜆−1)

𝑐𝑜𝑠ℎ2(
𝑥

𝑎
)
,  

 

а коефiцiєнт проходження для неї є таким  

 

 𝜏(𝐸) =  
𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)

𝑠𝑖𝑛2(𝜋𝜆)+𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜋𝑘𝑎)
.  

 

Якщо для виразу для коефiцiєнта проходження 

квантової структури бар’єр-яма-бар’єр використати 

апроксимацiю 𝜍(𝐸) = 𝜏1(𝐸) 𝜏2(𝐸) 𝜏3(𝐸) , у якій 

𝜏1(𝐸) – коефiцiєнт проходження першого бар’єра, 

 𝜏2(𝐸) – коефiцiєнт проходження ями, а 𝜏3(𝐸) – 

коефiцiєнт проходження третього бар’єра, що є 

певним наближенням, то розрахунки 

термоелектричних характеристик суттєво 

спрощуються. 

Порiвняння результатiв чисельного розрахунку iз 

результатами розрахунку з використанням 

апроксимованого виразу для 𝜏(𝐸) показав, що 

вiдхилення мiж результатами не досягає i десяти 

вiдсоткiв, що робить застосовану апроксимацiю 

зручним iнструментом для експрес-прогнозування 

термоелектричних характеристик матерiалу за певних 

параметрiв потенцiала Пешль-Теллєра. 

Висновки 

Запропоновано одновимiрну модель 

наноструктурованого термоелектричного матерiалу 

для якої нанозерно моделюється потенцiальною 

ямою, а мiжзереннi межi – потенцiальними бар’єрами. 

Яма i бар’єри моделюють потенцiалом Гаусса iз 

рiзними його параметрами. Процес моделювання 

реалiзовано у виглядi програми розробленої на 

платформi пакету комп’ютерної математики Maple. З 

допомогою розробленої програми проведено 

обчислення обчислення температурних залежностей 

питомої провiдностi σ, коефiцiєнта Зеебека S та 

фактора потужностi  𝑃 =  𝜎 𝑆2 i наведено їх графiчну 

iлюстрацiю.  

Показано, що при збiльшеннi висоти бар’єрiв та їх 

ширини провiднiсть квантової структури 

зменшується, а коефiцiєнт Зеебека – зростає. Разом з 

тим фактор потужностi 𝑃 =  𝜎 𝑆2 при зростаннi 

висоти бар’єрiв – зменшується, а змiна вiдстанi мiж 

бар’єрами, тобто ширина ями, слабо впливає на 

термоелектричнi характеристики запропонованої 

квантової струкутури.  

Для точнорозв’язуваного випадку коли бар’єри i 

яма є прямокутними методом квантового iмпедансу 

одержано аналiтичний вираз для коефiцiєнта 

проходження частинок. Засобами символьної 

математики пакету Maple проведено обчислення 

температурної залежностi для питомої провiдностi σ, 

Таблиця 1. 

Порiвняння результатiв чисельного розрахунку коефiцiєнта Зеебека для моделi на основi потенцiалу 

Пешль-Теллєра – SPT із результатами розрахунку за допомогою апроксимації  

𝜏(𝐸) = 𝜏1(𝐸)  ∙ 𝜏2(𝐸) ∙  𝜏3(𝐸) – SA від температури Т. 

1 2 3 4 5 6 7 8 

TK 300 350 450 600 700 800 900 

SA 2:24 2:28 2:31 2:33 2:33 2:32 2:31 

SP T 2:35 2:37 2:39 2:4 2:41 2:41 2:31 
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коефiцiєнта Зеебека S та фактора потужностi  𝑃 =
 𝜎 𝑆2. Показано що збiльшення висоти бар’єрiв 

спричиняє спаданя питомої провiдностi i зростання 

коефiцiєнта Зеебека. 

Встановлено, що при змiнi ширини потенцiальної 

ями коефiцiєнт Зеебека мало змiнюється, а фактор 

потужностi майже постiйний. Для запропонованої 

моделi розглянуто вплив резонансного тунелювання 

частинок через квантову структуру бар’єр-яма-бар’єр 

на термоелектричнi характеристики 

наноструктурованого матерiалу. Встановлено, що 

наявнiсть резонансного тунелювання слабо впливає 

на коефiцiєнт Зеебека i фактор потужностi. 

Для модифiкованого потенцiалу Пешль-Теллєра 

при певних значеннях його параметрiв вдається 

отримати аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв 

пропускання 𝜏 ями i бар’єра. Припускаючи що 

коефiцiєнт пропускання системи бар’єр-яма-бар’єр 

рiвний добутку коефiцiєнтiв пропускання складових 

цiєї системи, показано, що вiдмiннiсть мiж чисельним 

i i аналiтичним розрахунком практично вiдсутня. 

Такий результат свiдчить про можливiсть 

застосування даного пiдходу (моделi) для швидкого 

аналiзу термоелектричних параметрiв наноматерiаллу 

лише на основi вiдносно нескладних аналiтичних 

виразiв.  

На основi запропонованої одновимiрної моделi 

наноструктурованого термоелектричного матерiалу 

проведено розрахунок термоелектричних параметрiв 

(коефiцiєнт Зеебека, питома електропровiднiсть та 

термоелектрична потужнiсть) i встановлено, що 

числовi значення термоелектричної потужностi 

практично не залежать вiд виду вибраного потенцiалу 

(Потенцiал Гауса, Пешль-Теллера чи прямокутний i 

при однаковiй його висотi та ширинi вiдрiзняються не 

бiльше нiж на 15. 

На основi узагальнення отриманих результатiв 

можна зробити висновок про те, що при варiацiях 

енергетичних параметрiв, зокрема висоти i ширини 

потенцiальних бар’єрiв моделi наноструктурованого 

матерiалу якiсного покращення термоелектричної 

потужностi Р досягти складно, а кiлькiсна оптимiзацiя 

величини фактора потужностi при варiацiї висоти i 

ширини бар’єрiв може бути досягнута на рiвнi 10-15. 
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O. Voznyak, I. Horichok, L. Nykyruy 

Model for Calculating Thermoelectric Properties of Nanostructured Material 

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, Ukraine, lyubomyr.nykyruy@pnu.edu.ua 

For the barrier-well-barrier model of nanostructured thermoelectric material, based on Gaussian, Poschl-Teller 

potentials and rectangular barriers and well, thermoelectric characteristics were calculated. For quantum barrier-

well-barrier structures based on Gaussian and PoschlTeller potentials, a program was developed to calculate 

thermoelectric characteristics using the Thomas algorithm for calculating the transmission coefficient of particles 

through the quantum structure and numerical integration of expressions for electrical conductivity and Seebeck 
coefficient, with corresponding graphical illustration of the results obtained. The calculations program is 

implemented on the Maple computer mathematics platform. For the quantum structure based on rectangular 

potentials, using the quantum impedance method, an expression was obtained for the transmission coefficient of 

particles through such a structure and applied for the calculation of electrical conductivity, Seebeck coefficient, and 
power factor using symbolic mathematics of the Maple package. The influence of resonant tunneling of particles 

through the proposed triple-barrier structure on its thermoelectric characteristics is taken into account. An analysis 

of the obtained calculation results is presented. 

Keywords: quantum tunneling mechanism of thermoelectric phenomena, model of nanostructured material, 
Seebeck coefficient, power factor. 
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